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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящие методические указания посвящены изложению 

методов решения типовых задач теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и их систем. Подбор задач направлен на 

разъяснение основных идей, понятий, теоретических фактов и их 

практического применения. Цель – помочь студентам в формиро-
вании их математического мышления, в выработке практических 

навыков решения дифференциальных уравнений, описывающих 
процессы в различных областях естествознания. 

 

 1. Дифференциальные уравнения 1-го порядка 

Дифференциальным уравнением первого порядка называ-

ется уравнение, содержащее независимые переменные, их функ-
цию, а также производные (или дифференциалы) этой функции.  

Обыкновенным дифференциальным уравнением первого 
порядка называется уравнение вида 

0),,( yyxF  (1) 
содержащее одну независимую переменную х, искомую 

функцию )(y x и ее производную первого порядка y . В раз-

решенном относительно y  виде обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение первого порядка имеет вид: ),( yxfy  . 
Решением дифференциального уравнения называется диф-

ференцируемая функция )(y x , определенная и непрерывная 

в области D  на плоскости XOY , которая при подстановке в 
уравнение вместо неизвестной функции обращает его в тожде-

ство для всех допустимых значений переменной. 
 

Общим решением дифференциального уравнения первого 

порядка ),( yxfy   в области D  называется функция 

),(y Сx , обладающая следующими свойствами: 
1) она является решением данного уравнения при любых 

значениях произвольной постоянной C , принадлежащих некото-
рому множеству; 

условия 00 )( yxy 
 такого, что 2) для любого начального 
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Dyx ),( 00 , существует единственное значение 0CC 
, при ко-

тором решение 
),(y 0Сx

 удовлетворяет заданному началь-
ному условию. 

 
Частным решением дифференциального уравнения первого 

порядка ),( yxfy   называется любое решение 
),(y 0Сx

, 

получающееся из общего решения ),(y Сx  при конкретном 

значении 0CC 
.  

Задачей Коши для уравнения первого порядка называется 
задача нахождения частного решения уравнения (1), удовлетво-

ряющего начальному условию   
 00 xfy 

. 
 

1.1 Дифференциальные уравнения с разделяющимся пе-
ременными 

 
Дифференциальным уравнением с разделяющимися пере-

менными называется дифференциальное уравнение первого по-
рядка вида: 

  

 )()( ygxfy   (2) 
 

Для решения дифференциального уравнения (2) необходи-
мо вспомнить о том, что  

 dx

dy
y 

. 
 

Тогда уравнение (2) можно представить в виде: 
 

 
)()( ygxf

dx

dy


 (3) 

Применим метод разделения переменных. Для этого по-
средством алгебраических преобразований представим уравнение 

(3) в таком виде, чтобы в каждой части дифференциального 
уравнения содержались и функции, и дифференциал, зависящие 
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от одной переменной.  

Считая, что 0)( yg , умножим обе части уравнения (3) на 

множитель )(yg

dx

 получим:  

 

dxxf
yg

dy
 )(

)(  (4) 
Интегрируя (4), получаем общий интеграл:  

 

Сdxxf
yg

dy
  )(

)(  (5) 
Получив общий интеграл, необходимо проверить, имеет ли 

уравнение 0)( yg  решение by  , которое является решением 

(2) и которое невозможно получить из (5). Если такое решение 

by   существует, то оно называется особым решением.     

 
Пример 1. 1  

Найти общий интеграл уравнения 

 tgxtgyy   (6) 
Решение. Учитывая, что  

 dx

dy
y 

 (7) 

получаем  

 
tgxtgy

dx

dy


 (8) 

Умножая обе части (8) на tgy

dx

, получаем 

 

tgxdx
tgy

dy


 или tgxdxctgydy   (9) 
Интегрируя левую и правую часть (9), получаем  

 
Cxy lncoslnsinln 

 (10) 

(В данном случае постоянную C  можно представить как 
логарифм другой постоянной) 
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Преобразуя (10), получаем общий интеграл исходного диф-
ференциального уравнения (6): 

 

 Cxy cossin   (11) 

Пример 1. 2  
Найти частное решение уравнения:  

 
01 2  yxxy

, (12) 
удовлетворяющее условию: 

 1)0( y . (13) 
Решение. 

Учитывая, что dx

dy
y 

, разделим переменные: 

 
y

dy
dx

x

x


 21   (14) 

Интегрируя (14), найдем общее решение дифференциаль-

ного уравнения: 

 
Cyx  ln1 2

 (15) 

Учитывая (13), найдем постоянную C : 

C 1ln01
, 1С  

Подставляем найденное значение постоянной C  в (15): 

 
1ln1 2  yx

 (16) 

Преобразуя (16), получаем частное решение уравнения 

(12): 

 
)11( 2xey 
 (17) 

1.2 Однородные дифференциальные уравнения 

Однородным дифференциальным уравнением первого по-
рядка называется уравнение, которое можно представить в виде:  











x

y
fy

 (18) 

Это уравнение можно привести к уравнению с разделяю-
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щимися переменными для функции. Для этого необходимо сде-

лать замену переменных: x

y
t 

, где )(xyy  . Откуда 
txy 

, 

txty  . Тогда (18) для t  примет вид: 

)(tftxt  . 

Учитывая, что dx

dt
t 

, получаем x

dx

ttf

dt


)(   – уравне-

ние с разделяющимися переменными. 
 

Замечание. Для того чтобы проверить, является ли диф-
ференциальное уравнение первого порядка однородным, доста-

точно воспользоваться алгоритмом: 

а) заменить в уравнении 0),,( yyxF  x  на x , 
y

 на 
y

; 
б) убедиться в том, что после алгебраических преобразова-

ний исходное уравнение можно привести к виду 0),,( yyxFn  
Пример 1.3 

Найти общий интеграл уравнения  

 02  yxyx  (19) 

Решение. 
1. Проверим, действительно ли уравнение (19) является од-

нородным дифференциальным уравнением первого порядка 

Способ 1.  

Разделив обе части (19) на x , легко можно получить: 

021  y
x

y

 или x

y
y 21

, что представляет собой 











x

y
fy

.  
Способ 2.  

При помощи замены x  на x , 
y

 на 
y

, (19) приводится к 

виду: 
  02  yxyx

 
2. Убедившись в том, что уравнение (19) действительно яв-

ляется однородным дифференциальным уравнением первого по-



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Дифференциальные уравнения 

 

 

 
 

9 

рядка, сделаем замену: x

y
t 

  
 

(
txy 

, txty  ). 
 

Подставляя в (19), получаем: 
 

021  txtt , xtt 1 , 
 

Учитывая, что dx

dt
t 

, имеем: 

 dx

dt
xt 1

. (20) 
(20) представляет собой уравнение с разделяющимися пе-

ременными. Поэтому для дальнейшего решения применим метод 

разделения переменных.   

 t

dt

x

dx




1  (21) 

Интегрируем (21): 

 
Ctx ln1lnln 

 (22) 

 tCx  1
 

 











x

y
Cx 1

  (23) 

1.3 Линейные дифференциальные уравнения 

Линейным дифференциальным уравнением первого поряд-
ка называется уравнение вида: 

 )()( xqyxpy  , (24) 

где )(xp  и )(xg  – известные функции, которые непрерыв-
ны на некотором интервале. 

Для решения линейных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка применяется метод Бернулли, алгоритм которого 

состоит в следующем.  
1. Решение ищем в виде произведения двух функций  
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 )()()( xvxuxy   (25) 

( uvvuy  ) 

Подставляя 
y

 и y  в (24), получаем: 

 )()( xquvxpvuvu   (26) 

Группируя по степеням функции )(xu , получаем:  

  )()( xqvxpvuvu 
 

2. Учитывая, что исходному уравнению должно удовлетво-

рять именно произведение двух функций )()( xvxu , одну из 

функций )(xu  или )(xv можно выбрать произвольно. В качестве 

)(xv возьмем любое частное решение дифференциального урав-

нения 0)(  vxpv . Тогда (26) предстает в виде: 

)(xqvu 
. 

Т.о., (24) можно представить в виде системы двух диффе-
ренциальных уравнений с разделяющимися переменными: 

 







)(

0)(

xqvu

vxpv

 (27) 

3. Решая (27), находим )(xu  и )(xv , которые подставляем 
в (25). В результате находим общее решение дифференциального 

уравнения (24).  

Пример 1.4 
Найти общее решение уравнения  

 
2

1

xx

y
y 

 (28) 
Решение. 

Решение ищем в виде произведения двух функций  

 )()()( xvxuxy   (29) 

uvvuy   

Подставляя 
y

 и y  в (28), получаем: 

2

1

xx

uv
vuvu 
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Группируя по степеням функции )(xu , получаем  

 
2

1

xx

v
vuvu 










 (30) 

(30) можно представить в виде системы двух дифференци-
альных уравнений с разделяющимися переменными: 

 













2

1

0

x
vu

x

v
v

  (31) 
Решаем дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными: 

0
x

v
v

 

Учитывая, что dx

dv
v 

, получаем  

 
0

x

v

dx

dv

,  x

v

dx

dv


,  x

v

dx

dv


,  x

dx

v

dv


  (32) 

Интегрируя (32), получаем: 

xv lnln 
, 

                  x
v

1


 (33) 
Подставляем  (33) во второе уравнение (31): 

 
2

11

xx
u 

 (34) 
(34) представляет собой дифференциальное уравнение с 

разделяющимися переменными. Представляя dx

du
u 

, получаем:  

xdx

du 1


 или 
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 x

dx
du 

 (35) 
Интегрируя (35), получаем:  

 
Cxu  ln

 (36) 
(33) и (36) подставляем в (29) и получаем общее решение 

исходного дифференциального уравнения:  

 
 

x
Cxy

1
ln 

  (37) 
1.4 Дифференциальные уравнения типа Бернулли  

Дифференциальным уравнением типа Бернулли называется 
уравнение вида: 

 
yxqyxpy )()(  , где 0 , 1  (38) 

Для решения уравнения (38) необходимо обе части уравне-

ния разделить на 
y : 

)(
)(
1

xq
y

xp

y

y





 

Заменив 
1

1



y

z

 (



y

y
z


 )1(

) , уравнение (38) 

можно привести к линейному дифференциальному уравнению.   

Пример 1.5.  
Найти общий интеграл уравнения  

  

42 yx
x

y
y 

 (39) 
Решение.   

 Разделим обе части (39) на 
4y :  

 

2

34

1
x

xyy

y




 (40) 

сделаем замену:  

 
3

1

y
z 

, (41) 
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тогда 
4

3
y

y
z




 

Подставляя z  и z  в (40), получаем: 

233 x
x

z
z 

. 

Решение ищем в виде произведения двух функций  

 )()()( xvxuxz   (42) 

uvvuz   

Подставляем z  и z  в (40): 

233 x
x

uv
uvvu 

, 

233 x
x

v
vuvu 










, 
получаем систему двух дифференциальных уравнений с 

разделяющимися переменными: 

 












23

03

xvu

x

v
v

  (43) 
Первое уравнение системы (43) представляет собой диф-

ференциальное уравнение с разделяющимися переменными. Ре-
шаем его методом разделения переменных:                                                                                                  

03 
x

v
v

, dx

dv
v 

, x

v

dx

dv
3

, x

dx

v

dv
3

, 
xv ln3ln 

, 
3xv   

Найденное значение функции )(xv подставляем во второе 

уравнение (43) и находим значение функции )(xu : 

23 3xxu  , x
u

3


, xdx

du 3


, 
dx

x
du

3


, 

Cxu  ln3
 

Найденные значения функций )(xv  и )(xu  подставляем в 
(42): 

  3ln3 xCxz 
 

Учитывая (41), находим общий интеграл исходного уравне-

ния: 
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3

3ln3

1

xCx
y




 
 

2 Дифференциальные уравнения 2-го порядка 

Дифференциальным уравнением второго порядка называ-
ется уравнение вида: 

 0),,,(  yyyxF , (1) 
содержащее независимую переменную, неизвестную функ-

цию, а также ее производные первого и второго порядка.  

Общее решение дифференциального уравнения второго 
порядка имеет вид: 

 
),,(y 21 CCx
, (2) 

где 1C
 и 2C

 – произвольные  постоянные. 
 Задачей Коши для дифференциального уравнения второго 

порядка называется задача нахождения частного решения урав-

нения (1), удовлетворяющего начальным условиям 00 )y( yx 
, 

00 y)(y  x
, где 0x

, 0y
, 0y

– заданные числа. 
2.1 Уравнения, допускающие понижение порядка 

Один из типов уравнений, допускающих понижение поряд-
ка, имеет вид:  

 )(y xf  (3) 
Для решения уравнения (3) применяется метод двукратного 

последовательного интегрирования: 

 
    21)(y CxCdxdxxf

 (4) 
Пример 2.1.  

Решить задачу Коши: 

 
xe2y 
,  

1y(0) 
,  

  00y 
 (5) 

Решение.  

Интегрируя (5), найдем y : 

 
1

22x

2

1
ey Cedx x  

 (6) 
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Интегрируя (6), найдем 
y

: 

21

2

1

2

4

1

2

1
y CxCedxCe xx 








 

 
Общее решение исходного уравнения имеет вид: 

 
21

2

4

1
y CxCe x 

 (7) 
Учитывая начальные условия задачи Коши, а также форму-

лы (6) и (7), найдем константы 1C
 и 2C

: 


















0
2

1

10
4

1

1

02

21

02

Ce

CCe

, откуда 














2

1

4

3

1

2

C

C

 
Т.о., решение задачи Коши (5) имеет вид: 

 4

1

2

1

4

1
y 2  xe x

 (8) 

2.2 Линейные однородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Линейными однородными дифференциальными уравнения-
ми второго порядка с постоянными коэффициентами называются 
уравнения вида: 

 
0y 21  ypyp

, (9) 

где 1p
, 2p

 – действительные числа 
По теореме о структуре общего решения линейного одно-

родного дифференциального уравнения для того, чтобы записать 

общее решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка,  достаточно найти 
 1y x

 и 
 2y x

 – 

линейно  независимые  частные решения. Тогда общее решение 
будет иметь вид:  
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)()(y 2211оо xyСxyС 
 (10) 

Решение уравнение (9) ищется в виде 
xey  , где  – не-

которая константа. Находим y  и y  , подставляя их в (10), полу-
чаем: 

   021

2  ppe x 

 (11) 

Учитывая, что 0xe
, получаем: 

 021

2  pp   (12) 
Уравнение (12) является квадратным.  
Уравнение (12) называется характеристическим уравнением 

однородного дифференциального уравнения второго порядка 

(15), а его корни – 1  и 2 – характеристическими числами.  
От вида корней характеристического уравнения зависит вид 

общего решения уравнения (9). 

Возможны три ситуации: 

а) 1  и 2 – действительные числа и 21  
. Тогда общее 

решение уравнения (9) будет иметь вид:  

 
xx

oo eCeCy 21

21




; (13) 

б) 1  и 2 – действительные числа и 
  21 . Тогда 

общее решение уравнения (9) будет иметь вид:  

 
 xCCey x

oo 21  

 (14) 

в) 1  и 2 – комплексно сопряженные числа и 

 i2,1 . Тогда общее решение уравнения (9) будет иметь 

вид: 

 
 xCxCey x

oo  sincos 21 
 (15) 

Пример 2.2.  

Найти общие решения линейных однородных дифференци-
альных уравнений второго порядка с постоянными коэффициен-

тами: 

а) 02  yyy                            

б) 0168  yy  
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в) 04 y    
Решение.  

 а) 02  yyy  (16) 
Составим характеристическое уравнение: 

022   
И, воспользовавшись формулой для вычислений коней 

квадратного уравнения, решим его: 

2

91
2,1




, откуда 
21 

, 
12 

 

1  и 2  - действительные числа, причем 21  
. Следо-

вательно, общее решение уравнения (16) будет иметь вид:  
xx

oo eCeCy 2

2

1  

. 

б) 0168  yy  
Составим характеристическое уравнение: 

 01682    (17) 
и, воспользовавшись формулой для вычислений коней 

квадратного уравнения, решим его: 

4
2

08
2,1 




, 1  и 2  - действительные числа, при-

чем 21  
. Следовательно, общее решение уравнения (17) бу-

дет иметь вид:  

 xCCey x

oo 21

4 
. 

 в) 04 y  (18) 
Составим характеристическое уравнение: 

042   
и решим его: 

42  , 
i22,1 

1  и 2 – комплексно сопряженные 

числа и 
i202,1 
.  Общее решение уравнения (9) будет иметь 

вид:  

 xCxCeyoo 2sin2cos 21

0 
, 
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xCxCyoo 2sin2cos 21 
 

2.2.3. Линейные неоднородные дифференциальные урав-
нения второго порядка с постоянными коэффициентами 

Линейным неоднородным дифференциальным уравнением  
второго порядка с постоянными коэффициентами называется 

уравнение вида: 

 
)(y 21 xfypyp 
, (19) 

где )(xf  – известная функция, которая непрерывна на не-

котором промежутке. 
По теореме о структуре общего решения линейного неодно-

родного дифференциального уравнения:  

 

 
)(y)(y)(y xноoон xxx 
, (20) 

 

где 
)(yоo x
- общее решение дифференциального уравнения 

(20), 
)(yчн x
 -  некоторое частное решение (20) . 

Учитывая, что 1  и 2  - корни характеристического урав-

нения (12 ), а функция )(xf  в (19) представима в виде: 

 
)sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn

x  
, (21) 

где 
)(xPn , 

)(xQn  – многочлены от x  с известными коэф-

фициентами степени n  и m  соответственно, частное решение 

)(yчн x
 можно искать в виде: 

 
)sin)(cos)(()(yчн xxSxxVexx dd

xr  
 (22) 

где 
















(16)корнемдвукратнымявляетсяесли2,

(16)корнеммоднократныявляетсяесли1,

(16)корнемявляетсянеесли0,

iβα

iβα

iβα

r

  

 (23) 

а 
)(xVd , 

)(xSd  – многочлены от x  степени d  с неизвест-

ными коэффициентами, 
 mnd ,max

. Коэффициенты многочле-
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нов 
)(xVd , 

)(xSd  вычисляются при помощи метода неопреде-
ленных коэффициентов. 

Пример 2.3.  

Найти общее решение линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэф-
фициентами: 

 а) 
xeyy 32y2   (24) 

Решение.  

1. Найдем 
)(yоo x
 – общее решение однородного диффе-

ренциального уравнения (24).  

Составим характеристическое уравнение: 

 012 2   (25) 

И, воспользовавшись формулой для вычислений коней 
квадратного уравнения, решим его: 

4

31
2,1




, 
11 

 и 2

1
2 

 – действительные числа, 

причем 21  
.   Следовательно, общее решение уравнения (24) 

будет иметь вид:  

x
x

oo eCeCy 2

1

21  

 

2. Найдем 
)(yчн x
 – частное решение неоднородного диф-

ференциального уравнения (24). 

Сравнивая 
xexf 32)(   с  (21), получаем, что 1 , 

0 , 0n , 0m . Учитывая, что 1  i  и сравнивая по-
лученный результат с корнями характеристического уравнения 

(25), получаем 0r . Находим 
  0,max  mnd

. 
В результате, частное решение неоднородного уравнения  

(24) будет иметь вид: 

 
xx AexBxAe   ))0sin()0cos((y 1

чн   (26) 

Найдем чнy
 и чнy 

: 
x

чн Aey 
 

x

чн Aey 
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Подставляем чнy
, чнy

 и чнy 
 в (24): 

xxxx eAeyAeAe 322   , 
xx eAe 322  , откуда 16A  

и 
x

чн ey 16
 

Согласно (20), общее решение линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 
коэффициентами (24) будет иметь вид: 

 
x

x
x eeCeC 16y 2

1

21он  

 (27) 
Пример 2.4.  

Найти решение задачи Коши  

 xxy cos2sin2y  , 0y(0)  , 1)0( y  (28) 
Решение.  

1. Найдем 
)(yоo x
 – общее решение однородного диффе-

ренциального уравнения (28). Для уравнения: 

  0y  y  (29)  
составим характеристическое уравнение:    

012   

12  , откуда 
i2,1  – комплексные числа, т.е. 0 , 

1    
Следовательно, общее решение уравнения (29) будет иметь 

вид:  

xCxCyoo sincos 21 
 

2. Найдем 
)(yчн x
 – частное решение неоднородного диф-

ференциального уравнения (28). 

Сравнивая xxxf cos2sin2)(   с  (21), получаем, что 

0 , 1 , 0n , 0m . Учитывая, что ii    и сравни-

вая полученный результат с корнями характеристического урав-

нения (29), получаем 1r . Находим 
  0,max  mnd

 
В результате, частное решение неоднородного уравнения  

(28) будет иметь вид: 

 )sincos()sincos(y 10

чн xBxAxxBxAxe x  

 
 (30) 
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Найдем чнy
 и чнy 

: 

)cossin()sincos( xBxAxxBxAyчн 
 

xBxxAxxBxAyчн sincoscos2sin2 
 

Подставляем чнy
 и чнy 

в (28): 

xxxBxA cos2sin2cos2sin2   

Приравнивая коэффициенты при xsin  и xcos  в правой и 
левой частях уравнения, получаем систему линейных алгебраиче-
ских уравнений: 









22

22

B

A

, 

откуда 1A , 1B  и 
)sincos(yчн xxx 

 
Согласно (20), общее решение линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами (28) будет иметь вид: 

 
)sincos(sincos)(y 21он xxxxCxCx 
 (31) 

Учитывая начальные условия задачи Коши, а также форму-

лу (31) 

найдем константы 1C
 и 2C

. Для этого найдем              

)cossin()sincos(cossin)(y 21он xxxxxxCxCx 

                                 

получаем систему линейных алгебраических уравнений: 









01

0

2

1

С

С

 

Откуда 
01 С

 и 
12 С

   
Т.о., решение задачи Коши (28) будет иметь вид: 

)sincos(sin)(yон xxxxx 
. 

 

3 Системы дифференциальных уравнений 

Нормальной системой дифференциальных уравнений назы-

вается совокупность n , n  линейных дифференциальных 

уравнений первого порядка: 
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)()(...)()(

...

)()(...)()(

2211

112121111

xfyxayxayxay

xfyxayxayxay

nnnnnnn

nn

,

 (1) 
 

где 
)(xyy jj  , n ,...,1j  – искомые функции, 

)(xaa ijij  , n ,...,1, ji  , которые являются коэффициен-

тами системы, и 
)(xff ii  , которые являются свободными чле-

нами, – известные функции, непрерывные на некотором проме-

жутке 
  Rba ,

. 

Множество непрерывно-дифференцируемых на 
 ba,

 

функций 
)(xyy jj  , n ,...,1j  при подстановке которых в (1) 

каждое уравнение системы обращается на 
 ba,

 в верное тожде-
ство, называется решением системы (1). 

 
Нормальная система дифференциальных уравнений назы-

вается однородной, если для всех свободных членов  выполняет-

ся условие 
0)( xf i , n ,...,1i . В противном случае система (1) 

называется неоднородной. 
 

Допускается запись системы (1) в матричной форме: 

FYAyY  , где 
  ijaA 

 – матрица системы, 

 TnfffF ,...,, 21
  – вектор-столбец свободных членов, 

 TnyyyY ,...,, 21
  – столбец неизвестных, 

 TnyyyY  ,...,, 21   
– столбец производных от известных функций.  

 
Теория решений неоднородных нормальных линейных си-

стем дифференциальных уравнений напоминает теорию решений 

одного линейного дифференциального уравнения порядка n . 

Общее решение неоднородной системы (1) имеет вид: 
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ЧНОООН YYY 
, 

где ООY
 – общее решение соответствующей однородной 

системы  

 

 
YAY 

, (2) 

а ЧНY
 – какое – либо частное решение неоднородной си-

стемы (1).  
 

Структура общего решения соответствующей однородной 
системы определяется формулой: 





n

j

jjОО YCY
1 , где 1Y

, …, nY
  – фундаментальная система 

однородных решений системы (2), 1С , …, nС  – произвольные по-
стоянные.  

 

Если коэффициенты системы ija
, ( i ,

j
= 1, … n ) представ-

ляют собой постоянные числа, то для нахождения фундаменталь-
ной системы применяется метод Эйлера, т.е. решения ищутся в 

виде: 

 

j

xjeY 


j ( i ,
j
= 1, … n ), 

 

где j  – некоторое число, 

T

njjj ),...,( 1  
 – вектор-

столбец с неизвестными компонентами kj
( k = 1, … n ). 

Неизвестное число j  и вектор j  определяются из мат-

ричного уравнения:  

 jjjA  
 (3) 

Если для числа j  существует ненулевой вектор j  такой, 

что выполнено равенство (3), то число j называется собствен-

ным (характеристическим) значением системы (2)   
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Матричное уравнение (3) имеет нетривиальное решение j  

тогда и только тогда, когда j  является корнем уравнения:  

 

0

...

...

...

...
)det(

2

1

2

22

12

1

21

11



















nn

n

n

nn a

a

a

a

a

a

a

a

a

EA

 (4) 

где E – единичная матрица порядка n . 

 
Уравнение (4) называется характеристическим (вековым) 

уравнением для системы (2) и представляет собой алгебраиче-

ской уравнение степени n , решая которое можно найти 1 , 

2
,…, n . Для каждого j

, являющегося решением матричного 

уравнения (3) находим соответствующий ненулевой вектор j
, 

который называется собственным вектором системы (2). 

Если все корни характеристического уравнения 
Rj

, 

nj ,...,1  и ij  
, если 

ji 
, то система вектор функций 

j

x

j
jeY 




, nj ,...,1  линейно независима и образует фунда-
ментальную систему решений (2). Тогда  

 





n

j

j

x

jОО
jeCY

1




 
или в координатной форме: 

 

\2211

22222112

11221111

...

...

...

...

21

21

21

nn

x

nn

x

n

x

nОО

n

x

n

xx

ОО

n

x

n

xx

ОО

n

n

n

eCeCeCY

eCeCeCY

eCeCeCY



















 
 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Дифференциальные уравнения 

 

 

 
 

25 

Если jjj i 
 - простой корень уравнения (4) , а j  - 

комплексный, соответствующий j
 вектор, то также корнем 

уравнения (4) является и jjj i 
. Также можно отыскать 

вектор j , имеющий компоненты, комплексно-сопряженные ком-

понентам вектора j и соответствующий  собственному значению 

j
.  

Легко можно отделить действительные и мнимые части у 

компонент вектор-столбцов j

x

j
jeY 




 и j

x

j
jeY 




. В резуль-

тате найдем две действительные вектор-функции, которые входят 

в фундаментальную систему однородных решений: jj YU Re
 и 

jj YV Im
. 

Частное решение неоднородной системы (1) отыскивается 
при помощи метода вариации постоянных  





n

j

jjЧН xYxCY
1

)()(

 

Функции 
)(1 xC

, 
)(2 xC

, …,
)(xCn  можно найти из имею-

щей единственное решение системы уравнений: 
 

 


















nnnnnn

nn

nn

fyCyCyC

fyCyCyC

fyCyCyC

...

...

...

...

2211

22222211

11122111

   (5) 
 

Пример 3.1. 

 
Найти общее решение неоднородной нормальной системы 

дифференциальных уравнений: 
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12

21 .

yy

tgxyy

   (6) 
Решение.  
 

1. Найдем общее решение однородной системы: 









12

21

yy

yy

 
 

Учитывая (4), найдем все собственные значения системы. 
Матрица характеристического уравнения для системы (6) 

имеет вид: 













01

10
A

 
Отсюда  

0
1

1










 
Или 

                012  . (7) 
 

Решая (7), находим собственные числа системы 
i1 , 

i2 . Для собственных чисел находим соответствующие соб-
ственные векторы. 

 

а) 
i1 . Соответствующий собственный вектор 

 T21111 , 
 находится из уравнения 111  A

, которое в 
координатной форме равносильно системе уравнений:  

 

 







2111

1121





i

i

 (8) 
 
Система (8) имеет бесконечное множество решений. Из лю-

бого уравнения системы можно получить нетривиальное реше-
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ние. Так, например, полагая 
111 

, из первого уравнения систе-

мы (8) получим 
i21
. В результате 

 Ti,11 
 – собственный 

вектор, соответствующий собственному значению 
i1       

 

б) 
i2 . Аналогично можно найти соответствующий 2  

собственный вектор 
 Ti ,12 . 

 

Фундаментальная система решений однородной системы 
дифференциальных уравнений будет иметь вид: 

 
























xxi

xix

i
eY ix

sincos

sincos1
1

, 
























 

xxi

xix

i
eY ix

sincos

sincos1
2

 
 
Отделим действительные и мнимые части координат, в ре-

зультате получим действительные вектор-функции.  
 













x

x
U

sin

cos

 и 










x

x
V

cos

sin

, 
 

которые образуют фундаментальную систему решений од-
нородной системы дифференциальных уравнений.  

Таким образом, общее решение однородной системы диф-

ференциальных уравнений имеет вид: 
 






















x

x
C

x

x
СVCUСY ОО

cos

sin

sin

cos
2121

, 

1С , 2С  – произвольные постоянные. 
 

Применяя метод вариации постоянных, частное решение 
исходной системы будем искать в виде:     
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x

x
xC

x

x
xСY НЧ

cos

sin
)(

sin

cos
)( 21.

, 
 

где неизвестные функции 
)(1 xС

, 
)(2 xС

 находятся из си-
стемы уравнений (5), которая в условиях нашего примера имеет 

вид: 
 

 







0cossin

sincos

21

21

xСxС

tgxxСxС

 (9) 
 
Решения систему (9), находим: 

  

xС sin1   и 
tgxxС  sin2  

Откуда, интегрируя, получаем 
xdxxС cossin1    и 

x
x

tgdxx
x

dx
x

x

dx
x

x
tgxdxxС

sin
42

lncos
cos

1

cos

cos1

cos

sin
sin

2

2

2































 
 

Для общего решения неоднородной системы: 
 

    




















x

x
xСС

x

x
xССYYY ЧНОООН

cos

sin
)(

sin

cos
)( 2211

 
 

В координатной форме: 
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  xx
x

tgСxxСy

xx
x

tgСxxСy

ОН

ОН

cossin
42

lnsincos

sinsin
42

lncoscos

212

211





















































   (10) 
 

В (10) 1С  и 2С  – произвольные постоянные. 
 
Существует еще один  метод решения нормальной системы 

дифференциальных уравнений – метод исключения. Смысл этого 
метода состоит в том, что Нормальная система дифференциаль-

ных уравнений:  

 













)()(...)()(

...

)()(...)()(

2211

112121111

xfyxayxayxay

xfyxayxayxay

nnnnnnn

nn

 
 
сводится к одному линейному дифференциальному уравне-

нию 
 n-ого порядка для одной из искомых функций. Для этого 

какая-либо одна искомая функция дифференцируется, а все 

остальные искомые функции исключаются из системы. В резуль-
тате  решения линейного дифференциального уравнения n-ого 

порядка находится искомая функция, а затем и все остальные. 
Для этого они выражаются через найденную функцию и ее про-

изводные.   
 

Пример 3.2 

Применяя метод исключения, найти общее решение систе-
мы дифференциальных уравнений. 

 

 







xzyz

zyy

239

23

  (11) 
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Решение.  
Продифференцируем первое уравнение (11):  

 

 zyy  23  (12) 

 

Подставляем в (12) z  из второго уравнения системы, по-

лучаем: 
 

 
  xzyyxzyyy 4618323923 

 (13) 
 

Их первого уравнения (11) выражаем z : 
 

 2

3yy
z




 (14) 

Подставляем (14) в (13): 
 

xyy 49  или xyy 49   
 

Решая получившееся линейное неоднородное уравнение 
второго порядка, находим его общее решение: 

 
xxCxСyОН

9

4
3sin3cos 21 

 (15)    

Учитывая (14) и (15), находим вторую компоненту ОНz
: 

 

    xCCxCCx
yy

z ОНОН
ОН

3

4

9

4
3cos

2

3
3sin

2

3

2

3
1212 
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Задания для самостоятельной работы 

 

№ Найти общее решение нормальной 

системы дифференциальных уравнений. 

1 









xzyz

zyy

5cos66

33

 
2 









xzyz

zyy

45

22

 
3 









zyz

xzyy

25

32

 
4 









zyz

xzyy

63

2cos22

 
5 









xzyz

zyy

3sin105

116

 
6 









zyz

xzyy

36

2sin358

 
7 









xzyz

zyy

684

94

 
8 









zyz

xzyy

4

42

 
9 









zyz

xzyy

32

3cos87

 
10 









zyz

xzyy 9cos133

 
11 









zyz

ezyy x

10

28 8
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12 









2735

55

xzyz

zyy

 
13 









 xezyz

zyy

457

79

 
14 









xzyz

zyy

2cos67

2

 
15 









xzyz

zyy

4sin2106

73

 
16 









xzz

zyy

4cos2

53

 
17 









xzyz

zyy

6sin26

34

 
18 









xzyz

zyy

5sin275

66

 
19 









xezyz

zyy

52

132

 
20 









zyz

xzyy

106

379 2

 
21 









2364

3

xzyz

zyy

 
22 









zyz

ezyy x

69

56 2

 
23 









xezyz

zyy

52

132
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