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Аннотация 

 

Учебное пособие включает краткое изложение современных 

взглядов на анализ и синтез нелинейных систем управления. Ос-

новное внимание уделено методам качественного исследования 

систем в фазовом пространстве. Рассмотрены методы точечных 

отображений, в том числе стробоскопическому отображению Пу-

анкаре, эффективному для изучения многих вопросов в приклад-

ной части анализа процессов обработки на металлорежущих 

станках. Особое внимание уделено также асимптотическим мето-

дам исследования и синтеза нелинейных систем, в том числе не-

линейной коррекции. При анализе устойчивости нелинейных сис-

тем рассматриваются приближенные методы анализа и методы 

функций Ляпунова. В методическое пособие включены также во-

просы анализа и синтеза систем управления нелинейными объек-

тами, возмущенными стационарным шумом, а также приложения 

методов анализа и синтеза нелинейных систем к задачам управ-

ления процессами обработки на металлорежущих станках. При-

кладная часть методического пособия иллюстрируется примерами 

построения систем управления процессами обработки на метал-

лорежущих станка.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Настоящий курс входит в программу подготовки магистров 

по специальности «Управление в технических системах» по науч-

ному направлению «Управление сложными нелинейными динами-

ческими объектами. Проблемы анализа и синтеза». Основное со-

держание курса посвящено проблеме управления движением ме-

ханических систем, взаимодействующих с различными средами: 

гидродинамическими; аэродинамическими; трибологическими; 

средами, формируемыми процессом резания, с которой взаимо-

действуют подсистемы станка при совершении движений испол-

нительных элементов в процессе формирования поверхности де-

тали с целью ее изготовления при обеспечении заданных харак-

теристик качества.  Основное внимание в курсе уделено управле-

нию объектами, динамика которых описывается системой нели-

нейных дифференциальных уравнений. Здесь, прежде всего, рас-

сматриваются объекты, характеризующие движение механических 

систем, взаимодействующих со средами, динамические связи в 

которых описываются нелинейными уравнениями. Рассматрива-

ются также случаи, когда закон управления является нелиней-

ным. Например, при синтезе систем, оптимальных по быстродей-

ствию, как известно, используется закон управления, основанный 

на переключениях координат состояния в системе. Переключения 

физически реализуются с помощью идеального реле. Рассматри-

ваются и другие случаи синтеза нелинейных законов управления.   

Необходимость изучения нелинейной теории управления 

объясняется не тем, что практически все реальные объекты яв-

ляются нелинейными, а тем, что  в нелинейных системах форми-
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руются различные стационарные многообразия (предельные цик-

лы, инвариантные торы, странные аттракторы и пр.), которые в 

линейных системах принципиально не возможны. Кроме этого 

именно нелинейные законы управления позволяют существенно 

улучшить качество регулирования. Здесь, прежде всего, рассмат-

риваются вопросы синтеза оптимальных законов управления, 

скользящие режимы при управлении, нелинейные корректирую-

щие устройства.  

 В курсе большое внимание уделяется управлению движе-

нием механических систем, взаимодействующим с различными 

средами (трибологическими, гидродинамическими, средами, фор-

мируемыми процессом резания при управлении движением ис-

полнительных элементов станка и пр.). Динамические связи, 

формируемые процессами обработки резанием и (или) трением, 

преобразуют свойства управляемой системы. В данном случае под 

динамической связью понимается математическое описание из-

менения сил в области сопряжения система – среда в координа-

тах и траекториях движения. При управлении движением в такой 

системе естественно учитывать влияние сил, возникающих в об-

ласти сопряжения система – среда, на движение системы. Эти 

внутренние силы формируют в координатах состояния дополни-

тельные внутренние регулирующие воздействия, которые, наряду 

с внешними силами, определяют движение управляемых коорди-

нат. Эти связи, как правило описываются нелинейными диффе-

ренциальными уравнениями, преобразующими линейный объект 

движения механической системы в нелинейный.   

Нелинейная теория управления базируется на принципах 

нелинейной динамики, в становление которой внесли вклад вы-
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дающиеся ученые мира. Здесь, прежде всего, необходимо отме-

тить работы А.А. Андронова, Р. Беллмана, Н.Н. Крылова, Ю.А. Ми-

тропольского, Л.С. Понтрягина, А. Пуанкаре и др. [1 - 4]. На зако-

ны нелинейной динамики опираются синергетические методы 

анализа и синтеза. Синергетическая теория управления, сформу-

лированная в последние два десятилетия, прежде всего трудами 

А.А. Колесникова и его учеников [8], опирается на известные ра-

боты в области синергетики. Это работы И.Пригожина и Г. Хаке-

на. Применительно к рассматриваемой области научного направ-

ления «Управление сложными нелинейными динамическими объ-

ектами. Проблемы анализа и синтеза» магистерской подготовки 

основные положения системного синергетического подхода соз-

даны работами В.Л. Заковоротного и его учеников [6, 7]. Таким 

образом, предлагаемый курс лекций дает магистрантам основные 

теоретические знания при написании магистерской диссертации 

по указанному научному направлению. Кроме научных публика-

ций и монографий по указанному направлению отсутствует мето-

дический материал для изучения этого направления анализа и 

синтеза управляемых движений механических систем. Поэтому 

предлагаемый курс лекций фактически является первой попыткой 

систематизации накопленного научного материала.  

Для понимания материала, посвященного анализу и син-

тезу управления сложными нелинейными объектами, в курс лек-

ций включены следующие разделы.  

  1) Анализ класса систем, подлежащих рассмотрению в 

дисциплине. В этом разделе рассматриваются примеры принци-

пиального изменения свойств управляемой системы за счет учета 

реакции на систему среды, с которой взаимодействует система. 
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Здесь главное внимание уделено электромеханическим системам, 

взаимодействующим со средами. Однако приводятся примеры, 

когда движение осуществляется от иных (не электрических) ис-

точников энергии. В этом разделе приводятся математические 

модели систем и показываются принципиальные изменения их 

свойств, заключающихся в преобразовании квазилинейных систем 

в существенно нелинейные. Примером такой системы может слу-

жить система пространственного позиционирования обобщенной 

массы, взаимодействующей с процессом трения. Причем, движе-

ние системы осуществляется по прямой с помощью серводвигате-

ля постоянного тока с якорным управлением при постоянстве 

возбуждения. Закон взаимодействия обобщенной массы с трением 

описывается законом Кулона, учитывающим знак силы трения, 

зависящий от знака скорости.   

2) Качественные методы исследования нелинейных систем 

в фазовом пространстве. Основы качественной теории анализа 

нелинейных систем в фазовом пространстве сформулированы А. 

Пуанкаре. Затем они были существенно развиты А.А. Андроновым 

и его учениками (например, Ю.И. Неймарком). Здесь рассматри-

ваются понятия о фазовом пространстве, фазовой траектории, 

анализируются типовые фазовые траектории в фазовой плоско-

сти, формируемые многообразия, дается понятие о притягиваю-

щем многообразии как аттрактора, рассматривается основа тео-

рии бифуркаций и пр.  Анализируются свойства диссипативных 

систем, в том числе вытекающего из положений Лиувилля свой-

ства уменьшения фазового объема координат состояния во вре-

мени. Показывается принципиальное отличие консервативных 

систем от диссипативных, в частности существование в диссипа-
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тивных системах притягивающих многообразий. Рассматривается 

проблема введения диссипативных функций. Рассматривается 

идея и принципы синергетического подхода к анализу и синтезу 

диссипативных систем. Особое внимание уделяется методам ана-

лиза, основанным на точечных отображениях, например, стробо-

скопическом отображении Пуанкаре.  

3) Асимптотические методы исследования нелинейных 

систем. Приводятся основные положения асимптотических мето-

дов анализа на основе метода Ляпунова-Пуанкаре малого пара-

метра, метода асимптотических разложений Крылова_ Боголюбо-

ва – Митропольского, метода асимптотического поведения реше-

ний нелинейных дифференциальных уравнений, имеющих малый 

параметр при старшей производной Понтрягина- Тихонова. При-

водятся примеры использования методов при исследовании кон-

кретных систем. Примеры подобраны таким образом, чтобы про-

иллюстрировать формирование различных многообразий в окре-

стности равновесия, в том числе орбитально асимптотически ус-

тойчивых предельных циклов, инвариантных торов, странных 

(хаотических) аттракторов. Рассматривается понятие бифуркации 

в параметрическом пространстве.  

Особое внимание уделяется методу гармонической линеа-

ризации, получившему наибольшее распространение при анализе 

и синтезе нелинейных систем, в которых рассматриваются лишь 

стационарные состояния. Приводятся критерии анализа автоко-

лебаний для нелинейных систем, обладающих свойством симмет-

рии относительно насматриваемой точки, а также нелинейных 

связей, не обладающих этим свойством.  

Формулируется понятие эволюции, и рассматриваются 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

10 

асимптотические методы решения функциональных инегро - 

дифференциальных уравнений эволюционной системы.     

4) Устойчивость нелинейных систем. Здесь, прежде всего, 

рассматривается метод функций Ляпунова и принципы ее по-

строения. Формулируется понятие абсолютной устойчивости, рас-

сматривается критерий Попова, приводится квадратичный крите-

рий устойчивости. Особое внимание уделяется проблеме устойчи-

вости движения механической системой, взаимодействующей со 

средой. Показывается, что за счет введения связи, формируемой 

средой, положительно определенные симметричные матрицы 

скоростных коэффициентов и упругости в уравнении динамики 

механической системы преобразуются в несимметричные, то есть 

представимые в виде суммы симметричных и кососимметричных 

составляющих.  Показывается, что за счет взаимодействия со 

средой существует два принципиально различных механизма по-

тери устойчивости. Первый определяется влиянием циркуляцион-

ных сил, определяемых кососимметричной составляющей матри-

цы упругости. Второй – преобразованием положительно опреде-

ленной симметричной составляющей матрицы скоростных коэф-

фициентов из положительно определенной в отрицательно опре-

деленную. Для приложений, связанных с управлением движением 

механических систем, взаимодействующих со средами, важное 

значение имеют уравнения в вариациях, имеющие периодически 

изменяющиеся параметры. В связи с этим в курсе лекций уделя-

ется внимание теории Флоке анализа устойчивости систем с пе-

риодически изменяющимися параметрами. Даются понятия мат-

рице монодромии и мультипликаторам. Приводятся условия асим-

птотической устойчивости.   
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5) Основы синтеза нелинейных законов управления. В 

этом разделе рассматриваются методы синтеза систем, оптималь-

ных по быстродействию, управление в которых осуществляется с 

помощью релейных систем. Кроме этого рассматриваются законы 

и принципы управления релейными системами в скользящем ре-

жиме. Затрагиваются также вопросы синтеза нелинейных коррек-

тирующих систем.  

При синтезе нелинейных систем управления особое место 

занимает использование синергетической теории управления. 

Применение синергетической теории управления раскрывается на 

примере управления процессами обработки на металлорежущих 

станках. На основе принципа расширения пространства состояния 

приводятся уравнения динамики при управлении процессами об-

работки на металлорежущих станках. Для уравнений расширенно-

го пространства состояния на основе методов Понтрягина – Тихо-

нова рассматривается вопрос построения иерархии систем диф-

ференциальных уравнений по принципу «медленности» времени. 

Рассматриваются проблемы устойчивости проектируемых траек-

торий на всех иерархических уровнях. Анализируются многообра-

зий, формируемые в окрестностях траекторий медленных движе-

ний, а том числе орбитально асимптотически устойчивые пре-

дельные циклы, инвариантные торы и странные (хаотические) 

аттракторы. Приводится общая методика системного синтеза 

управляемого процесса резания, заключающаяся в проектирова-

нии требуемого многообразия траекторий формообразующих 

движений инструмента относительно заготовки, определении оп-

тимальной траектории на многообразии, и вычисления функций 

управления на основе решения обратных задач динамики. При 
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выборе оптимальной траектории на многообразии в качестве оп-

тимизационного функционала рассматривается критерий миниму-

ма приведенных затрат на изготовление партии деталей.    

6) Методы анализа и синтеза систем управления нелиней-

ными объектами, возмущенными стационарным шумом. Рассмат-

риваются типы случайных процессов, и дается определение ста-

ционарного случайного процесса. Рассматриваются основные по-

нятия и определения, в том числе понятия о корреляционных 

функциях и спектральных плотностях. Доказываются зависимо-

сти, позволяющие рассматривать прохождение стационарного 

случайного процесса через линейную детерминированную систе-

му. Основное внимание уделяется анализу и синтезу нелинейных 

систем на основе использования методов статистической линеа-

ризации нелинейных связей. Рассматриваются вопросу расчета 

точности нелинейных стационарных непрерывных систем управ-

ления, а также в случае, когда системы являются нестационар-

ными.  

7) Приложение методов анализа и синтеза нелинейных 

систем к задачам управления процессами обработки на металло-

режущих станках. Приводятся примеры изменения уравнений 

движения систем управления исполнительными элементами стан-

ков за счет динамической связи, формируемой процессом реза-

ния. Приводятся примеры построения функций управления на 

основе использования асимптотических методов нелинейной ди-

намики.  

Все разнообразие затронутых в лекционном курсе вопро-

сов объединено единой линией, главное внимание уделяется эф-

фектам, обусловленным нелинейностью связей в объекте. В част-
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ности влиянию вибраций на траектории движения, многообрази-

ям, формируемым в окрестностях стационарных траекторий и пр. 

При этом рассматривается проблема управления движением ме-

ханической системы, взаимодействующей с различными средами 

(трибологическими, гидродинамическими, аэродинамическими, 

средами, формируемыми процессами обработки резанием на ме-

таллорежущих станках).   

     При изучении курса магистрант должен обладать зна-

ниями в области анализа и решений систем линейных и нелиней-

ных дифференциальных уравнений, основами функционального 

анализа, основами теории автоматического управления в объеме 

бакалаврской подготовки. Кроме этого он должен знать основные 

принципы построения уравнений динамики механических систем, 

представленных дискретными пространственными динамическими 

структурами в объеме курса аналитической механики для инже-

нерных специальностей.  

При написании курса лекций автор использовал некото-

рые материалы более чем тридцати кандидатских и шести док-

торских диссертаций, защищенных под его руководством. За что 

автор выражает благодарность своим ученикам. Кроме этого ав-

тор признателен заслуженному деятелю науки и техники РФ, 

д.т.н., профессору Южного Федерального университета  А.А. Ко-

лесникову за рекомендации и полезные советы при подготовке 

этого курса.   
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1. ПРИМЕРЫ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

УПРАВЛЕНИЯ, ИМЕЮЩИХ НЕЛИНЕЙНЫЕ 

ЗАКОНЫ УПРАВЛЕНИЯ И (ИЛИ) НЕЛИНЕЙНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ. 

  

Вначале рассмотрим примеры управления движением ме-

ханических систем, взаимодействующих с различными средами. 

Примеры нелинейных систем управления, имеющих в своей 

структуре типовые нелинейные элементы (релейные элементы с 

идеальным реле, реле с зоной нечувствительности, неоднознач-

ности, типовые нелинейные элементы типа люфт, ограничение и 

пр.) можно рассмотреть в типовом курсе анализа нелинейных 

систем управления. Поэтому эти вопросы в курсе лекций не за-

трагиваются.  

 

1.1. Изменение свойств серводвигателя вращения 
шпинделя за счет реакции со стороны процесса ре-

зания 

 

 Рассмотрим систему, состоящую из двигателя постоянного 

тока, который обеспечивает вращение шпинделя, жестко связан-

ного с ротором двигателя. Будем считать заданной и неизменной 

скорость продольной подачи суппорта. Кроме этого будем считать 

припуск 0,Pt  неизменным, а инструмент - недеформируемым 

(рис.1). Управление частотой вращения шпинделя осуществляется 

с помощью напряжения якоря. Поток возбуждения двигателя по-

стоянного тока также будем считать постоянным. Тогда 
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уравнение динамики двигателя постоянного тока определяется 

следующим образом  





dt

d
TtUtU

dt

d
ТT ЭМ

МE

ЭЭМ )()( )()(

2

2

,  

    (1) 

где  e

E cUU /)(   - напряжение якоря, приведенное к час-

тоте вращения шпинделя;  

]/)()([/)( 0

)( dttdMTtMccRtU ЭMe

М   - момент, дейст-

вующий на ротор двигателя, приведѐнный к частоте вращения 

шпинделя;  

MeЭМ ccGRT / , RLTЭ /  - соответственно электроме-

ханическая и электрическая постоянные времени двигателя;  

G  , R , L  - соответственно момент инерции, приведѐнный к 

ротору двигателя, сопротивление и индуктивность цепи якоря 

двигателя;  

ec , Mc  - параметры двигателя;  

  - частота вращения шпинделя;  

0R  - радиус заготовки в точке контакта с ней режущего ин-

струмента.  
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Рис. 1. Схема формирования момента сопротивления вращения шпинделя в  

координатах состояния динамической системы резания 
 

Обычно при исследовании динамических свойств двигате-

ля и способов управления частотой вращения момент не пред-

ставляется в координатах состояния или считается заданным и 

неизменным, что само по себе странно, так как при частоте вра-

щения 0  момент, действующий на ротор существует. Следо-

вательно, ротор двигателя должен вращаться от этого момента и 

работать как генератор.  Уже это замечание показывает, что 

представление внешнего момента не в координатах состояния 

системы является неправомерным. Для полного раскрытия урав-

нения (1) необходимо представить момент )(tM  в координатах 

состояния системы резания. Вначале ограничимся случаем, когда 

упругими деформациями  инструмента относительно обрабаты-

ваемой заготовки можно пренебречь. Кроме того, рассмотрим 

стационарное состояние системы, когда скорость продольной по-
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дачи суппорта есть величина постоянная, а скорость поперечных 

перемещений суппорта равна нулю. Для определения момента, 

формируемого процессом резания, воспользуемся связью силы 

резания с текущим значением площади срезаемого слоя. Тогда в 

изображениях по Лапласу [1] 

)()]exp(1[
1

)( 302 pVTP
p

RpM  ,   (2) 

где    - давление стружки на переднюю поверхность инст-

румента;  

       
0R  - радиус детали;  

            2  - угловой коэффициент, связывающей вектор 

силы с его проекцией по направлению скорости резания;  

          T  - время одного оборота, величина, обратная час-

тоте вращения шпинделя.  

 Представим )]exp(1[
1

TP
p

  в виде ряда Тейлора. Тогда  

)(...}
!

)1(...
!3!2

{)()( 3

112
32

)0(

0220 pVp
n

T
p

T
p

T
TtRpFRpM n

n
n

P   (3) 

 Рассмотрим случай, когда  сonstV 3
. Тогда вместо (1) с 

учетом (3) при ограничении в ряде Тейлора первыми двумя чле-

нами  имеем  







 

dt

d
T

dt

dT
ktU

dt

d
ТT ЭМ

ЭE

ЭЭМ )
1

()(
2

)(

2

2

,  (4) 

где  MeP cctRk /)0(

02   - коэффициент, учитывающий 

влияние скорости вращения шпинделя на момент сопротивления 

вращения ротора серводвигателя. Он имеет смысл квадрата час-
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тоты, определяемой моментом сопротивления в установившемся 

состоянии. Уравнение (4) принципиально отличается от уравне-

ния двигателя постоянного тока, прежде всего, наличием двух 

нелинейных элементов.  

 Пусть напряжение, приведѐнное к частоте вращения дви-

гателя, есть величина постоянная, то есть сonstU E )(
. Тогда 

этому напряжению соответствует два установившегося значения 

частоты вращения двигателя (рис. 2) 

2

4)( 2)()(

)0(

2,1




kUU EE 
 .   (5) 

 Очевидно, что при kU E 4)( 2)(   не существует управления,  

которому соответствуют вещественные частоты вращения ротора 

серводвигателя. При kU E 4)( 2)(   одному и тому же значению 

напряжения на якоре двигателя соответствуют два значения точ-

ки равновесия системы. Не трудно показать, что верхняя ветвь 

смещения точки равновесия в зависимости от напряжения якоря 

соответствует устойчивым точкам равновесия (например, частота 

)(

0

i  на рис. 2). Нижняя ветвь – неустойчивым (например, частота 

)(

0

k на рис. 2).    

Покажем, что верхней ветви соответствуют устойчивые 

точки равновесия, а нижней – неустойчивые. Для этого согласно 

теории Ляпунова [3, 4] необходимо рассмотреть уравнение в 

вариациях относительно точки равновесия. Рассмотрим систему 

(4) в вариациях относительно точки равновесия после замены 

)()( 0 tt   и примем во внимание, что 0)(  t . Тогда в 
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вариациях относительно точки равновесия имеем  

0)
)(

1(}
)(

2
{

2

0

3

0

2

2















k

dt

d
TTk

dt

d
ТT ЭМЭЭЭМ .   (6) 
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Е
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0
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k  
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Рис. 2.  Диаграммы смещения точек равновесия привода вращения шпинделя  

в зависимости от напряжения якоря при различных значениях коэффициента 

k  

 

Очевидно, что система, описываемая уравнением (6) те-

ряет устойчивость равновесия при условии )
)(

1(
2

0

k
 . Частота 

0  определяется соотношениями (5). Поэтому справедливо  

22)()(

)(2)(2)(

2

0 }4)({

}4)({4)(2
)

)(
1(





 kUU

UkUkUk

EE

EEE




 .               (7) 
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В (7) знаменатель всегда положителен. Поэтому знак (7) 

определяется знаком числителя. В числителе на рассматриваемых 

двух ветвях траектории смещения равновесия  04)( 2)(  kU E
. 

Поэтому 0)
)(

1(
2

0




k
 при условии 

)(2)( 4)( EE UkU   , что 

соответствует верхней ветви траектории (рис. 2). Если 

)(2)( 4)( EE UkU   , что соответствует нижней ветви траек-

тории на рис. 2, то 0)
)(

1(
2

0




k
. Таким образом, нижняя ветвь 

соответствует неустойчивому равновесию.  

 Приведѐм пример фазового портрета системы для двига-

теля, имеющего следующие параметры: вольтU 220 , 

сTЭМ 0482,0 , сTЭ 03642,0 , свсе  ;68,0  , 20000k  

(рис. 3).  

Как видно, в рассматриваемом примере система имеет две 

точки равновесия: ( 1O ) и ( 2O ). Первая точка 1O  является неус-

тойчивой. Вторая точка 2O  - устойчива. Эти точки формируют 

две области, разделѐнные сепаратриссной кривой. Причем, одна 

ветвь сепаратриссы характеризует аттрактор, асимптотически 

притягивающийся к точке равновесия 2O . Блок схема программы 

в программном комплексе Simulink для вычисления фазовых тра-

екторий приведена на рис. 4. 
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Рис.3. Фазовой потрет системы 

Проанализируем полученный результат.  

1. Динамические свойства серводвигателей за счѐт реак-

ции со стороны процесса резания могут существенно менять свои 

свойства. В частности, для традиционной схемы процесса обра-

ботки на токарном станке наибольшей чувствительностью к изме-

нениям свойств за счет реакции со стороны процесса резания об-

ладают серводвигатели вращения шпинделя.   
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Рис. 4. Структурная схема динамики привода вращения шпинделя 

с процессом резания в Simulink  

 

2. Реакция со стороны процесса резания на динамические 

свойства серводвигателя шпинделя определяется обобщѐнным 

параметром  MeP cctRk /)0(

02  .  Он зависит как от парамет-

ров процесса резания, влияющих на формирование момента со-

противления, так и от параметров двигателя  
ec   и Mc .  Харак-

терно, что по мере уменьшения мощности серводвигателя 

( 0Mecc ) по сравнению с мощностью процесса резания, зави-

сящего от сил 
)0(

02 PtR , для каждого значения напряжения яко-

ря существует зона нечувствительности в установлении стацио-

нарной скорости его вращения. Кроме этого, для каждого значе-

ния напряжения якоря существует две точки равновесия, соответ-

ствующего стационарной скорости. Причем, одна из этих точек 

является неустойчивой. Таким образом, для асимптотически ус-

тойчивой точки равновесия существует ограниченная область 

притяжения.  

3. С первого взгляда, существование неустойчивой точки 
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равновесия противоречит физическим представлениям о свойст-

вах серводвигателей. Однако необходимо учитывать, что по мере 

уменьшения скорости резания (частоты вращения шпинделя) при 

неизменной скорости подачи существенно возрастает площадь 

срезаемого слоя. В результате непропорционально быстро  уве-

личивается момент сопротивления, который при недостаточной 

мощности двигателя вращения шпинделя может превышать мо-

мент двигателя. Это один из механизмов формирования заклини-

вания режущего инструмента, которое особенно актуально при 

создании оборудования, например, для сверления глубоких от-

верстий малого диаметра спиральными свѐрлами. В связи с этим, 

при создании систем управления процессами обработки на стан-

ках актуальным является согласование мощности двигателя вра-

щения сверла и двигателя его подачи. В частности при увеличе-

нии мощности двигателя  точка критического напряжения якоря 

«А» переходим в начало координат, и свойства двигателя враще-

ния шпинделя становятся традиционными. В этом случае двига-

тель не воспринимает реакцию со стороны процесса резания.  

4. Момент, представленный в виде (2) характеризует лишь 

одну составляющую момента, которая определяется зависимо-

стью сил от текущих значений площади срезаемого слоя. Однако 

существуют другие физические процессы, оказывающие влияние 

на момент. Например, при сверлении глубоких отверстий спи-

ральными сверлами кроме составляющих момента, зависящих от 

площади срезаемого слоя необходимо учитывать накопление 

стружки в стружкоотводящих канавках. Эта составляющая увели-

чивается по мере заглубления инструмента в заготовку. Если по-

ложить, что накопление стружки и соответственно приращение 
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дополнительного момента М пропорционально пути, то  

                      tktМ C)(  .                           (7) 

Следовательно, область притяжения точки равновесия, со-

ответствующая верхней ветви на рис. 2, с течением времени бу-

дет уменьшаться и полностью вырождаться. Другими словами в 

этой системе свойства системы будут двигаться и неизменно дос-

тигать такого терминального состояния, при котором процесс ре-

зания не существует (хотя бы в связи с заклиниванием инстру-

мента). Именно в связи с этим процесс сверления глубоких отвер-

стий происходит с периодическими выводами инструмента из зо-

ны резания. Причем, законы переключения циклов обработки за-

висят от параметров двигателя и свойств процесса резания.   

5. По мере увеличения отношения скорости подачи к ско-

рости резания изменяется значение кинематического заднего уг-

ла. В результате существенно возрастают силы, действующие на 

заднюю грань инструмента, которые направлены против скорости 

подачи. Если реакция со стороны процесса резания на скорость 

подачи отсутствует, то эти силы начинают превосходить предель-

ные значения из условий прочности инструмента. Поэтому при 

конкретных параметрах двигателя и мощности процесса резания 

можно выделить области, в которых процесс резания не сущест-

вует (рис. 5). Эти области на рис. 5 затемнены. Кроме этого, си-

лы, действующие на заднюю грань инструмента, имеют проек-

цию, направленную в сторону, противоположную силам, форми-

руемым в области первичной и вторичной пластических дефор-

маций. Они не только уменьшают проекции сил по направлению 

скорости резания, но и существенно увеличивают силы в направ-
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лении скорости подачи. Поэтому для полного описания зависимо-

сти и свойств динамической системы привода вращения шпинделя 

необходимо ввести в рассмотрение дополнительные силы, дейст-

вующие на заднюю грань инструмента.  

  
   

0 )(ЕU  

)(

.

Е

крU

. 

0  
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0

k  
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.

E

kpU  

A  

 
Рис. 5.  Диаграммы смещения точек равновесия привода вращения шпинделя  

в зависимости от напряжения якоря при различных значениях коэффициента k  

 

Для пояснения влияния сил, формируемых в области кон-

такта задней грани инструмента с обработанной частью заготов-

ки, на динамические свойства привода вращения шпинделя учтем 

дополнительные силы, действующие на заднюю грань инструмен-

та. Как и ранее будем считать, что упругие деформации инстру-

мента отсутствуют. Тогда дополнительные силы, действующие на 

инструмент со стороны его задней грани, определяются двумя 

преобразованиями. Во-первых, зависимостью кинематического 

заднего угла от отношения скорости подачи к скорости резания, 
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во-вторых, зависимостью сил от сближения задней поверхности 

инструмента с заготовкой. Важно подчеркнуть, что силы, дейст-

вующие на заднюю поверхность, непропорционально быстро воз-

растают по мере уменьшения значения заднего угла. Причем си-

лы, действующие на заднюю поверхность, в основном, формиру-

ются от двигателя подачи суппорта. Поэтому значение крутящего 

момента, действующего на ротор двигателя главного движения с 

учетом сил, действующих на заднюю поверхность, можно пред-

ставить в виде двух композиционных составляющих. Эти силы, 

приведенные к частоте вращения ротора двигателя шпинделя, 

представляются в виде  

)
1

(
2


Зk

kМ  ,     (8) 

где 
Зk - коэффициент,  учитывающий влияние сил, дейст-

вующих на заднюю грань инструмента. В выражении (8) принято 

во внимание, что по мере уменьшения частоты  силы, действую-

щие на заднюю грань инструмента, увеличиваются быстрее, чем 

силы, действующие на переднюю его поверхность. Область опре-

деления функции (8) определяется частотным диапазоном  

),0(  . Поэтому при цифровом моделировании М  

при  0 . Тогда уравнение динамики привода вращения шпинде-

ля вместо (3) будет  

)
1

(])
12

([)(
2232

2
)(











З

ЭМ

з

ЭЭМ

E k
k

dt

d
T

k
k

dt

d
ТTtU  .(9) 

 Прежде всего, рассмотрим точки равновесия системы (9) 

для напряжения якоря двигателя сonstU E )(
. Для пояснения 

влияния реакции со стороны процесса резания на равновесия 
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системы удобно воспользоваться графической интерпретацией 

формирования точек равновесия (рис. 6). Уравнение для опреде-

ления точки равновесия 
0  будет  

]
)(

1
[

200

0)(


 

ЗE k
kU  .   (10) 

Очевидно, что свойства равновесия системы определяется 

коэффициентом k . При коэффициенте 0k  свойство двига-

теля определяется традиционной пропорциональной  зависимо-

стью частоты якоря от напряжения 
)(EU . В свою очередь, коэф-

фициент  k , как показано выше, зависит от отношения мощно-

сти двигателя к мощности процесса резания. В частности, если 

мощность двигателя неограниченно возрастает, то реакция со 

стороны процесса резания на зависимость точек равновесия от 

напряжения якоря нивелируется. В том же случае, когда мощ-

ность двигателя и процесса резания соизмеримы, то в области 

малых частот вращения двигателя формируется область неодно-

значности в зависимости частоты вращения от напряжения якоря. 

При этом по мере увеличения напряжения имеют место бифурка-

ции точки равновесия системы типа вилки. 
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Рис. 6.  Диаграммы смещения точек равновесия привода вращения шпинделя  

в зависимости от напряжения якоря  

 Например, для напряжения 
)(E

iU  соответствуют три точки 

равновесия: «1», «2» и «3». Причем, как нетрудно показать, рав-

новесие, соответствующее точке «2», является неустойчивым. 

Неустойчивыми являются все точки равновесия, находящиеся на 

кривой «В-D». Таким образом, при возрастании напряжения тра-

ектория смещения точек равновесия соответствует кривой «А-В-

С», при уменьшении – кривой «С-D-А».  

 Для этого случая также приведѐм пример фазового порт-

рета системы (рис. 7). Здесь система имеет три точки равновесия 

)1(O , 
)2(O  и 

)3(O . Причем, точка 
)2(O  является неустойчивой. Из 

этой точки выходят сепаратриссные кривые, которые делят фазо-



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

29 

вое пространство на две области притяжения точек равновесия 

)1(O  и 
)3(O . Другими словами точки 

)1(O  и 
)3(O  характеризуют 

притягивающие многообразия, к которым асимптотически притя-

гиваются все фазовые траектории в зависимости от вариаций 

скорости и ускорения вращения ротора двигателя вращения 

шпинделя. 

 

 

2,/ сdtd  

1, с  

0
(1) 

0
(2) 

0
(3) 

 
Рис.7. Фазовой потрет динамической системы привода вращения 

шпинделя с процессом резания    

 

Структурная схема модели в Simulink приведена на рис. 8.  
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Рис.8. Структурная схема модели динамики привода враще-
ния шпинделя с процессом резания в Simulink  

 

 Приведѐнный материал показывает, что для подсистемы, 

определяющей стационарную траекторию движения инструмента 

относительно заготовки, необходимо учитывать реакцию со сто-

роны процесса резания. Если определить многообразие траекто-

рий формообразующих движений и соответствующие им траекто-

рии движения исполнительных элементов станка, то этим траек-

ториям исполнительных элементов будет соответствовать изго-

товление деталей заданного качества. Однако эти траектории 

должны быть асимптотически устойчивыми в вариациях относи-

тельно этих траекторий. Уравнение в вариациях относительно 

траектории «медленных» движений характеризуют подсистему 

«быстрых» движений. Вопрос обеспечения асимптотической ус-

тойчивости траекторий формообразующих движений будет рас-

смотрен ниже. 

 

 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

31 

1.2. Влияние на движение транспортного устройства 
фрикционных свойств контакта колеса с полотном 

 

Не нарушая общности, а также учитывая методические 

аспекты понимания взаимодействия систем со средой, рассмотрим 

упрощенную динамическую модель транспортного устройства, 

движение которого определяется двигателем постоянного тока. 

Рассмотрим упрощенную модель транспортного устройства на 

примере железнодорожного транспорта (рис. 9).  Более подроб-

ное описание динамической модели можно найти в нашей книге 

[14].   

 

)2(F  )1(F  
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2
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2 FF   
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Рис. 9. Схема стандартной динамической системы  транспортного устрой-

ства 
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Здесь для упрощения анализа с целью акцентирования 

внимания на главной проблеме будем считать полотно недефор-

мируемым. Кроме этого упругими деформациями колесной пары 

относительно тележки, тележки относительно корпуса транспорт-

ного устройства и других элементов устройства будем пренебре-

гать. Также будем считать ротор двигателя жестко связанным с 

колесом.  Тогда для описания движения необходимо рассмотреть 

систему (1), которую мы дополним уравнением поступательных 

движений транспортного устройства в виде следующей системы 

дифференциальных уравнений   
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MMMM

e (11) 

где V ,   - соответственно скорость поступательно движе-

ния транспортного устройства и частота вращения ротора двига-

теля (колеса);  

ec , Мc  - параметры двигателя; 

R  , L  - активное сопротивление и индуктивности якоря 

двигателя;  

 G - момент инерции ротора двигателя вместе с колесом;  

0R  - радиус колеса;  

m  - приведенная масса транспортного устройства.  

 В (11) введены две нелинейных функции. Первая 

)(
0

V
R

F 


 определяет зави- симость тангенциальной силы в 
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контакте колеса с рельсом от скольжения  .

0

)( скVV
R




. Здесь 

положительное значение скорости V  соответствует случаю, ко-

гда сопротивление движению со стороны транспортного устрой-

ства препятствует движению. Движение системы с большими от-

рицательными ускорениями, когда двигатель работает в режиме 

генератора, не рассматривается. Напомним, что двигатель явля-

ется обратимой системой. Вторая )(VФ  показывает зависимость 

сопротивления движения транспортного устройства от скорости. 

Например, если сопротивление движению представимо в виде 

вязкого трения, то hVVФ )( . Тогда  h - коэффициент вязкого 

трения. При раскрытии функции )(VФ  необходимо кроме вязкого 

трения учитывать аэродинамическое сопротивление, трение ве-

домых колес, трение боковой головки колеса о рельс и пр. Однако 

эта функция при изменении скорости является монотонной и од-

нозначной. Главное значение при изучении свойств системы (11) 

имеет зависимость )(
0

V
R

F 


. Дело в том, что многочисленными 

исследованиями в транспортной механике показано, что танген-

циальные силы, обеспечивающие движение транспортного уст-

ройства зависят от скорости скольжения  .скV . Качественный ха-

рактер этой зависимости приведен на рис. 10.  
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Рис. 10. Тяговая характеристика колесо – рельс «а» и ветвление 

точек равновесия при варьировании сил сопротивления движению  

 
Дадим характеристику зависимости сил тяги от скорости 

скольжения колеса относительно рельса. Прежде всего, отметим, 

что существует максимальное значение тангенциальной силы в 

контакте колесо – рельс, после которой наблюдается срыв сцеп-

ления. На рис. 10 значение этой силы обозначено F(max.). От этого 

значения отходят две ветви тяговой характеристики. Одна (О-А-В) 

соответствует приращению сил тяги по мере увеличения сопро-

тивления движению. Вторая (В - С) – уменьшению. Причем, ветвь 
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(О-А-В) имеет линейный участок (О - А) и нелинейный (В - С). Ли-

нейному участку соответствует работа фрикционного контакта в 

режиме предварительного смещения. Нелинейному участку соот-

ветствует монотонное разрушение фрикционного контакта вплоть 

до его срыва. Падающему участку (В - С) соответствует переход 

на режим относительного скольжения.  

По мере увеличения внешних сил, зависящих при неиз-

менных прочих условиях от траектории изменения скорости по-

ступательного движения транспортного устройства, наблюдается 

ветвление точек равновесия системы, аналогичное рассмотрен-

ному в предыдущем параграфе. Ограничимся рассмотрением ста-

ционарного состояния системы, которому соответствует устано-

вившееся постоянное значение скорости движения транспортного 

устройства. Если скорость V=const., то ей соответствует конкрет-

ное значение F, вычисленное из второго уравнения системы (10). 

Например, силе F1  соответствуют два установившихся значения 

скорости относительного скольжения )1,1(.скV  и )2,1(.скV . Так как 

V=const., то этим двум скоростям соответствуют две частоты 

вращения двигателя )1,1(  и  )2,1( .  Однако точки равновесия 

)1,1(.скV  и )2,1(.скV , и соответствующие им )1,1(  и  )2,1( име-

ют принципиально различные свойства. Не трудно показать, что 

)1,1(   является асимптотически устойчивой при малых вариаци-

ях координат состояния относительно этой точки, а тачка )2,1(  

- не устойчива.  

Для обоснования устойчивости и неустойчивости точек 

равновесия )1,1(  и  )2,1(  рассмотрим уравнение (11) в вариа-
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циях относительно этих точек.  Для этого сделаем замену пе-

менных )()1,1()( tt   и )()2,1()( tt  . Тогда ли-

неаризованное уравнение в вариациях относительно точек равно-

весия 

 

0}{ 0
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Для точки )1,1( 0


F
. Поэтому точка равновесия )1,1(  

является асимптотически устойчивой. Для точки  )2,1( 0


F
 и 

при этом 0][ 0 



e

M

c
F

c

RR
. Поэтому точка равновесия )2,1(  

является неустойчивой. Причем, как это следует из рис. 10, по 

мере увеличения сопротивления движению транспортного уст-

ройства область притяжения асимптотически устойчивой точки 

равновесия уменьшается и может вырождаться полностью.  

Анализируя систему (11) в целом, необходимо отметить, 

что она в зависимости от сопротивления движению транспортного 

устройства и начальных условий может в общем случае иметь два 

стационарных состояния. Одно соответствует тяговому режиму с 

некоторым постоянным проскальзыванием. Второе буксование, 

когда колесо вращается в режиме относительного скольжения, 

при этом движение устройства отсутствует.  
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1.3. Влияние на движение судна гидродинамических 
сил 

 

Рассмотрим движение судна на подводных крыльях. Уп-

рощенное уравнение его движения по прямой без учета килевой 

и бортовой качки имеет вид [10] 

)()( vSvF
dt

dv
 ,      (13) 

где v  - скорость прямолинейного движения судна;  

        )(vF - сила тяги винта;  

       )(vS  - сила сопротивления движению. 

 При неизменном режиме работы двигателя сила тяги по 

мере увеличения скорости монотонно убывает, а зависимость со-

противления от скорости является немонотонной функцией, как 

показано на рис. 11. Состояние равновесия в системе, очевидно, 

определяется условием  

)()( vSvF  .      (14) 

Если установить режим, при котором зависимости тяги и 

сопротивления соответствуют схеме, приведенной на рис. 11, то в 

системе управления движением существуют три стационарных 

режима (v1, v2 и v3). Здесь также в зависимости от тягового режи-

ма возможны ветвления стационарных состояний системы. При 

этом наблюдаются бифуркации стационарного состояния типа 

вилки. На выделенной кривой тяги точки равновесия v1 и v3 яв-

ляются устойчивыми, а точка v2 неустойчива. Она характеризует 

границу сфер влияния устойчивых точек равновесия.   
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Рис. 11. Тяговая характеристики и характеристика сопротивления 

по мере изменения скорости  

 

1.4. Система позиционирования электромеханической 
системы с учетом кулонового трения 

  

Рассмотрим позиционную систему механического узла, ис-

полнительный элемент которого взаимодействует с трением (рис. 

12). В области контакта движущегося тела по поверхности фор-

мируется трибологическая среда, в которой образуется сила тре-

ния, зависящая от траекторий движения: скорости 
dt

dX
V   и пе-

ремещения X . В рассматриваемой схематизации связь ротора 

двигателя с перемещением считается абсолютно жесткой.   

Уравнение, связывающее напряжение якоря двигателя U  

с вращением ротора   определяется  

dt

Fd

c

kRL
F

c
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где G  - момент инерции механической части, приведенный 

к ротору двигателя;  

TF  - сила трения, направленная против движения; 

k  - коэффициент, обратный передаточному отношению ре-

дуктора, учитывающий преобразование силы трения в момент, 

действующий на ротор двигателя;  

R , L - активное сопротивление и индуктивность якоря 

двигателя;  

ec , 
ec  - параметры двигателя.  

 

U 

X0 X1 
X 

FТ(V,X) 

Трибологическая 

среда 

 
Рис. 12. Упрощенная модель перемещения тела по поверхности 

 

Уравнение (15) можно привести к стандартному виду  

 






dt

d
T

dt

d
TTUU ЭМЭЭММ 2

2

,   (16) 
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где }{
dt

dF
TF

сc

kR
U T

ЭT

eM

М   - момент трения, приведен-

ный к частоте вращения ротора двигателя;  

eс

U
U   - напряжение якоря, приведенное к частоте вра-

щения ротора двигателя.  

 Таким образом, частота вращения двигателя зависит от 

разности двух напряжений  
МUU 

. При изучении системы (16) 

принципиальное значение имеет модель формирования силы тре-

ния TF . В свою очередь, сила трения, представленная в коорди-

натах состояния, зависит от свойств трибосреды. Если трибосреда 

представляет собой сухое трение, то в самом простом представ-

лении ее можно анализировать в виде (рис. 13) 

















.0/;

);,(

;0/;

dtdXXXриFп

XXXприXc

dtdXXXприF

F KT .  (17) 

Здесь принято во внимание, что при переходе движения 

через точку, в которой 0/ dtdX  вначале наблюдается предва-

рительное смещение контактируемых поверхностей по закону уп-

ругих деформаций. В этом случае сила пропорциональна переме-

щению с коэффициентом тангенциальной жесткости контакта Kc . 

Затем, после предельных значений предварительного смещения 

наблюдается переход на относительное скольжение с неизменной 

силой трения F , знак которой противоположен скорости 

0/ dtdX . Реальный закон изменения сил трения при переходе 

от трения покоя к трению относительного скольжения существен-
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но сложнее. С ним можно познакомиться, например, в работе 

[11]. Однако закон (17) учитывает главные особенности перехода. 

В том же случае, когда 0X  закон (17) преобразуется в из-

вестный закон кулонового трения, то есть  

 )/( dtdXFsignFT   .    

     (18) 

 

FT 

X 

FT 

+F 

-F 

+X 

-X X 

+F 

-F 

X=0 

«а» «b» 

 
Рис. 13. Модель формирования силы трения с учетом предвари-

тельного смещения «а» и без него «b» 

 

Так как механическая часть привода рассматривается абсо-

лютно жесткой, то справедливо  
dt

dX
k ,  kX  

(здесь
dt

d
 ). Поэтому главное отличие уравнения двигателя 

от традиционно рассматриваемого определяется функцией  
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}
),(

),({),(
dt

dF
TF

сc

kR
U T

ЭT

eM

М


 . Например, при 

начале перемещения массы из точки  
0X  с постоянной частотой 

вращения ротора сonst 0
 путь, пройденный ротором 

t0 . Поэтому на участке XX  , которому соответствует 

  , справедливо  

}{)( 00  ЭK

eM

М Ttc
сc

kR
tU .   (19) 

Первое слагаемое в (19) характеризует квазистатическое 

нарастание силы во времени, второе слагаемое – динамическую 

составляющую силы сопротивления движению. Заметим, что эта 

составляющая будет также функцией времени, если )(t . 

Если же 0X , то   

  }
)(

)({)(
dt

dsign
FTFsign

сc

kR
U Э

eM

М


 .  (20) 

Таким образом, по в зависимости от напряжения якоря за 

счет формирования момента двигателя имеет место некоторая 

траектория перемещения ротора в пределах предварительного 

смещения, которая в зависимости от траектории )(t  в мо-

мент st  может приводить к равенству  

 )}()({
0

sЭ

t

K

eM

tTdttc
сc

kR
U

s

  ,    (21) 

которое характеризует точку равновесия системы. Если эта 

точка является асимптотически устойчивой, то вращение двига-
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теля прекращается, так как 0 МUU , и в системе устанавли-

вается состояние динамического равновесия в пределах упругих 

предварительных смещений. Таким образом, далеко не при всех 

напряжениях якоря возможно относительное скольжение, то есть 

движение массы от 
0X  к 1X . При подходе к точке 1X , в зависи-

мости от траектории скорости возможна остановка системы в 

пределах XX 1 . Поэтому необходимо подобрать такой закон 

изменения напряжения якоря, при котором 0X . Закон 

взаимодействия системы с трибосредой непосредственно влияет 

на возможность позиционирования с требуемой точностью. В слу-

чае, когда закон трения определяется выражением (18), при под-

ходе к точке равновесия за счет реверсирования знака трения 

возможно образование автоколебаний.  

Все приведенные характеристики и примеры систем объе-

динены единой линией. Они рассматривают свойства устройств, 

обеспечивающих движение механической системы, взаимодейст-

вующей с различными средами: средой, формируемой процессом 

резания, трибосредой и гидродинамической средой. Во всех слу-

чаях учет взаимодействия системы в процессе движения со сре-

дой изменяют свойства системы в целом. Рассмотренные примеры 

являются упрощенными и они не раскрывают всех особенностей 

изменения свойств системы. В дальнейшем мы их существенно 

усложним. Однако вначале рассмотрим методы анализа нелиней-

ных систем в фазовом пространстве. 
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2. КАЧЕСТВЕННЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ В ФАЗОВОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ. 

Истоки метода фазового пространства также лежат в ра-

ботах Анри Пуанкаре. Затем они были существенно развиты А.А. 

Андроновым и его учениками (например, Ю.И. Неймарком). Поня-

тие фазового пространства и фазовых траекторий в этом про-

странстве рассмотрены в традиционном курсе по теории автома-

тического управления. Здесь напомним, что при условии построе-

ния фазовых траекторий в этом пространстве при различных на-

чальных условиях вся информация о свойствах системы становит-

ся известной. Это относится как к проблеме устойчивости, так и к 

проблеме качества. Вначале коротко рассмотрим понятие о фазо-

вом пространстве.  

2.1.Понятие о фазовом пространстве.  

 

Если уравнения системы разрешимы относительно стар-

шей производной, то их всегда можно привести к системе уравне-

ний первого порядка. Пусть система описывается уравнением 

},...,,{
1

1

2

2






n

n

nn

n

dt

Xd

dt

Xd

dt

dX
XF

dt

Xd
.   (22) 

Система (22) имеем одну нелинейную функцию относитель-

но координаты  X  и ее )1( n -ой  производных. Тогда можно 

ввести в рассмотрение фазовые координаты  
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или в компактном виде  

}{XФ
dt

dX
       (24) 

Где 
Tn

dt

dX

dt

dX

dt

dX

dt

dX
},...,{ 21 ,  

T

nn XXXFXXXXФ ]},...,[,,...,{}{ 21121  . Здесь и далее опе-

рация  
T{...} - есть операция транспонирования. Вектор 

T

nXXX },...,{ 21  имеет компоненты, которые называются фазо-

выми координатами, а пространство, задаваемое этими компонен-

тами, является фазовым пространством.  

В систему (24) введем дополнительные связи 1U , которые 

в общем случае формируется в функции некоторых фазовых ко-

ординат. Здесь для упрощения и, не нарушая общности,  рассмот-

рим случай, когда )(11 UXUU n   и обеспечим воздействие от 

1U , например, на координату 2X  по закону суммирования. Тогда 

система (24) будет системой скалярного управления с обратной 

связью (рис. 14).  
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Рис. 14. Структура системы, имеющей обратную связь по выходной коор-
динате, в фазовом пространстве  

 

В общем случае можно ввести несколько воздействий и 

связей. Тогда управляемая система (24) будет системой векторно-

го управления. Для скалярного случая за счет связи  

)(11 nXUUU   система (24) преобразуется к виду  

   },{ UXf
dt

dX
 ,      (25) 

где  

T

nnn XXXFXXXUUXXf ]},...,[,,...)],({[}{ 211211  .  

Дадим некоторые основные определения. Пусть задана 

функция )(tU . Тогда при заданных начальных условиях ей соот-

ветствует решение системы (25) 
T

n tXtXtX )}(),...(),({ 1,1,21,1 . 

Множеству начальных условий соответствует множество решений. 

Например совокупности i  -ых начальных условий  соответствует 

решение 
T

inii tXtXtX )}(),...(),({ ,,2,1 . Каждое решение, представ-

ленное в фазовом пространстве, называется фазовой траектори-

ей. Так как система (25) является нелинейной и диссипативной, 
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то согласно теореме Лиувилля все траектории, зависящие от на-

чальных условий при заданной )(tU притягиваются к некоторой 

стационарной траектории, которая характеризует притягивающее 

многообразие, то есть аттрактор. Если нелинейная функция в (25) 

является монотонной и не имеет зон многозначности, то притяги-

вающее многообразие в системе будет единственным (рис. 15 

«а»). Если нелинейная функция является многозначной от фазо-

вых координат, то многообразий может быть множество. Напри-

мер, если система (25) имеет для каждого момента три решения, 

то в пространстве состояния будет два притягивающих многооб-

разия и одно отталкивающее (рис. 15 «b»). Отталкивающее мно-

гообразие, от которого с течением времени отходят все фазовые 

траектории, называется сепаратриссой. На рис. 15 «b» сепарат-

рисса показана пунктирной линией. Наконец, совокупность фазо-

вых траекторий в фазовом пространстве, соответствующая раз-

личным начальным условиям, называется фазовым портретом 

системы. 

В том случае, если система дифференциальных уравне-

ний, описывающая динамику системы, имеет второй порядок, то 

все фазовые траектории располагаются в фазовой плоскости.       
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X1 
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XK 

«b» 

X1 

XS 
XK 

«а» 

 
Рис. 15. Фазовые траектории системы, имеющие одно притяги-

вающее многообразие «а» и два притягивающих многообразия «b» 

 

2.2.Понятие о фазовой плоскости  

 

Пусть задано уравнение движения механической системы, 

взаимодействующей с трибосредой, в виде (рис. 16) 

U
dt

dX
XFcX

dt

dX
h

dt

Xd
m  ),(

2

2

,  (26) 
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где m ,  h ,  c - соответственно обобщенная масса, коэф-

фициент демпфирования и жесткости;  

 ),(
dt

dX
XF  - уравнение связи, формируемой трибосредой;  

 U  - внешнее силовое воздействие, являющееся управле-

нием.  

 Очевидно, что система (26) может быть отнесена к любой 

управляемой линейной системе, координата состояния которой X 

взаимодействует со средой, имеющей уравнение связи 

),(
dt

dX
XF . Будем считать, что в момент 0t  на систему начи-

нает действовать управление constU  . Тогда координата  бу-

дет переходить из одной точки равновесия 0X  в другую 

0XX  .  

 

0 X0 
X 

F(V,X) 
Трибологическая 

среда 

U 

 
Рис. 16. Схема системы (26) 
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Координаты точек равновесия получаем из (26) в предпо-
ложении, что 

0/ dtdX  и  0/ 22 dtXd , то есть для точки 
0X   

UXFcX  )0,( 00
.     (27) 

Изучение системы (26) удобно рассматривать в вариациях 

относительно 
0X . Тогда, сделав замену переменных в (26) 

)()( 0 txXtX  , и вычитая из (26) условие равновесия (25), 

получаем уравнение в вариациях  

),(
2

2

dt

dx
xcx

dt

dx
h

dt

xd
m  ,   (28) 

где )0,(])),([(),( 00 XF
dt

dx
txXF

dt

dx
x   - новая нели-

нейная функция, обладающая свойством  0)0,0(  . Таким об-

разом, после замены переменных точка равновесия находится в 

начале координат. Система (28) в отличие от (25) является авто-

номной и ее свойства, в общем случае, зависят от constU  . 

Если нелинейная функция ),(
dt

dX
XF  зависит только от скорости, 

то ее свойства не зависят от constU  .  

 Рассмотрим несколько случаев нелинейной функции 

),(
dt

dx
x . Вначале будем рассматривать малые значения ),(

dt

dx
x . 

Тогда можно ограничиться первыми членами функции ),(
dt

dx
x  

после ее разложения в ряд Тейлора   
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dt

dx

dtdx
x

xdt

dx
x

)/(
),( ,   (29) 

где 0  при  0x . Обозначим 
x

cT



  и 

)/( dtdx
hT




 . Эти параметры можно интерпретировать как же-

сткость и скоростной коэффициент узла трения. Очевидно, что 

аналогичные рассуждения можно провести для любой линейной 

системы, взаимодействующей с любой средой (процессом реза-

ния, гидродинамической средой и пр.).  Линеаризованную систе-

му (28), то есть рассматривающую малые вариации относительно 

точки равновесия, можно записать в виде  

   0)()(
2

2

 xcc
dt

dx
hh

dt

xd
m TT  . (30) 

Рассмотрим следующие варианты.  

1). Thh  , Tcc . Для этого случая введем фазовые коор-

динаты и запишем систему уравнений по правилу, изложенному в 

предыдущем параграфе  














,
)(

;

x
m

cc

dt

dy

y
dt

dx

T

     (31) 

или, исключая время  

   
my

xcc

dx

dy T )( 
 .    (32) 

Решением (32) при начальных значениях 0xx   и 0yy   

будет 
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2

0

2

0

22 ))(()()( xccymxccmy TT  .   (33) 

Таким образом, для каждого сочетания начальных условий 

мы имеем замкнутую траекторию в фазовой плоскости типа эл-

липса. Замкнутая траектория в фазовой плоскости называется 

предельным циклом (рис. 17). 

 

x 

y 

0 

A 

B 

 
Рис. 17. Совокупность предельных циклов, соответствующих (33) 

 

Отметим следующие свойства фазовых траекторий на 

примере рис. 17:  

- все траектории, находящиеся выше оси абсцисс имеют 

направления движения слева направо, все фазовые траектории, 

лежащие ниже оси абсцисс, имеют направление справа налево;  

-все фазовые траектории, независимо от уравнения, пере-

секают ось абсцисс под углом 900, так как при пересечении оси 

абсцисс изменяется направление движения фазовой траектории; 

-предельный цикл имеет особую точку типа «центр», так 

как все фазовые траектории вращаются относительно этой точки 
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(на рис. 17 она обозначена «0»); 

- при движении по замкнутому контуру система совершает 

работу равную нулю. В этом случае энергия системы законсерви-

рована. Она имеет максимальную кинетическую энергию в точке 

«А». Здесь потенциальная энергия равна нулю. Кинетическая 

энергия полностью переходит в потенциальную в точке «В».   

Очевидно, что в этом случае корни характеристического 

полинома системы (30) не имеют вещественных значений. Они 

являются мнимыми и сопряженными.  Предельному циклу соот-

ветствуют во временной области незатухающие периодические 

движения. Система (30) в этом случае является консервативной.  

    2). Thh , Tcc  и 
22 )(4)( TT ccmhh  . В этом случае 

характеристический полином системы имеет два вещественных 

корня. Система является консервативной и  коэффициент затуха-

ния в системе больше единицы, то есть при движении к точке «0» 

координаты состояния не имеют колебаний. Переходной процесс 

в системе апериодический. Систему (30) для этого случая удобно 

представить в виде 

02)(
2

2
2  X

dt

dX
T

dt

Xd
T ,    

   (34) 

где 
)( Tcc

m
T


 , 

)(4

)( 2

T

T

ccm

hh




 - соответственно 

инерционная постоянная времени колебательного контура (вели-

чина обратная собственной частоте) и коэффициент затухания. 

  Будем полагать, что коэффициент затухания есть величи-

на большая ( TT  ). Тогда первым слагаемым в (34) можно пре-
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небречь и вычислить уравнение прямой, к которой асимптоти-

ски притягиваются все фазовые траектории. Очевидно, это будет 

прямая (рис. 18)  

02  XTY .     (35) 

к которой притягиваются все фазовые траектории. В этом 

случае прямая «M-N» есть притягивающее многообразие, которое 

называется аттрактором. Однако в рассматриваемом примере 

терминальным (конечным) состоянием системы является точка 

«0», находящаяся в начале координат. Она является асимптоти-

чески устойчивой точкой равновесия, так как корни характери-

стического уравнения системы (34) являются вещественными и 

отрицательными. Поэтому можно считать, что все фазовые траек-

тории вначале асимптотически приближаются к прямой «М-N» 

(первому притягивающему многообразию), а затем к точке «0» - 

терминальному притягивающему многообразию. По мере движе-

ния системы при этом уравнения, описывающие динамику систе-

мы, понижают порядок дифференциального уравнения вначале 

со второго до первого и, наконец, до нулевого (координаты со-

стояния находятся в точке равновесия). 

 
M  

)0(V  X  

Y  

)( itV  

N  

0  

 

Рис. 18. Пример изменения фазового объема диссипативной сис-

темы 

 
200  X
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Фазовые траектории на рис. 18 называются фазовыми тра-

екториями типа «узел». Особая точка (точка равновесия) – «ус-

тойчивый узел». В данном случае коэффициент затухания систе-

мы таков, что при движении к точке равновесия динамические 

выбеги отсутствуют, а энергия системы полностью поглощается 

средой. Физическим примером такой системы является движение 

массы в вязкой жидкости.  

  3). Thh , Tcc  и 
22 )(4)( TT ccmhh  . Это случай, 

когда 1 . Тогда характеристический полином системы имеет два 

комплексно сопряженных корня. Движение системы в своему тер-

минальному состоянию будет с колебаниями, то есть в фазовой 

плоскости формируется траектория типа «устойчивая спираль», а 

особая точка есть устойчивый фокус (рис. 19). В этом случае при-

тягивающим многообразием является единственная асимптотиче-

ски устойчивая точка равновесия, находящаяся в начале коорди-

нат. Однако и в этом случае по мере движения системы имеет 

место уменьшение фазового объема системы, то есть выполняет-

ся условие 

0
1


dt

dV

V
Xdiv  .     (36) 

 

X  

Y  

)( tV  )0( tV  

 

Рис. 19. Пример изменения фазового объема диссипативной сис-

темы для случая 1  .  

 
200  X
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Так как с правой части системы в общем случае стоит нели-

нейная функция, представляющая модель сил, действующих со 

стороны среды, то возможны некоторые области, в которых  

0
1


dt

dV

V
Xdiv  .                     

   (37) 

Это случаи, для которых корни характеристического поли-

нома имеют положительные вещественные части.  

4) Thh , Tcc  и 
22 )(4)( TT ccmhh  . Тогда характери-

стический полином системы имеет два комплексно-сопряженных 

корня с положительной вещественной частью. Система имеет фа-

зовую траекторию типа «неустойчивой спирали», а особая точка 

– есть неустойчивый фокус (рис. 20).  

 

X  

Y  

)0( tV  
)( ittV   

 

Рис. 20. Пример изменения фазового объема диссипативной сис-

темы для случая неустойчивого фокуса. 

 

 5) Thh , Tcc  и 
22 )(4)( TT ccmhh  . В этом случае 

корни характеристического полинома системы положительны и 

вещественны. Тогда система является неустойчивой и траекто-

рии, соответствующие движению от точке t=0 характеризуются 

расходящимися экспонентами. В этом случае фазовым портретом 

 
200  X

1 
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системы является совокупность седлообразных траекторий (рис. 

21). Для этих траекторий точка равновесия является неустойчи-

вой (см. рис. 21). Однако некоторая совокупность фазовых траек-

торий притягивается к прямым, проходящим через начало коор-

динат. Если под терминальным состоянием системы понимать 

движение по этим прямым, то рассматриваемая система будет 

удовлетворять заданным требованиям. Однако седлообразные 

траектории в фазовом пространстве обычно характеризуют гра-

ницы сфер влияния различных стационарных состояний.   

 Все рассмотренные примеры определяют типовые фазо-

вые траектории. Если путем варьирования параметров одна типо-

вая фазовая траектория переходит в другую, то значение пара-

метра в этом случае называется точкой бифуркации.  

 

X  

Y  

 

Рис. 21. Пример изменения фазового объема диссипативной сис-

темы для случая неустойчивого фокуса. 

  

Рассмотренные выше примеры относятся к системе, линеа-

ризованной в окрестности точки равновесия. В том случае, если 

точка равновесия является неустойчивой при малых X, то в зави-

симости от отклонения траектории от точки X=0 проявляются не-

линейные связи, искажающие свойства фазового пространства и 

 
200  X

1 
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изменяющие траектории. Поясним это на конкретном примере. 

Для трибологических систем известна зависимость сил трения от 

скорости. Ее в вариациях относительно точки равновесия можно 

записать в виде [] 

})({),( 3

0
dt

dx

dt

dx
h

dt

dx
x  ,    (38) 

где   - параметр, имеющий размерность 






 2)(
м

c
. Тогда 

уравнение (28), являющееся уравнением Релея, с учетом (38) 

имеет вид  

0)()( 3

002

2

 cx
dt

dx
h

dt

dx
hh

dt

xd
m .  (39) 

Наибольший интерес представляет случай, когда 

0)( 0  hh . Проанализируем его подробнее. Точка равновесия 

системы (39) равна 0x . При малых 
dt

dx
 членом, стоящем в ку-

бе, можно пренебречь, и тогда система будет неустойчивой. Пусть 

параметры системы таковы, что при этом формируется типовая 

фазовая траектория типа неустойчивой спирали. Однако по мере 

увеличения скорости знак при производной меняется и система 

переходит на движения по фазовой траектории типа устойчивая 

спираль. Траектория, при которой 0)()( 3

00 
dt

dx
h

dt

dx
hh  

является предельным циклом. Таким образом, фазовая траекто-

рия по мере увеличения колебательной скорости переходит от 

неустойчивой спираль через предельный цикл к устойчивой спи-

рали. В этом случае в окрестности равновесия имеет место увели-
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чение фазового объема системы, которое в дальнейшем перехо-

дит к уменьшению фазового объема. Примером такого многообра-

зия является орбитально асимптотически устойчивый предельный 

цикл, то есть автоколебания (рис. 22).  

 

X  

Y  

)0( tV  

)( kttV   )( ittV   

Рис. 22. Пример изменения фазового объема системы и формирование 

орбитально асимптотически устойчивого предельного цикла 

  

Здесь понятие орбительно асимптотически устойчивая 

траектория надо понимать следующим образом. Движение осуще-

ствляется по предельному циклу. Поэтому если рассматривать 

точку, находящуюся на предельном цикле , то она является 

неустойчивой. Она движется по предельному циклу. Однако все 

остальные траектории при отклонении от предельного цикла со 

временем притягиваются к предельному циклу, и фазовый объем 

системы стремится к нулю, независимо от начальных условий. 

Орбитально асимптотически устойчивый предельный цикл назы-

вается автоколебаниями. Автоколебания есть состояние равнове-

сия системы, которому соответствуют установившиеся периодиче-

ские движения, характеризующие притягивающее многообразие.  

Рассмотрим качественную картину разбиения фазовой 

плоскости на траектории в общем случае. Анализ систем в фазо-
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вой плоскости ограничивает анализ систем, описываемых диффе-

ренциальными уравнениями второго порядка. Пусть задана авто-

номная система в общем случае описываемая дифференциальным 

уравнением 













).,(

);,(

YXQ
dt

dY

YXP
dt

dX

     (40) 

Уравнения (40) достаточно полно изучены и построена ка-

чественная теория дифференциальных уравнений, описывающая 

динамику такой системы. Если задана система в виде (40), то все-

гда можно в фазовой плоскости ),( YX  построить фазовую тра-

екторию, зависящую от начальных условий. Основная задача ис-

следования системы заключается в том, чтобы выяснить качест-

венную картину разбиения фазовой плоскости на траектории или, 

другими словами, установить топологическую структуру этого 

разбиения. Под топологической структурой принято понимать все 

те свойства, которые остаются инвариантными при топологиче-

ском преобразовании плоскости в себя. Для выяснения качест-

венной картины для системы второго порядка нужно знать пове-

дение не всех траекторий, а лишь некоторых из них, называемых 

особыми траекториями. В фазовой плоскости можно выделить 

следующие особые траектории: точки равновесия; предельные 

циклы, сепаратриссные кривые. На рис. 23 приведен пример фа-

зового портрета системы. Определим понятие фазового портрета 

как совокупности фазовых траекторий при изменении начальных 

условий системы. На фазовом портрете имеются четыре особых 

точки. 
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Y 

X 

Устойчивый узел 

(притягивающее 

многообразие) 

Неустойчивый узел 

(отталкивающее 

многообразие) 

Седло 

Седло 

 

Рис. 23.Пример фазового портрета системы 

 

Однако одна из них (устойчивый узел) является асимпто-

тически устойчивой и характеризует притягивающее многообра-

зие. Верхняя и нижняя седлообразные сепаратриссы делят фазо-

вое пространство на отдельные области и внутри каждой области 

свойства фазовых траекторий остаются неизменными. Для сужде-

ния о свойствах системы достаточно знать особые точки и их 

свойства.   

Приведем еще типичный пример фазового портрета сис-

темы (рис. 24). Он имеет два стационарных многообразий. Они 

характеризуют два предельных цикла.  Однако один (A-B-C-D) 

характеризует притягивающее многообразие, которое определяет 

автоколебания. Второй (a-b-c-d) – отталкивающее многообразие, 

которое также является сепаратриссой. В данном случае сепарат-

рисса делит фазовое пространство на сферы влияния орбитально 

асимптотически устойчивого предельного цикла и асимптотически 
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устойчивой точки равновесия при )0,0(  YX .  

В фазовой плоскости возможно существование следующих 

многообразий:  

-точки равновесия, которая может быть устойчивой и не-

устойчивой; 

- предельного цикла, который также может быть устойчи-

вым и неустойчивым; 

- сепаратриссы, которая делит пространство на сферы 

влияния различных притягивающих многообразий. В диссипатив-

ной системе всегда существует притягивающее многообразие, к 

которому стремятся все фазовые траектории из области их при-

тяжения. 

 

X 

Y 
А 

B 

C 

D a 

b 

c 

d 

 

Рис. 24.Пример двух предельных циклов 

   

  В том случае, если размерность системы дифференциаль-

ных уравнений увеличивается, то в системе могут дополни-
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тельно формироваться многообразия типа инвариантного тора 

(наложенных друг на друга периодических движений, которые 

являются орбитально асимптотически устойчивыми). Кроме этого 

в такой системе могут формироваться странные (хаотические) 

аттракторы, обладающие уникальными свойствами. По своей 

структуре они имеют свойства хаотических движений и вместе с 

тем они являются детерминированными. Две кривые с близкими 

начальными условиями с течением времени удаляются друг от 

друга и одновременно они располагаются в ограниченной области 

и не пересекаются.  

2.3. Пример формирования хаотического (странного) 
аттрактора  

 

 Приведем пример формирования странных аттракторов в 

системе, характеризующей колебания режущего инструмента от-

носительно заготовки ),( 21 xx , взаимодействующего с процессом 

резания. Динамическая связь, формируемая процессом резания, 

вызывает изменение сил в функции суммы деформаций )( 21 xx  .  

Кроме этого учитывается уравнение формирование сил (послед-

нее уравнение в системе (41)).  Уравнение динамики системы 

вместе со средой описывается следующим образом   
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где 
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h
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2

1

0

0

c

c
c  - соответ-

ственно матрицы инерционных, диссипативных и упругих коэф-

фициентов в подсистемах инструмента и заготовки;  

 
ph1
, 

ph2
, 

pс1
, и 

pс2
 - соответственно коэффициенты линеа-

ризованных реакций со стороны процесса резания на скорости и 

смещения инструмента относительно заготовки;  

pT  - коэффициент, определяющий запаздывание сил по от-

ношению к упругим деформационным смещениям;  

21 , kk  - соответственно коэффициент упругости и вязкого 

трения процесса резания. 

Точки равновесия системы (41) определяются из уравнений 
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Параметры системы  
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Параметры динамической характеристики процесса резания  

 









08.00167.0

08.00167.0
]/[, ммкГсh p

; ][,01,0 cTP  ; 

]/[,10 3

1 ммкГk  ; ]/[,30/1 3

2 ммкГсk  . 

Рассмотрим случай 
pp cc 12 2 , будем варьировать 

pc1
 в 

диапазоне ]0:1500[ . На рис. 25 дана бифуркационная диа-

грамма смещения точки равновесия системы при варьировании 

параметра 
pc1
.  Сформулируем понятие бифуркации. Точка би-

фуркации в параметрическом пространстве есть его значение, 

при котором изменяется топология фазового пространства.   

Из системы (42) видно, что при 

pp c
cc

cc
c ,*1

21

21
1 7.764

2



  система (41) имеет асимптотиче-

ски устойчивую в целом стационарную точку – начало координат.  

Пример пространственной траектории изменения координат со-

стояния системы, соответствующий этому случаю, приведен на 

рис. 26.  

 

 

ммкГc p /,1
 

ммx ,*

1
 

1 2  3  4  

7.764,*11  pp cc  

2.9021 pc  10052

*,*11  cc p  

 
Рис.25. Бифуркационная диаграмма системы (41) при варьировании дина-

мической жесткости 
pc1

 процесса резания (1,2,3, 4 – области, соответствующие 

различной топологии фазового пространства) 
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Рис.26. Пример траектории движения динамической системы реза-

ния при ммкГc p /,6001  . 

 

Если варьировать коэффициент 
pc1
, то изменяются не толь-

ко точки равновесия системы, но и ее свойства в вариациях отно-

сительно точки равновесия. Для этого достаточно проанализиро-

вать диаграмму смещения корней характеристического полинома 

системы, линеаризованной в окрестности точки равновесия (рис. 

27). 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

67 

 

-1500 -1000 -500 0 500 1000
-2000

-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

2000

 

7.764,*11  pp cc  

1,1p  

2,1p  

2,2p  

1,2p  
1,2p  

2,2p  

 
Рис.27. Диаграмма смещения корней характеристического полино-

ма линеаризрванной в нулевой стационарной точке системы по мере 

увеличения параметра 
pc1

 в отрицительном направлении от нуля до 

1500  

Когда 
pc1
 переходит через 

pc ,*1 ,  то в системе происходит 

первая бифуркация типа вилки. Нулевая стационарная точка те-

ряет устойчивость и от неѐ отделяются две новые устойчивые 

стационарные точки. 
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При этом смещаются корни характеристического полинома 

линеаризованной системы в вариациях относительно точки рав-

новесия (рис. 28). Соответствующие траектории координат со-

стояния системы в плоскости yx ,1  для различных коэффициен-

тов 
pc1
  приведены на рис. 29, рис. 30, рис. 31.   
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Рис.28. Диаграмма смещения корней характеристического полино-

ма линеаризованной в стационарной точке 
A  системы  по мере увели-

чения параметра 
pc1

 в отрицательном направлении от 
pc ,*1  до 1500 . 
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Рис. 29. Диаграмма смещения координат состояния в плоскости 

yx ,1   при ммкГc p /,8501   
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Рис. 30  ммкГc p /,9001   

Временные траектории приведены на рис. 31 – 33.  
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б) 

Рис.31. Временные характеристики координат состояния 1x  при 

ммкГc p /,9001  . 
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           б) 

Рис.32. Временные характеристики координат состояния 2x  при 

ммкГc p /,9001  . 
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Рис. 33. Временная характеристика координат состояния y  при 

ммкГc p /,9001  . 

 

При дальнейшем увеличении, начиная с 

ммкГc p /,175.9021   формируется симметричная сепарат-

риссная кривая (рис. 34), которая делит пространство состояния 

на три области. Две области притяжения двух точек равновесия и 

одна внешняя область характеризуется движением координат со-

стояния от этих точек.    
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Рис. 34. ммкГc p /,175.9021   
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Рис. 35. ммкГc p /,9101   

Наконец, при ммкГc p /,10501   формируется хаотиче-

ский аттрактор, который по своим характеристиками приближает-

ся к аттрактору Лоренца (рис. 36).  
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Рис. 36. ммкГc p /,10501   

 

Аттрактор (рис. 36) характеризуется колебаниями достаточ-

но широкого спектрального состава. Причем, его фрактальная 

размерность не является целой.  Временные диаграммы измене-

ния координат, соответствующие рассматриваемым преобразова-

ниям приведены на рис. 37 - рис.39.  
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Рис.37. Временная характеристика координат состояния 1x  при 

ммкГc p /,10501  . 
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Рис.38. Временная характеристика координат состояния 2x  при 

ммкГc p /,10501  . 
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Рис. 39. Временная характеристика координат состояния y  при 

ммкГc p /,10501  . 

  

Приведенный пример изменения свойств системы в зависи-

мости от параметра, и формирование хаотического аттрактора 

является типичным примером, характеризующим движения инст-

румента относительно заготовки при использовании синергетиче-

ской концепции анализа и синтеза систем. Подробнее проблемы 
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нелинейной динамики упругих деформационных смещений инст-

румента относительно заготовки  будут рассмотрены ниже. При-

веденный пример – лишь иллюстрация формирования в системе 

аттрактора, обладающего хаотическими свойствами колебаний.  

 

2.4. Понятие о точечных отображениях 

 

При анализе систем в фазовом пространстве необходимо 

учитывать, что построение фазовых траекторий реально только 

для систем, описываемых дифференциальными уравнениями не 

выше третьего порядка, то есть для случая, когда размерность 

фазового пространства не выше третьей. Если повышается раз-

мерность фазового пространства, то построение фазовых траек-

торий всегда является проблемой. В связи с этим в теории авто-

матического управления разработаны различные приемы качест-

венного анализа фазовых траекторий. В разработку этих методов 

внесли большой вклад работы А.Пуанкаре, А.А.Андронова и его 

учеников.  

Рассмотрим один из таких приемов, названных 

А.А.Андроновым методом точечных отображений. Проиллюстри-

руем этот метод на примере выявления предельных циклов 

(рис.40).  
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X1 

X2=dX1/dt 

X3=dX2/dt 

T 

X(t) 

 

Рис. 40.Схема построения точечных отображений 

 

Пусть задана поверхность «Т», трансверсально располо-

женная по отношению к фазовым траекториям (рис. 40). Транс-

версально расположенная поверхность означает, что все фазовые 

траектории ее пересекают и при этом ни одна из траекторий ее 

не касается. Тогда для изучения свойств фазовых траекторий X(t) 

можно рассмотреть последовательности X(t1), X(t2), …, которые 

принимает траектория X(t) в точках ее пересечения с поверхно-

стью «Т». Здесь можно рассмотреть, прежде всего, три случая 

(рис. 41). Первый случай – последовательности X(t1), X(t2), … яв-

ляются расходящимися. Тогда рассматриваемая траектория ха-

рактеризует отход от неустойчивой точки равновесия. Система 

является неустойчивой в целом. Второй случай – последователь-

ности приближаются к некоторой точке. Тогда состояние, соот-

ветствующее этой точке является асимптотически устойчивым. 

Третий случай – последовательности находятся в одной точке. 

Тогда рассматриваемая траектория соответствует предельному 

 
200  X
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циклу. Мы здесь не рассматриваем другие возможные многообра-

зия, которые могут образовываться в фазовом пространстве.  

 

T X(t1) 

X(t2) 

X(ts) 

T 

X(t1) 

X(t2) 

X(ts) T 

X(t1) 
X(t2) 

X(ts) 

 

Рис. 41.Различные варианты точечных отображений 

 

Метод точечных отображений позволяет понизить порядок 

дифференциального уравнения для качественного анализа нели-

нейных систем. Однако и в этом случае, если рассматривается 

система, имеющая высокий порядок дифференциальных уравне-

ний, возникают практически не преодолимые сложности.  

Особое место в методе точечных отображений занимает 

стробоскопическое отображение Пуанкаре. Пусть задана траекто-

рия X(t). Представим ее в виде вектора последовательных отсче-

тов X(c)={X(0),X(T),…X(kT)}T. Здесь Т – период стробоскопического 

отображения. Разобьем период Т на n точек так, что Т=nT. Обо-

значим отсчеты траектории X(t) в пределах первого периода Т 

следующим образом  {X(0),X(T),…X(nT)}, причем Т=nT. Тогда 

мы имеем n следующих последовательностей  
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  (43) 

 Любая траектория в реальном объекте является возму-

щенной. Поэтому ее можно представить в виде  

)()()( ttXtY  ,      (44) 

где )(t   в данном случае рассматривается как белый шум с 

математическим ожиданием равным нулю. Пусть мы имеем пери-

од Т, равный периоду изменения )(tX . Наблюдаемой функцией 

является )(tY . Определим математическое ожидание для каждой 

последовательности )(tY , построенной по правлу (43). Тогда по-

сле операции среднестатистического усреднения очевидно равен-

ство  

 )()( )()( TnXTnY сс   ,  0  .  (45) 

Таким образом, последовательности, составленные из стро-

боскопических отображений Пуанкаре, позволяют на уровне шума 

)(t  восстановить периодический сигнал )(tX .  

 Во многих задачах практического анализа, например, свя-

занных с диагностированием скрытых периодичностей в наблю-

даемом сигнале, статистический анализ последовательностей, 

построенных по правилу (43), позволяет определить периодиче-

ские изменения сигнала. Например, в процессах обработки дета-

лей на металлорежущих станках определить погрешность форми-

рования поперечного сечения детали. Приведем пример приме-

нения указанного алгоритма для случая обработки на токарном 
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станке при измерении силы резания (рис. 42). 

 Здесь скрытая периодичность имеет частоту равную трем  

частотам вращения шпинделя. Как видно на данном примере уже 

после 50 – и усреднений четко «высвечивается» скрытая перио-

дичность. Для выявления скрытой периодичности можно исполь-

зовать и другие статистические алгоритмы обработки данных, 

построенных по принципам стробоскопического отображения Пу-

анкаре.  

       

  
а) 
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b) 

   
с) 

Рис.42.  Пример использования операции стробоскопиче-

ского отображения Пуанкаре для выявления погрешности формы 

поперечного сечения детали  а) - исходная реализация, b), c) -

усредненная по мере увеличения числа усреднений 5N , 

50N . 
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Качественные методы анализа динамики систем управления 

методом пространства состояния необходимо дополнить асимпто-

тическими методами анализа.   

 

3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

 

При описании динамики реальных объектов управления в 

полном объеме необходимо привлекать уравнения достаточно 

высокого порядка. Например, при построении систем управления 

процессами обработки на станках токарной группы даже в упро-

щенном варианте необходимо иметь систему дифференциальных 

уравнений 27 – го порядка [7]. В связи с этим возникает пробле-

ма, каким образом анализировать пространство состояния такой 

размерности. Такие примеры можно приводить при анализе раз-

личных объектов управления. Достаточно привести еще пример. 

Для описания движения одного твердого тела мы должны иметь 

дифференциальное уравнение двенадцатого порядка. Если при-

нять во внимание, что схематизация динамической структуры лю-

бой машины определяется даже в простом представлении в виде 

нескольких твердых тел, объединенных некоторыми связями, то 

проблема прямого анализа и синтеза управления в такой системе 

становится необозримо сложной.  

 Проблема анализа и синтеза систем высокого порядка 

особенно актуальна для нелинейных систем. В данном случае 

речь идет не столько о точности линейной и нелинейной аппрок-

симации, а о качественном отличии свойств системы. Именно в 

нелинейных системах в окрестностях некоторых стационарных 
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траекторий, определяемых управлением, возможно существова-

ние различных многообразий. Среди них необходимо выделить 

орбительно асимптотически устойчивые предельные циклы (то 

есть автоколебания), формирование N  - мерных инвариантных 

торов (то есть N  - частотных стационарных состояний), образо-

вание странных аттракторов (то есть детерминированных траек-

торий, имеющих свойства хаотических колебаний). Все эти много-

образия формируются исключительно в нелинейных системах. 

Кроме этого в нелинейных системах свойства системы зависят от 

рассматриваемых областей в пространстве состояний, а одному и 

тому же управлению в зависимости от начальных условий могут 

соответствовать различные траектории и свойства системы.  

 

3.1. Асимптотические методы, основанные на анали-
зе систем, имеющих малый параметр при старшей 

производной (метод Л.С. Понтрягина и А.Н.  

Тихонова). 

Проблема анализа и синтеза сложных нелинейных систем 

известна уже с пятидесятых годов прошлого века. В связи с этим 

в математике, а затем в теории автоматического управления стал 

развиваться подход, основанный на принципе разделения движе-

ний. Основы этого принципа положены в работах А.Н.Тихонова и 

Л.С.Понтрягина [10]. Применительно к теории автоматического 

управления принцип разделения движений разработан Геращенко 

Е.И. [1].  

Изложим идеи этого метода элементарным способом. Для 

этого вновь обратимся к анализу системы общего вида, которую 

будем считать системой с постоянными параметрами, то есть к 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

83 

системе вида  

)()( XuXf
dt

dX
T  ,    

   (46) 

где 
T

nXXXX },...,{ 21  - вектор координат пространства 

состояния; 

T

nnnn XXXfXXXfXXXfXf )},...,(),...,...,(),,...,({)( 21212211

 - нелинейные вектор – функции, имеющие необходимо число 

производных по координатам 
T

nXXXX },...,{ 21 ; 

 T  - диагональная матрица коэффициентов. 

 Пусть коэффициенты iT  принадлежат двум множествам 

1  и 
3 . Причем, между ними имеется ещѐ одно множество 

2  

(рис. 43). При этом выполняется условие
321  . Границы 

этих множеств обозначим 
1,0T ,  

2,0T  и 
3,0T . Кроме этого поло-

жим, что справедливо 
2,01,0 TT  . Перегруппируем систему (46) 

таким образом, что первые k  уравнений имеют 

)...3,2,1(1 kiTi  , а последние kn   уравнений имеют 

3iT . На рис. 43 звездами обозначены параметры 
iT , соответ-

ствующие этому условию. 

 

 

Ti 0 T
0,1 

T
0,2 

T
0,3 

T1,T2,…Tk 
Tk+1,…Tn 

 

Рис. 43. Распределение множества параметров Ti 

  

 
200  X



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

84 

Сделаем в (46) замену переменных 2,0Tt  , где   - без-

размерное время, которое является «медленным» временем. При 

этом учтем, что 
2,01,0 TT  . Тогда dTdt 2,0  и в (46) перейдем 

к безразмерному времени.  

    )()(
2,0

XuXf
d

dX

T

T



,   (47) 

где 
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 В (47) матрица 
)(T  является матрицей безразмерных ко-

эффициентов.  Уравнение же (47) представлено в безразмерном 

времени. Проанализируем структуру матрицы 
)(T . Так как вы-

полняется условие 
2,01,0 TT  , то для первых k  уравнений 

0
2,0


T

Ti

i , то есть является малым параметром в «медлен-

ном» времени  . Это значит, что в первых k  уравнениях скоро-

сти являются малыми величинами и по первому приближению 

ими можно пренебречь. Тогда из (47) мы получаем порождающее 

уравнение, порядок которого уже равен kn  , 
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  (48) 

 Если из первых k  уравнений исключить кXXX ,..., 21  пу-

тем выражения 
nkk XXX ,..., 21 

 через эти координаты, то мы 

получаем уравнение «медленных» движений относительно 

nkk XXX ,..., 21   
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(49) 

где nkiXXXUXXX nkkinkki ,...1),,...,(),,...,( 2121   

- новые нелинейные функции. 

 Уравнение (49) является уравнением «медленных» дви-

жений. Пусть решение (49) известно. Обозначим его 

T

nkk XXX )}(),...(),({ ,,2,1   . Переходя к естественному вре-

мени 
2,0T

t


 , получаем уравнение «быстрых» движений  
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 (50) 

в котором функции )(),...(),( ,,2,1 tXtXtX nkk   являются 
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заданными медленно меняющимися функциями времени.  

 Л.С. Понтрягиным показано, что при условии, когда реше-

ние (50) является асимптотически устойчивым, то траектории 

)(),...(),( ,,2,1 tXtXtX nkk   характеризуют притягивающее мно-

гообразие, то есть аттрактор. Таким образом, Анализ и синтез 

управления в системе (46) заменяется исследованием и синтезом 

управления в подсистеме «медленного» времени с последующим 

анализом асимптотической устойчивости траекторий в подсистеме 

«быстрого» времени.  

 В целом, вместо системы n  - го порядка анализируются 

две иерархически связанные подсистемы «медленного» и «быст-

рого» времени соответственно k  - го и kn   - го порядков. При 

рассмотрении реальных систем анализ существенно упрощается, 

так как управляющих воздействий, физически реализуемых, су-

щественно меньше, а взаимосвязь между координатами упроще-

на. Принципиально, после анализа объекта управления и связи в 

нем между координатами состояния возможно параметры систе-

мы, стоящие при производных, разбивать на несколько групп. То-

гда в соответствие исходной системе дифференциальных уравне-

ний можно поставить несколько иерархических уровней подсис-

тем по принципу «медленности» времени.  

 Приведем пример использования принципа разделения 

движений для случая управления процессами обработки на ме-

таллорежущих станках. Уравнения динамики управляемых фор-

мообразующих движений инструмента относительно заготовки 

можно представить в виде двух взаимосвязанных подсистем. Про-

анализируем эти подсистемы для случая, когда сервоприводами 
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являются двигатели постоянного тока с независимым возбуж-

нием и якорным управлением. Одна подсистема определяет пре-

образование напряжений якоря, заданного по программе в функ-

ции времени, в координаты пространственных перемещений 

TXXXX },0,{ )0(

3

)0(

2

)0(

1

)0(   исполнительных элементов (рис. 

44).   

Вторая - упругие деформационные смещения вершины 

режущего инструмента TXXXX },,{ 321 , по отношению к дви-

жениям исполнительных элементов. В приведѐнной схематизации 

деформации заготовки не принимаются во внимание. Уравнения 

движения исполнительных элементов станка без учета упруго-

диссипативных характеристик механической части проводов оп-

ределяются уравнениями сервоприводов.  Для подсистемы пре-

образования управления в траектории исполнительных элементов  

станка имеем [10]

 



 

dt

d
T

dt

tdX
TtXtSUctUc

dt

d
ТT ЭМPPPMeeЭЭМ ]

)(
),(,,[)()()(

)0()0(11

2

2

, (51) 

где 


















)4()4(

)3()3(

)1()1(
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00
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ЭЭМ

ЭЭМ

ЭЭМ

ЭЭМ

TT

TT

TT

ТT ;  


















)4(

)3(

)1(

00

00

0;0

ЭМ

ЭМ

ЭМ

ЭМ

T

T

T

T  - диагональные матрицы, со-

ставленные из постоянных времени трѐх управляемых двигателей 

постоянного тока; 
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100

010

001

 - единичная диагональная матрица; 


























1)4(

1)3(

1)1(

1

)(00

0)(0

00)(

)(

e

e

e

e

c

c

c

c  - матрица, составленная из 

коэффициентов противо ЭДС двигателей 
)(i

ec ;  

TtUtUtUtU )}(),(),({)( 431  - вектор управления, кото-

рый может быть задан и в координатах перемещения суппорта, 

тогда этот вектор определяет программу ЧПУ станка;  

T},,{ 431    - вектор частот вращения роторов дви-

гателей; 

 
T

MMMM UUUU },,{ )4()3()1(  - вектор функция моментов со-

противления вращения роторов, приведѐнных к электрическим 

частям двигателей; 

 4,3,1,
)()(

)(  i
cc

RJ
T

i

M

i

e

iii

ЭМ ; 4,3,1,)(  i
R

L
T

i

ii

Э ; ii

i

М LRс ,,)(
 

- параметры двигателей; 

 iJ  - моменты инерции приводов, приведѐнные к роторам 

двигателей; 

 
TtXtXtXtX )}(),(),({)( 321 , 

T

dt

tX

dt

tX

dt

tX

dt

tX
}

)(
),

(
,

)(
{

)( 321 - векторы упругих деформаций ре-

жущего инструмента относительно суппорта и их скорости.  
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)0(

3V  

)0(
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Рис.44. Обобщѐнная динамическая модель управляемой системы 
резания при точении 

  

 Таким образом, реакция со стороны процесса резания за-

дается функциями ]
)(

),(,,[
)0()0(

dt

tdX
TtXtSU PPPM , значения кото-

рых  определяются динамической моделью процесса резания [7]. 

В системе (51) частоты 
T},,{ 431   отличаются от скоро-

стей перемещения исполнительных элементов  

TVVVdtdXV },,{/ )0()0(

3

)0(

1

)0(0

 коэффициентами, определяе-

мыми передаточными отношениями редукторов. Таким образом, 

например, координата 
)0(

3X  определяется 
t

dttVX
0

)0(

3

)0(

3 )( . 

Причем,  0t  определяет начало процесса резания. Система 

(51) определяет три автономные подсистемы при условии, что 
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0]
)(

),(,,[
)0()0(


dt

tdX
TtXtSU PPPM . Это условие зависит от свойств 

редуктора, преобразующего вращение в поступательные движе-

ния. Здесь необходимо учитывать передаточное отношение ре-

дуктора. При большом передаточном отношении реакцией со сто-

роны процесса резания можно пренебречь. Что касается враще-

ния шпинделя, то в большинстве случаях можно считать, что дви-

гатель установлен непосредственно на шпинделе. В этом случае 

необходимо учитывать силовую реакцию со стороны зоны реза-

ния на вращение шпинделя.  

 Если ограничиться линейным приближением упругих 

свойств подсистемы инструмента и считать подсистему заготовки 

недеформируемой, то динамика формирования упругих деформа-

ционных смещений вершины инструмента с учетом базовой дина-

мической модели будет описываться следующей системой  

              

]
)(

),(,,[
)0()0(

2

2

dt

tdX
TtXtSFcX

dt

dX
h

dt

Xd
m PPP ,           (52) 

где 
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00
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3,33,23,1

2,32,22,1

1,31,21,1

hhh

hhh

hhh

h , 



















3,33,23,1

2,32,22,1

1,31,21,1

ccc

ccc

ccc

c - матрицы инерционных, диссипативных и 

упругих параметров, которые определяются по правилам, изло-

женным во второй главе; 
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TXXXX },,{ 321 - вектор упругих деформационных 

смещений вершины инструмента; 

 
T

PPP
dt

tdX
TtXtSFF },,]{

)(
),(,,[ 321

)0()0(
0  - динамиче-

ская характеристика процесса резания.  

 Для дальнейшего совместного анализа систем (51) и (52) 

воспользуемся свойствами систем дифференциальных уравнений, 

имеющих малый параметр при старшей производной [184, 185]. 

Для этого сделаем замену переменных 
)1()1(

ЭЭМTTt  , то есть 

введѐм в рассмотрение безразмерное время  . Кроме этого урав-

нение в (52) представим в следующем виде 

    FсXc
dt

dX
T

dt

Xd
T 1

02

2
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2   ,                                 (53) 

Где 
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После введения безразмерного времени   вместо (51) имеем 
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Кроме этого, вместо (53) имеем                   
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В уравнениях (54) и (55) все элементы матриц представля-

ют безразмерные величины. Их можно проанализировать на 
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предмет введения малых параметров. Очевидно, что все элемен-

ты матриц   )1()1(2
/ ЭЭМ ТTT  и 

)1()1(/2 ЭЭМТTT  стремятся к нулю, так 

как инерционные постоянные времени, по крайней мере, на два 

порядка меньше, чем электромеханическая и электрическая по-

стоянные времени. Кроме этого все коэффициенты затухания не 

больше, чем 0,08.  Кроме этого величина 
5,0)1()1( )( ЭЭМ

P

TT

T
  также 

является малой, так как PT  не превышает значений (0,01-0,015).  

Согласно изложенному в третьей главе принципу для рас-

сматриваемого класса систем асимптотические свойства при со-

вместном рассмотрении уравнений (54) и (55) определяются 

уравнением «медленных» движений. Его удобно записать в ре-

альном времени 











 

].0),(,,[

;]0),(,,[)()()(

)0()0(

)0()0(11

2

2

tXtSFcX

dt

d
TtXtSUctUc

dt

d
ТT

PP

ЭМPPMeeЭЭМ 


(56) 

Пусть при заданном управлении )(tU  определено решение 

системы (56) в виде  )(t ,  )()0( tX  и )(tX 
. Первые две функ-

ции отличаются коэффициентами, определяемыми передаточны-

ми отношениями редукторов. Функция )(tX 
 характеризует уста-

новившиеся упругие деформации вершины инструмента, которые 

являются стационарными решениями уравнения (52). Решения 

)(t ,  )()0( tX  и )(tX 
будут характеризовать притягивающее 

многообразие в том случае, если уравнение в вариациях относи-

тельно )(tX 
 будут асимптотически устойчивыми. Поэтому для 
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анализа кроме уравнения (56) необходимо рассмотреть уравнение 

в вариациях относительно )(tX 
. После замены 

)()()( txtXtX  
 из (52) получаем

             

]
)(

),(),(,,[ )0()0(

2

2

dt

tdx
TtxtXtScx

dt

dx
h

dt

xd
m PPP

  ,               (57) 

где 

]0),(),(),([]
)(

),(),(),(),([ )0()0()0()0( tXtttSF
dt

tdx
TtxtXtttSF PPPPP

 

- вектор- нелинейные функции, рассматривающие вариации сил 

резания относительно вариаций упругих деформационных смеще-

ний в окрестности  стационарной траектории )(tX 
. 0  при  

0
)(

)( 
dt

tdx
tx . 

Так как на данном этапе системы (57) является не возму-

щѐнной траектория )(tX 
, как и функции )(),( )0()0( tttS PP  являют-

ся решением системы (56)), то при условии асимптотической ус-

тойчивости тривиального решения системы (57) решение (56) 

)(tX 
будет аттрактором, к которому притягиваются все траекто-

рии (рис.45).  
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Рис. 45. Представление упругих деформационных смещений в виде  

Траекторий «медленных» и «быстрых» движений 

 

Траекторию )(tX 
 и соответствующие ей функции измене-

ния сил, площади срезаемого слоя и технологических режимов 

будем называть стационарным многообразием динамической сис-

темы резания или стационарной траекторией деформационных 

смещений вершины инструмента относительно траекторий испол-

нительных перемещений суппорта станка. Система (56) является 

системой «медленных» движений.  Система (57), рассматриваю-

щая упругие деформационные свойства вершины режущего инст-

румента относительно траектории «медленных» движений, явля-

ется системой «быстрых» движений.  

3.2. Асимптотические методы анализа нелинейных 
систем (метод Крылова-Боголюбова – 

Митропольского) 

 Второе направление анализа нелинейных систем автома-

тического управления связано с разработанной теорией асимпто-

тических методов нелинейной динамики. Истоки этого метода ле-
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жат в работах А.Пуанкаре и М.А. Ляпунова. Основные положения 

этого метода сформулированы, развиты и доказаны 

Н.М.Крыловым, Н.Н.Боголюбовым и Ю.А. Митропольским [10]. 

Однако необходимо признать, что все идеи метода принадлежат, 

в основном, Анри Пуанкаре.  

Рассмотренные в предыдущем параграфе методы анализа 

нелинейных систем относятся к таким системам, у которых в сис-

теме дифференциальных уравнений удается выделить несколько 

уравнений, в которых перед производными стоит «большой» па-

раметр. Именно в этом случае имеется возможность построить 

иерархию взаимосвязанных дифференциальных уравнений по 

принципу «медленности» времени.  

Второй большой класс нелинейных систем автоматическо-

го управления определяется следующей системой дифференци-

альных уравнений  

),(2

2

2

dt

dX
XfX

dt

Xd
  ,     (58) 

где n  - малые параметры, стоящие перед вектор – функци-

ей 
n

nnnn XXXfXXXfXXXfXf )},...,(),...,...,(),,...,({)( 21212211

.  
 В отличие от случая, рассмотренного в предыдущем пара-

графе, здесь рассматриваются системы, имеющие малый пара-

метр не при производных, а перед нелинейной функцией. Такие 

системы называются квазилинейными [10]. Кроме этого рассмат-

риваются системы, состоящие из уравнений второго порядка. Это 

связано с тем, что при составлении дифференциальных уравне-

ний используются методы Лагранжа или Гамильтона. Нелинейные 

же функции, зависящие от координат и их производных, вводятся 
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в систему прямым образом. Примером такой системы является 

следующее скалярное уравнение Ван-дер-Поля, которое по своим 

свойствам аналогично проанализированному ранее уравнению 

Релея, 

dt

dX
XX

dt

Xd
)1( 22

2

2

  .    (59) 

Именно для этого уравнения голландским инженером Ван-

дер-Полем предложен метод построения решений, который в 

дальнейшем был развит Н.М.Крыловым, Н.Н.Боголюбовым и Ю.А. 

Митропольским. Ими были предложены и доказаны не только ус-

ловия сходимости решений в виде асимптотических разложений 

для системы общего виде (58), но и рассмотрены различные слу-

чае, в том числе и случай неавтономной системы, системы, в ко-

торой рассматриваются медленные изменения внешнего возму-

щения и пр.  

 Вначале проанализируем систему (59). Ее анализ показы-

вает, что при 0X  значением 
2X  можно пренебречь. Тогда в 

окрестности равновесия 0X  система становится неустойчи-

вой, так как характеристический полином в этом случае имеет 

один корень с положительной вещественной частью (или два 

комплексно сопряженных корня с положительными вещественны-

ми частями). Однако по мере отхода координат состояния от точ-

ки равновесия непропорционально быстро возрастает влияние 

2X . При этом знак при 
dt

dX
 изменяется. С физической точки 

зрения в этом случае отрицательное трение становится положи-

тельным. Силы, формируемые скоростным членом, изменяют свое 

направление, и становятся силами, направленными против скоро-
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сти. В результате в системе всегда формируется устойчивый пре-

дельный цикл, то есть автоколебания. Кроме этого, так как при 

нелинейной функции стоит малый параметр, то при 0  реше-

нием (59) является  

)cos()( 0   tXtX ,    (60) 

причем, 
0X  и    будут постоянными во времени величи-

нами, зависящими от начальных условий. Для дальнейшего обо-

значим  t .  

 Наличие нелинейного возмущения при 0  приводит к 

появлению в решении уравнений  обертонов, обуславливает за-

висимость   от амплитуды и, наконец, может вызывать система-

тическое увеличение или уменьшение амплитуды колебаний в 

зависимости от притока или поглощения энергии возмущающими 

силами ),(
dt

dX
Xf . В частности для системы (59) по мере уве-

личения амплитуды возрастает поглощение энергии. Именно по-

этому в системе (59) формируется орбитально асимптотически 

устойчивый предельный цикл. Все эти эффекты, очевидно, исче-

зают в предельном случае при 0 .  

 Принимая во внимание эти обстоятельства, Н.М. Крыло-

вым и Н.Н. Боголюбовым предложено решение (59) искать в виде 

следующего асимптотического разложения  

...)](),([)](),([)](),([)(cos)()( 03

3

02

2

010  ttXuttXuttXuttXtX  (61) 

В (61) ),( 01 Xu , ),( 02 Xu , )...,( 03 Xu являются пе-

риодическими функциями  , а ,0X  являются решениями 

вспомогательных уравнений  
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...)()(

...;)()(

02

2

01

02

2

01

0

XBXB
dt

d

XAXA
dt

dX





  (62) 

 В частности, если рассматривается только инвариантное 

многообразие типа устойчивого предельного цикла, то 00 
dt

dX
 

и 0
dt

d
. Тогда решение (59) ищется в виде 

)cos()( 0   tXtX , где параметры системы есть константы. В 

этом случае в (58) нелинейные функции ),...,( 21 ni XXXf  рас-

сматриваются усредненными по периоду колебаний. Этот случай 

широко используется в теории автоматического управления для 

вычисления параметров одночастотных автоколебаний. Он носит 

название метода гармонической линеаризации, который изучался 

в традиционном курсе по теории автоматического управления. 

Именно для этого случая сформулирован и доказан критерий оп-

ределения автоколебаний Гольдфарбом. 

 В тех случаях, когда рассматривается переходной процесс, 

то есть )(0 tX  амплитуда есть функция времени, то можно вос-

пользоваться непосредственно методом Ван-дер-Поля. Проиллю-

стрируем использование этого метода на примере анализа сле-

дующей скалярной системы  

),(
)( 2

2

2

dt

dX
XfX

dt

tXd
  ,    (63) 

где   - малый параметр;   - резонансная частота системы 

при 0 .  

 Для системы (63) рассматривается уравнение 
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 0
)( 2

2

2

 X
dt

tXd
  ,     (64) 

которое называется порождающим. В фазовой плоскости 

траектория, соответствующая решению (64) есть предельный 

цикл, параметры которого зависят от начальных условий. При 

этом решением (64) является  

cos)( 0XtX  ,      (65) 

где )( 0tt  ; constX 0
, constt 0

 - параметры, 

определяемые начальными условиями.  

 Естественно решение (63) искать в виде (65). Однако за 

счет ),(
dt

dX
Xf  будет изменяться во времени )(00 tXX   и 

)(t . Причем скорость их изменения мала, так как в правой час-

ти (63) перед нелинейной функцией стоит малый параметр. В ча-

стности, в пределах периода колебаний 0X  можно считать по-

стоянным. С учетом этого найдем производную  

 sin
)(

0X
dt

tdX
 .     (66) 

 Составим теперь дифференциальное уравнение, которому 

должны удовлетворять функции )(0 tX  и )(t . Для этого про-

дифференцируем (65) в предположении, что )(0 tX  и )(t  - есть 

функции времени, то есть  




 sincos
)(

0

0

dt

d
X

dt

dX

dt

tdX
 .    (67) 

Приравнивая приближенное уравнение (66) и (67) получаем 

первое дифференциальное уравнение относительно 
dt

dX 0  и 
dt

d
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 0sinsincos 00

0  


 X
dt

d
X

dt

dX
 -   (68) 

- это уравнение определяет условие совместимости.  

Для понимания этого условия необходимо учитывать два 

обстоятельства. Во-первых, так как в правой части (63) стоит ма-

лый параметр, то отклонение траекторий от (65) являются малы-

ми. Это значит, что амплитуда во времени меняется мало. Поэто-

му 00 
dt

dX
. Во-вторых, необходимо учитывать изменение ам-

плитуды во времени.  

 Дифференцируя далее (68) по времени, получаем  




 cossin
)(

0

0

2

2

X
dt

d

dt

dX

dt

tXd
 .  (69) 

Теперь подставим (69) в исходное уравнение (63). В ре-

зультате получаем еще одно уравнение для определения 
dt

dX 0  и 

dt

d
 

]sin,cos[coscossin 000

2

0

0 


 XXfXX
dt

d

dt

dX
 . (70) 

Таким образом, мы имеем систему, разрешенную относи-

тельно 
dt

dX 0  и 
dt

d
, 













.sinsincos

];sin,cos[coscossin

00

0

000

2

0

0











X
dt

d
X

dt

dX

XXfXX
dt

d

dt

dX

(71) 

Ее легко преобразовать к следующему виду 

























,cos]sin,cos[

;sin]sin,cos[

00

0

00

0 0















XXf

Xdt

d

XXf
dt

dX X





 (72) 
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где 



0

0

0

sincos

cossin
X

X

X



 ; 





sin]sin,cos[

sinsin

cos]sin,cos[cos
000

00

0000

2

0

XXfX
XX

XXXfX
X





 

; 

.cos]sin,cos[
sincos

]sin,cos[cossin
00

2

0

0

000

2





 XXfX

X

XXfX





 

 

 Проанализируем систему (72), которая эквивалентна сис-

теме (63). Первое уравнение в (72) показывает, что переменное 

0X  меняется медленно, так как   - малый параметр ( 00 
dt

dX
). 

Поэтому мы не сделаем большой ошибки, если правые части (72) 

заменим их средними значениями за период колебаний, то есть  














],[
~

];[
~

02

0

01

0

Xf
Xdt

d

Xf
dt

dX











    (73) 

где  






2

0

0001 sin]sin,cos[
2

1
)(

~
dXXfXf ;  

        






2

0

0002 cos]sin,cos[
2

1
)(

~
dXXfXf .  

 Первое уравнение в (73) является уравнением «медлен-

ных» движений, так как скорость 
dt

dX0
 мала (справа стоит малый 

параметр) Второе уравнение – есть уравнение быстрых движений, 

так как справа стоит частота, которая мало меняется за счет вто-

рого слагаемого, зависящего от амплитуды. Кроме этого нелиней-

ная функция усредняется по периоду колебаний. С помощью (73) 

можно исследовать главные особенности поведения квазилиней-
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ных систем во времени. Причем, при исследовании (73) в инже-

нерных приложениях обычно достаточно анализировать первое 

уравнение, позволяющее вычислить закон изменения амплитуды 

во времени. Малые вариации частоты обычно не рассматривают-

ся.  

 В нелинейной динамике уравнения (73) называются уко-

роченными или уравнениями Ван-дер-Поля. Они во своему виду 

напоминают две составляющих эквивалентной передаточной 

функции нелинейного элемента в методе гармонической линеари-

зации. Однако в отличие от метода гармонической линеаризации 

с помощь. (73) можно анализировать не стационарное состояние, 

а переходные процессы. Н.М. Крыловым и Н.Н. Боголюбовым по-

казано, что уравнения (73) соответствуют тем, которые получа-

ются по первому приближению исходя из разработанной ими тео-

рии асимптотических методов анализа нелинейных систем.  

 Анализируя состояние разработанных методов анализа 

нелинейных систем, необходимо отметить, что эти методы приме-

нимы лишь для анализа одночастотных процессов, в том числе 

для определения автоколебаний. При анализе двухчастотных 

процессов (двумерных инвариантных торов) эти методы становят-

ся настолько громоздкими, что практически не используются в 

практике анализа конкретных систем. При анализе хаотических 

(странных) аттракторов они не применимы в принципе. Кроме 

этого эти методы рассматривают квазилинейные системы, то есть 

системы, в которых при нелинейной функции имеется возмож-

ность установить малый параметр. В связи с развитием вычисли-

тельной техники для анализа нелинейных систем в настоящее 

время большее распространение получили методы прямого ин-
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тегрирования уравнений динамики. Однако все приближенные 

методы интегрирования имеют большой недостаток, заключаю-

щийся в том, что нет возможности анализа и оценки точности по-

лучаемых результатов. Это относится особенно к тем случаям, 

когда система обладает большой чувствительностью к вариациям 

параметров и начальных условий.  

 

3.3. Метод гармонической линеаризации 

 

Метод гармонической линеаризации позволяет изучать 

стационарные состояния системы, прежде всего, состояние уста-

новившихся периодических движений, в том числе автоколеба-

ний, а также смещение точки равновесия в зависимости от пе-

риодических движений. Причем, периодические движения могут 

быть автоколебаниями и (или) вынужденными колебаниями. Этот 

метод непосредственно вытекает из метода Крылова – Боголюбо-

ва – Митропольского, рассмотренного в предыдущем параграфе. 

Вначале рассмотрим идею метода. Причем, при изложении идеи 

метода не будем ориентироваться на приведенные в предыдущем 

параграфе результаты.  

 

3.3.1. Понятие о гармонической линеаризации 

 

Ограничимся случаем, когда система имеет один нелиней-

ный элемент, представляющий собой нелинейную монотонную 

функцию относительно некоторой координаты. Причем, нелиней-

ная функция может быть и двузначной (например, реле с зоной 
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неоднозначности). Тогда систему можно представить в виде ли-

нейного и нелинейного блоков (рис.46).    

 

F() - 
W(D) 

U  X 

Рис. 46. Представление системы в виде линейного и нелинейного блоков 

 

 Будем исследовать в системе рис. 46 периодические дви-

жения. Сформулируем обобщенную гипотезу фильтра следующим 

образом: независимо от количества гармонических составляющих 

на выходе нелинейного элемента линейная часть с частотной пе-

редаточной функцией  )( jW  избирает только составляющие с 

первой гармоникой и постоянной составляющей. В дальнейшем 

мы обобщим это представление на случай, когда на выходе ли-

нейного элемента избирается дискретное конечное множество 

частот.  

 Итак, рассмотрим случай, когда стационарным состоянием 

системы на выходе линейного элемента является  

   )sin()( 0 tXXtX  .   (74) 

Тогда на входе нелинейного элемента при сonstU   мы 

имеем  

)sin()sin()( 110 tXXtXXUt U   . (75) 

Так как линейная часть системы обладает свойством 
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фильтра, то  

)()cos()sin()( 210 ttFtFFtF   ,   (76) 

где  tdtXXFF U 







2

0

10 )]sin([
2

1
; 

 tdttXXFF U  )sin()]sin([
1

2

0

11 





 ; 

 tdttXXFF U  )cos()]sin([
1

2

0

12 





 ; 

 0)(  t  - в силу гипотезы фильтра. 

  

3.3.2. Случай симметричных периодических движений 

 

Вначале рассмотрим случай, когда в точке 0  нели-

нейная функция  в вариациях относительно   обладает 

свойством центральной симметрии. Кроме этого будем полагать, 

что 0UX . Например, рассматривается нелинейный элемент 

типа идеального реле (рис. 47). Заметим, что при 0UX  иде-

альное реле уже не обладает свойством центральной симметрии, 

как показано на рис. 47.    
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F()=sign() 

+1 

-1 

 

F()=sign() +1 

-1 

XU 

 

Рис. 47. Представление системы в виде линейного и нелинейного блоков 

Для рассматриваемого случая 00 F , и тогда для устано-

вившихся периодических движений с частотой   справедливо  

0)}cos()sin(){()sin( 211  tFtFjWtX  .  (77) 

Примем во внимание, что для установившихся периодиче-

ских движений )sin()cos( tjt   . Тогда 

0)}()(){(1 1211  XjqXqjW  ,   (78) 

где  

1

11
11

)(
)(

X

XF
Xq  , 

1

12
12

)(
)(

X

XF
Xq   - функции влия-

ния амплитуды на входе нелинейного элемента на его выход. Вы-

ражение )}()({ 1211 XjqXq   в отечественной литературе назы-

вается эквивалентной передаточной функцией нелинейного эле-

мента.  

 Рассмотрим некоторые важные свойства выражения (78) и 

свойства эквивалентной передаточной функции.  

 1) Если бы нелинейный элемент представлялся в линеари-

зованном виде, то эквивалентная передаточная функция не зави-

села бы от амплитуды и выражение (78) фактически определяло 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

109 

бы характеристическое уравнение системы в замкнутом состоя-

нии. 

 2) Пусть нелинейная функция )( 1XF  является однознач-

ной.  Тогда в (77) 0)( 12 XF  и эквивалентная передаточная 

функция нелинейного элемента есть эквивалентный коэффициент 

усиления )( 11 Xq , значение которого зависит от амплитуды вход-

ного сигнала. Например, в случае идеального реле (левая иллю-

страция на рис. 47) вычислим )( 11 XF  





 


4

)sin()]sin([
1

2

0

11 tdttXsignF  . Следовательно, 

 

1

11

4
)(

X
Xq


 .     (79) 

Мы видим, что в зависимости от амплитуды значение экви-

валентного коэффициента усиления идеального реле изменяется 

от бесконечности до нуля при увеличении амплитуды на входе 

нелинейного элемента.  

 3)  Пусть нелинейная функция )( 1XF  является двузнач-

ной. Например, рассматривается нелинейный элемент типа реле с 

зоной неоднозначности или любая гистерезисная нелинейная 

функция.  Тогда в (77) 0)( 12 XF  и эквивалентная передаточ-

ная функция нелинейного элемента есть эквивалентный ком-

плексный коэффициент усиления )}()({ 1111 XjqXq  , вещест-

венная и мнимая части которого зависят от амплитуды входного 

сигнала. В этом случае связь между входом нелинейного элемента 

и первой гармонической составляющей на его выходе определя-
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ется не только изменением модуля, но и фазы.  

 4) Пусть нелинейная функция ),( 1
1

dt

dX
XF  зависит не 

только от координаты, но и от ее производной. Тогда 

)},(),({ 1111  XjqXq  вещественная и мнимая части в экви-

валентной передаточной функции зависят не только от амплиту-

ды, но и от частоты периодических движений. Это самый общий 

случай. Обычно при рассмотрении типовых нелинейных элемен-

тов достаточно ограничиться вторым и третьим случаями.  

  Гармонически линеаризованное уравнение динамики (78) 

позволяет эффективно анализировать автоколебания системы. 

Как это ясно из всего материала, изложенного ранее, для анализа 

автоколебаний необходимо решать две задачи. Во-первых, не-

обходимо определить периодические решения исходной системы. 

Для нашего случая – это определение частоты   и амплитуды 

1X , при которых (78) обращается в тождество. Во-вторых, из пе-

риодических решений необходимо выбрать орбитально асимпто-

тически устойчивые решения.  

 Рассмотрим наиболее распространенный графоаналитиче-

ский способ определения автоколебаний, предложный Л.С. 

Гольдфарбом. Для этого  представим (78) в виде  

   
)}()({

1
)(

1211 XjqXq
jW


 .  (80) 

В том случае, когда нелинейная функция )(XF  зависит 

только от координаты X , но не он производных от координаты, 

то удается гармонически линеаризованное уравнение представить 

в виде двух независимых годо- графов: АФЧХ линейной части 
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системы, зависящей от частоты и характеристики обратного 

цательного комплексного коэффициента усиления нелинейного 

элемента, зависящего от амплитуды (рис. 49). Тогда точка пере-

сечения годографов (рис. 49 «а») дают параметры периодических 

решений гармонически линеаризованного уравнения динамики. 

На приведенной иллюстрации – это точки «А(X1,1,1)» и 

«В(X1,2,2)». Во-вторых, из этих точек необходимо выбрать те, 

для которых периодическое решение является орбитально асим-

птотически устойчивым. Строго говоря, для этого необходимо 

воспользоваться теорией Флоке, основные положения которой 

будут рассмотрены в следующей главе. Однако здесь можно вос-

пользоваться упрощенным условием орбитальной асимптотиче-

ской устойчивости. Ограничимся случаем, когда по мере измене-

ния амплитуды не меняется частота. Тогда периодическое реше-

ние будет устойчивым, если выполняются два условия (рис. 49 

«b»). При увеличении амплитуды (приращение +X1) траектория 

с течением времени должна уменьшаться. В этом случае ком-

плексный коэффициент усиления тоже должен уменьшаться, так 

как по отношению к точке X=0 система должна быть устойчивой. 

Одновременно при уменьшении амплитуды (приращение -X1) по 

отношению к точке X=0 система должна быть неустойчивой. Сле-

довательно, эквивалентный комплексный коэффициент усиления 

должен возрастать. Этой ситуации соответствует верхняя иллюст-

рация на рис. 49 «b». В противном случае (нижняя иллюстрация 

на рис. 49 «b») периодическое решение неустойчиво.   
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«c» 
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Рис. 49. Иллюстрация критерия Гольдфарба 

 

На рис. 49 «а» приведен годограф обратного отрицательно-

го комплексного коэффициента нелинейного элемента системы. 

Поэтому периодическое решение будет устойчивым, если по мере 

увеличения амплитуды при переходе через точки «А» и 
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«В» модуль обратного комплексного коэффициента усиления 

дет возрастать. Изменение модуля показано пунктиром.  

Следовательно, справедлив следующий критерий опреде-

ления автоколебаний Гольдфарба.  Для определения автоколеба-

ний необходимо определить значения частот и амплитуд в точках 

пересечения АФЧХ линейной части системы и годографа обратно-

го отрицательного комплексного коэффициента нелинейного эле-

мента. Из этих точек выбрать такие, для которых по мере увели-

чения амплитуды годограф обратного отрицательного комплекс-

ного коэффициента выходит из области, охваченной АФЧХ линей-

ной части системы.  

Согласно этому критерию в точке «В» будут автоколеба-

ния. Течка же «А» соответствует неустойчивому периодическому 

решению. На рис. 49 «с» приведена диаграмма областей влияния 

двух стационарных состояний системы. В данном случае при ма-

лых амплитудах все траектории стремятся к точке равновесия 

(система является устойчивой в «малом»). При больших отклоне-

ниях от точки равновесия в системе устанавливается орбитально 

асимптотически устойчивый предельный цикл, то есть автоколе-

бания. На рис. 49 «d» приведен фазовый портрет системы. Таким 

образом, с помощью метода гармонической линеаризации удается 

не только определить параметры автоколебаний, но и выяснить 

общую картину поведения системы в зависимости от начальных 

условий.  

Приведем пример анализа автоколебаний для системы, 

структурная схема которой показана на рис. 50. Здесь анализиру-

ется система в вариациях относительно точки равновесия 

X=0.Для определения периодических решений необходимо вы-
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числить АФЧХ линейной части системы 

223

2

222 )1(

)1(

)1(

10
)(









 jjW  и характеристику 

обратного отрицательного эквивалентного коэффициента усиле-

ния идеального реле 
4

)( 1
11

X
Xq


  (рис. 51) 

 

SignX 

)1(

10
2ppp 

 

X 

 

Рис. 50. Структурная схема системы 

Точка «А» на рис. 51 соответствует автоколебаниям. Час-

тота автоколебаний определяется из условия 0)}(Im{ jW . 

Следовательно, 1 . Сравнивая вещественную часть АФЧХ и 

4
)( 1

11

X
Xq


 , получаем 




4
1X .  
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Re 

Im 

∞X1 

-1 

 

Рис. 51. К расчету автоколебаний 

Мы видим, что в рассматриваемой системе всегда сущест-

вуют автоколебания. Это естественно, так как значение эквива-

лентного коэффициента усиления идеального реле изменяется от 

нуля до бесконечности. Нетрудно показать, что в случае, когда 

реле имеет зону нечувствительности, то формирование автоколе-

баний зависит от соотношения зоны нечувствительности и коэф-

фициента усиления линейной части системы. 

  

3.3.3. Случай несимметричных периодических движений 

 

Если нелинейный элемент не обладает свойством цен-

тральной симметрии, например, за счет того, что 0UX , то в 

(76) 00 F . Тогда в периодических движениях )(tX  образуется 

постоянная составляющая, зависящая от периодических движе-

ний, то есть решение системы с учетом гипотезы фильтра необ-

ходимо искать в виде  

)sin()( 10 tXXtX  .    



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

116 

    (81)  

В силу ортогональности тригонометрических функций вме-

сто (77) имеем одновременное выполнение условий баланса по 

постоянным и переменным составляющим, то есть   









.0)}cos(),()sin(),(){()sin(

;0)},(){0(

1021011

1000

tXXFtXXFjWtX

XXFWX


(82) 

Выполняя те же операции, что и ранее, имеем следующее 

гармонически линеаризованное уравнение с точностью до посто-

янной составляющей и первой гармоники 









,0)},(),(){(1

;0)},(){0(1

102101

100

XXjqXXqjW

XXqW


             (83) 

где  

0

100

100

),(
),(

X

XXF
XXq   - эквивалентный коэффи-

циент усиления по постоянной составляющей, зависящий от по-

стоянной составляющей и амплитуды первой гармоники;  

1

102

1

101

102101

),(),(
),(),(

X

XXF
j

X

XXF
XXjqXXq   - 

эквивалентный комплексный коэффициент усиления по первой 

гармонической составляющей. В отличие от рассмотренного выше 

случая симметричных периодических движений, здесь элементы 

эквивалентной передаточной функции зависят от амплитуды пе-

риодических составляющих и от постоянного смещения точки 

равновесия.  

 Система (83) дает возможность вычисления всех парамет-

ров периодических движений (амплитуды 1X , постоянной со-

ставляющей смещения точки равновесия 0X  и частоты  ). При-
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нимая во внимание, что второе уравнение в (83) является 

плексным, получаем систему для вычисления этих параметров 
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    (84) 

 В частности, если нелинейная функция однозначна, то  
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     (85) 

В (85) уравнение .0)},()(Im{ 101 XXqjW  позволяет вы-

числить частоту периодических решений. Частота 0  опре-

деляется точками пересечения АФЧХ линейной системы оси абс-

цисс.  Тогда сonstAjW )(Re{ 0 . Тогда для вычисления 

),( 10 XX  можно воспользоваться системой  














,
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;
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1
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101

100

A
XXq

W
XXq

    (86) 

решение которой можно выполнить графически или чис-

ленно.  

 Что касается устойчивости периодических решений, то 

для его анализа можно воспользоваться приемом, рассмотренным 

в предыдущем параграфе. Важно подчеркнуть, что даже при рас-

смотрении симметричной нелинейной функции (рис. 46) в зави-

симости от управления U  имеет место смещение точки равнове-

сия, как показано на рис. 47. Поэтому, во-первых, в зависимости 
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от U  изменяются условия самовозбуждения системы. Во вторых 

на точку равновесия оказывают влияние периодические движе-

ния.  

 Этим отмечается одно из важнейших свойств нелинейной 

системы: для них принцип суперпозиции не применим. Поэтому 

варьирование, например, периодических движений вызывает из-

менение соотношений между входом и выходом систем по посто-

янным составляющим. Отсюда открывается возможность вибра-

ционного управления движением системы.  Кроме этого, если 

внешнее управление формируется блоком w0(D), полоса пропус-

кания которого существенно превышает полосу пропускания ли-

нейной части w(D), охваченной нелинейным элементом (рис.52), 

тогда в пределах полосы пропускания w(D) значения X(t) можно 

усреднить по периодам высокочастотных автоколебаний. Тогда в 

зависимости от амплитуды автоколебаний часть системы, отме-

ченная пунктиром, может иметь свойства линейного преобразова-

теля.  

 

U 

W0(D) W(D) 

 X 

F(X) 

U0 

WP(D) 

- - 

 

Рис. 52. Структурная схема системы, в которой блоки W0 и WP имеют полосу про-

пускания, на порядок меньшую, чем полоса пропускания блока W(D) 
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 Эффект линейного проявления свойств нелинейной систе-

мы за счет формирования автоколебаний или введения дополни-

тельных вибраций от внешнего источника называется вибрацион-

ной линеаризацией нелинейных связей.  

 

3.3.4. Гармоническая линеаризация на дискретном мно-

жестве частот 

  

Во многих задачах управления движением механических систем, 

взаимодействующих со средой, приходится иметь дело с система-

ми, динамика которых описывается  системой дифференциальных 

уравнений вида  
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yFcX
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dX
h

dt

Xd
m

   (87) 

где  m ,  h ,  c - симметричные положительно определенные мат-

рицы инерционных, диссипативных и упругих характеристик раз-

мерности kk 22  ;  Y - вспомогательная координата, модели-

рующая запаздывание изменения силы по отношению к коорди-

нате 1X , взаимодействие со средой которой рассматривается;  

TyFyF }0,...0),({)(  ; )(yF - однозначная нелинейная функция.  

 В этом случае за счет запаздывания, моделируемого апе-

риодическим звеном, линейная часть системы может несколько 

раз пересекать вещественную ось. В результате потенциально 

возможно формирование стационарных периодических движений 

с n  частотами. На рис. 53 приведен пример формирования АФЧХ 
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линейной части системы и ее преобразование за счет влияния 

запаздывания изменения силы, формируемой средой, по отноше-

нию к изменению координаты 1X . Петлеобразность АФЧХ систе-

мы без реакции со стороны среды объясняется тем, что в системе 

проявляются резонансы и антирезонансы (рис. 53 «а»). За счет 

запаздывания сил возможно существование периодических реше-

ний на частотах (
51   ).  
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Рис. 53. Преобразование амплитудно-фазочастотных характеристик подсистемы  

машины, приведенной к среде: а - система без среды; b - амплитудно-
фазочастотная характеристика системы со средой, но без нелинейного элемента,  

определяющего преобразованием агрегированной координаты Y в силу 
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Так как нелинейный элемент однозначен, при изменении 

параметров периодических движений  не происходит изменения 

фазовых соотношений в гармонических составляющих решений.  

В общем случае решение (87) будем искать в виде  

0

1

( ) ( )
i k

i i

i

y t y y t T




   ,           (88) 

где ( )i iy t T  - составляющая движений с периодом 
iT . Таким 

образом, в общем случае рассматриваются почти периодические 

и гармонизируемые (по Лоэву) детерминированные 

установившиеся движения, имеющие k  периодических 

составляющих. Тогда нелинейную функцию 
0

1

[ ( )]
i k

i i

i

F y y t T




   

разложим в k  - кратный ряд Фурье. Нелинейная функция в (88) 

является однозначной и аргумент в этой функции не содержит 

производных. Поэтому фазовые сдвиги между первыми 

гармоническими составляющими на входе нелинейного элемента 

и его выходе отсутствуют, как и отсутствуют косинус 

преобразования, которые равны нулю. Для анализа стационарных 

периодических решений обобщим метод гармонической 

линеаризации на случай, когда линейный оператор 

)(

)(
)(

DP

DQ
DW   представляет гребенчатый фильтр, то есть 

избирает k  частный составляющих. Тогда для базовой 

динамической модели ( 2k  ) мы имеем в общем случае двух 

периодический процесс. Тогда нелинейную функцию представим 

в виде двухкратного ряда Фурье 
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1 2

1 2

2 2
( )

1 1 2 2 ,[ ( ), ( )]

y y
j

T T
F y t T y t T c e

 


 
 

  

 

     ,   (89) 

где 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 22 2 ( )

, 1 1 2 2 1 2

1 2

2 2

1
[ ( ), ( )]

4

T T
y y

j
T T

T T

c F y t T y t T e dy dy
TT

 


 

 
 

 

     .  

 

 Коэффициенты ряда (89) можно схематически 

представить в виде последовательности, приведѐнной на рис. 54. 

Примем во внимание следующие особенности модели сил 

контактного взаимодействия в (87). Во-первых, нелинейная 

функция ( )F y  является однозначной и еѐ аргумент не содержит 

производных. Поэтому фазовые сдвиги между первыми 

гармоническими составляющими на входе и выходе нелинейного 

элемента отсутствуют. Во-вторых, варьирование амплитуд двух 

частотных составляющих не влияет на фазовые соотношения в 

динамической системе. Фазовые соотношения определяются 

исключительно свойствами линейного дифференциального 

оператора  ( ) / ( )Q D P D , состоящего из динамических свойств 

механической системы и линеаризованных динамических свойств 

среды, с которой взаимодействует механическая система.  



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

123 

 

…
 

…
 

… … 

0,0c  
1,0c  

0,1c  
1,1c  

2,0c  

2,1c

 

0,2c  
1,2c  

2,2c  

… 

… 

… 

…
 

…
 

0,mc

 

1,mc  
2,mc  

,m mc  

…
 

…
 

…
 

…
 

… ,0mc  

… ,1mc  

… ,2mc  

  

  0  
 

Рис. 54. Последовательность коэффициентов разложения нелинейной 
функции в двухкратный ряд Фурье 

     В этом случае в (89) удобно перейти к вещественным 

аргументам и рассматривать только синус – преобразования 

Фурье. Обобщим, сформулированную ранее гипотезу фильтра. 

Будем считать, что линейная часть системы избирает n частотных 

составляющих. В нашем случае n=2. Тогда решение системы 

будем искать в виде  

0,0 0,1 1 0,2 2( ) sin siny t y y y    ,   (90) 

где 
1 1t  ,  

2 2t   . 

Силовая реакция системы в этом случае представима также в 

виде первых гармонических составляющих двухкратного ряда 
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Фурье  

0,0 0,1 1 0,2 2( ) sin sinF у F F F    .    (91) 

Причѐм, фазовые сдвиги, в силу указанных выше причин, между 

частотными составляющими первых гармоник на входе и выходе 

нелинейного элемента отсутствуют.  

 Если дополнительно рассматривать случай, когда 

нелинейная функция в вариациях относительно точки равновесия 

обладает свойством центральной симметрии, то 
0,0 0y   и 

0,0 0F  . Тогда, в силу ортогональности тригонометрических 

функций, для стационарных периодических движений 

справедливо  

1
1 0,1 0,2

1 0,1 0,1 0,1 0,2

2
2 0,1 0,2

2 0,2 0,2 0,1 0,2

( ) 1
( , );

( ) ( , )

( ) 1
( , ),

( ) ( , )

Q j
q y y

P j y F y y

Q j
q y y

P j y F y y


  


  

 

   (92) 

где 

2 2

0,1 0,1 0,2 0,1 1 0,2 2 1 1 22

0 0

1
( , ) [ sin( ) sin( )]sin( ) ( ) ( )

2
F y y F y t y t t d t d t

 


        ; 

2 2

0,2 0,1 0,2 0,1 1 0,2 2 2 1 22

0 0

1
( , ) [ sin( ) sin( )]sin( ) ( ) ( )

2
F y y F y t y t t d t d t

 


        .  

Таким образом, вычисление частот 
1  и 

2  установившихся 

периодических движений осуществляется из выражения (это 

уравнение частот)  
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1

1

2

2

( )
Im{ } 0;

( )

( )
Im{ } 0,

( )

Q j

P j

Q j

P j


 


 

 

     (93) 

так как в правой части стоит вещественная функция амплитуд. 

Для определения амплитуд необходимо воспользоваться системой 

  

1
1 0,1 0,2

1

2
2 0,1 0,2

2

( )
Re{ } ( , ) 0;

( )

( )
Re{ } ( , ) 0.

( )

Q j
q y y

P j

Q j
q y y

P j


  


  

 

             (94) 

В (94) принят во внимание знак при силах контактного 

взаимодействия. Причѐм, функции 
1 0,1 0,2( , )q y y  и 

2 0,1 0,2( , )q y y  

зависят от соотношения частот, определяемых ранее по 

выражению (93).  

 Приведѐнную схему вычисления периодических движений 

для системы можно обобщить и на общий случай, когда линейный 

оператор ( ) / ( )Q D P D  избирает k  частотных составляющих. В 

данном случае под термином избирает понимается свойство 

линейного оператора в комплексной плоскости k  раз пересекать 

отрицательную вещественную ось в области определения 

функций влияния 
1 0,1 0,2( , )q y y  и 

2 0,1 0,2( , )q y y  при 
0,1 (0, )y    и 

0,2 (0, )y   . В этом случае нелинейную функцию ( )F y  

необходимо разложить в k  - кратный ряд Фурье, то есть  
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1

1

( ,... ) exp[ ( )],
i k

k i i

i

F y y c j t




        (95)   

где 

2 2 2 2

1 2 1 2

0 0 0 0

1
... ( , ,... )sin( ) ... , 1,2,...

2
i k i kk

c F y y y t d td t d t i k

   


        

  

Анализ периодических решений нелинейных 

дифференциальных уравнений всегда имеет два аспекта. Первый 

связан с поиском периодических решений, второй – анализом их 

устойчивости. Если колебания являются T  - периодическими, то 

для анализа их устойчивости можно воспользоваться теорией 

Флоке. Короткое изложение этой теории дано в следующей главе. 

Для почти периодических процессов исследование устойчивости 

всегда является проблемой. Получены лишь общие свойства 

фундаментальной матрицы для этого случая.  

При анализе торов рассматривается два случая. Первый 

относится к случаю, когда частоты периодических движений 

являются кратными некоторому периоду 
0T . Тогда стационарные 

траектории на торе все являются замкнутыми. Для технических 

приложений – это наиболее важный случай. На рис. 55 приведѐн 

пример двухмерного инвариантного тора в пространстве, 

представляющий замкнутую траекторию на торе. Там же тонкими 

линиями показаны траектории движения к тору с начальными 

условиями 
1,0 1y y  и 

1,0 1y y .  
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1y  

2y  

1,0y  

1,0 1y y  

1,0 1y y  

1y  

2y  

1 /dy dt  

1 /dy dt  
 

      Рис. 55.  Формирование двухмерного инвариантного тора для случая, 

когда колебания представляют два периодических процесса с периодами T  

и 4T  

Второй случай относится к случаю, когда частоты 

периодических движений не являются кратными, например, один 

из периодов представляет иррациональное число. В этом случае 

траектории на торе при t   плотно описывают поверхность 

тора, но эти траектории на торе не пересекаются и не являются 

замкнутыми.  Этот случай имеет скорее теоретическое значение. 

 Поэтому, имея ввиду инженерные приложения, будем 

рассматривать первый случай. Прежде всего, сформулируем 

понятие устойчивости инвариантного тора. Инвариантный тор 

является орбитально устойчивым, если для заданной малой его 

окрестности   все траектории, ей принадлежащие, с течением 

времени не выходят за еѐ пределы. Он является орбитально 

асимптотически устойчивым, если при t  все траектории в 

окрестности   асимптотически стремятся к тору.  

 Рассмотрим вначале случай T  - периодического процесса. 
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Следуя теории Флоке можно утверждать, что в этом случае 

периодический процесс будет орбитально асимптотически 

устойчивым, если мультипликаторы системы 
i  (комплексно 

сопряжѐнные числа) удовлетворяют требованию 1 2 1    

(
1 , 

2  - два комплексно-сопряжѐнных числа) и все остальные - 

1i , то есть два комплексно-сопряжѐнных  мультипликатора 

находятся на единичной окружности, а остальные – внутри еѐ. 

Если для анализа стационарных периодических колебаний 

применять метод гармонической линеаризации, то необходимо 

учитывать, что из всех компонент фундаментальной матрицы 

решений системы с периодическими параметрами, получаемой на 

основе линеаризации системы в вариациях относительно 

периодического решения, именно компонента для 1 2 1    

определяет стационарные колебания, получаемые исходя из 

условия баланса по модулю и фазе. Остальные асимптотически 

стремятся к нулю, обеспечивая орбитальную асимптотическую 

устойчивость.  

Отображением  Пуанкаре на секущей гиперповерхности П , 

проведѐнной трансверсально к  предельному циклу для всех 

траекторий окрестности  , в этом случае будет 

последовательность, асимптотически приближающаяся к точке 

отображения предельного цикла (рис. 56) в себя 
0y  (затемнѐнная 

точка). В системах, описываемых уравнениями (87) при малых 

вариациях координат состояния от предельного цикла в случае 

его асимптотической устойчивости  траектории пересекают 
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поверхность трансверсально расположенную к  предельному 

циклу не только асимптотически приближаясь к точке 
0y , но и 

двигаются по прямой. Исключение составляет случай, когда 

динамическая характеристика среды учитывает зависимость 

запаздывания от вариации координаты состояния от 

стационарной траектории.  

 

0y y  

0  

t  

0y  

0y y  

П  

y  

0  

  

sx  

( )y t  

0y  

0y  

0y y  

dy

dt
 

П  

0y y  

0 ( )y y T  

0y y  0y y  

0 ( )y y T  

 

              Рис. 56. Определение устойчивости предельного цикла 

 

Если рассматривать гармонически линеаризованную систему, 

то этими свойствами будет обладать система, удовлетворяющая 

следующим особенностям:  

-  при увеличении амплитуды 
0y y  гармонически 

линеаризованная система должна перейти в область 
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устойчивости, т. е.  0y   при t ; 

-  при уменьшении амплитуды 
0y y  гармонически 

линеаризованная система должна перейти в область 

неустойчивости, то есть  0y   при t .  

Это известное условие определения устойчивости 

периодического решения, сформулированное, например, в форме 

критерия Гольдфарба, рассмотренное ранее. Этот критерий 

широко используется для анализа автоколебаний по методу 

гармонической линеаризации и справедлив для широкого класса 

T  - периодических процессов. Он фактически является аналогом 

анализа устойчивости систем с периодически изменяющимися 

параметрами, которые получаются при рассмотрении уравнения в 

вариациях относительно предельного цикла.  

 

0y  

0y y  

0y y  

( )y t  

t  0  

Im( )j p  

Re( )p  

0( )kp y y  

1 0( )kp y y   

0( )kp y y  

1 0( )kp y y   

 

Рис. 57. Связь устойчивости периодических решений со смещениями корней ха-

рактеристического полинома гармонически линеаризованной системы в случае 

функции влияния нелинейного элемента, зависящей от амплитуды и частоты 
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Очевидно, что для корней характеристического полинома 

гармонически линеаризованного уравнения в случае устойчивого 

предельного цикла  должны соответствовать следующие условия 

(рис. 57): 

- параметрам стационарных периодических решений 

соответствует  нахождение пары комплексно сопряжѐнных корней 

гармонически линеаризованного уравнения динамики на мнимой 

оси, остальные корни должны располагаться в левой комплексной 

полуплоскости; 

-увеличению амплитуды должно соответствовать такое 

приращение пары корней, лежащих на мнимой оси, за счѐт 

изменения функций влияния, при котором они переходят в левую 

комплексную полуплоскость. Одновременно при уменьшении 

амплитуды  - они должны смещаться в правую комплексную 

полуплоскость. Схема смещения корней показана на рис. 57. 

Причѐм, это свойство в равной мере относится и для 

гармонически линеаризованной функции влияния, которая 

зависит не только от амплитуды, но и от частоты.  

Аналогичные рассуждения можно провести и для случая, 

когда анализируется устойчивость тора. Для иллюстрации 

ограничимся случаем двумерного инвариантного тора, который 

можно хорошо представить графически. Этот тор будет 

орбитально асимптотически устойчивым, если два 

мультипликатора уравнения в вариациях равны по модулю 
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единице (находятся на единичной окружности), а остальные по 

модулю меньше единице (находятся внутри единичного круга 

мультипликаторов). Снова прибегнем к упрощѐнному методу 

анализа устойчивости периодических решений, полученных по 

методу гармонической линеаризации на основе замены 

нелинейной функции функцией влияния, полученной после еѐ 

разложения в двукратный ряд Фурье (в общем случае N  - 

кратный). Если система дифференциальных уравнений записана в 

виде (87), то нелинейная функция не вызывает фазовых сдвигов 

и частоты в преобразовании  y  в силу, соответствующие 

стационарным периодическим решениям, остаются неизменными. 

Поэтому для анализа устойчивости достаточно рассматривать 

преобразования функций влияния 
1 0,1 0,2( , )q y y , 

2 0,1 0,2( , )q y y  и 

соответствующих им гармонически линеаризованных частотных 

характеристик системы в целом при варьировании амплитуд 

периодических решений (рис. 58). В данном случае могут быть 

следующие ситуации.  

1. АФЧХ линейной части системы ( ) / ( )Q j P j   не 

пересекает область определения   функций влияния 

1 0,1 0,2( , )q y y , 
2 0,1 0,2( , )q y y (на рис. 58 область определения  при 

варьировании 
0,1 0,2( , )y y показана жирной линией на 

вещественной оси). В этом случае периодических решений нет, и 

точка равновесия является асимптотически устойчивой.  

2. Имеется одна точка пересечения АФЧХ линейной части 

системы ( ) / ( )Q j P j   с функцией влияния 
0,1 0,2( , )iq y y . 
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Заметим, что всегда выполняется условие 

0,1 0,2 0,1( , ) ( ,0)i iq y y q y . Поэтому имеет место одночастотный 

периодический режим, устойчивость которого анализируется 

традиционными для методов гармонической линеаризации 

методами. В рассматриваемом случае периодический режим 

устойчив и в системе устанавливаются автоколебаний с частотой, 

соответствующей точке пересечения.  

3.  Имеется две точки пересечения АФЧХ линейной части 

системы ( ) / ( )Q j P j   с функциями влияния 
0,1 0,2( , )iq y y . Этот 

случай показан на рис. 58. Здесь возможен двухчастотный 

периодический режим, которому соответствует двумерный 

инвариантный тор. Этот режим будет не вырожденным, если он 

устойчив. Для этого необходимо выполнение следующего 

условия. При увеличении одной из амплитуд два корня 

гармонически линеаризованного уравнения должны 

одновременно смещаться в комплексную полуплоскость с 

отрицательными вещественными составляющими, а при 

уменьшении – в полуплоскость с положительными 

вещественными корнями. Гармонически линеаризованное 

уравнение справедливо лишь для частот 
0,1  и 

0,2 . В этом 

случае для вещественных составляющих справедливо  
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0,11

1 0,1 0,2

0,1

0,21

2 0,1 0,2

0,2

( )
[ ( , )] Re{ } 1;
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[ ( , )] Re{ } 1.

( )

Q j
q y y

P j

Q j
q y y

P j






 




  
 

   (96) 

 

 

1  

Re  

Imj  

1  

0,1 0,2,   

0  

0  
Re  

Imj  

0  

0,1 0,1 0,2[( ), ]iq y y y  

0,1 0,1 0,2[( ), ]iq y y y  

 

Рис. 58. Смещения гармонически линеаризованной АФЧХ системы в слу-

чае двухчастотных периодических решений при варьировании одной из 

амплитуд, соответствующие устойчивому двумерному инвариантному 

тору 

 

АФЧХ системы показана пунктиром, так как условие (96) 

справедливо лишь в окрестности 
0,1 0,2{ , }  . Однако 

сформулированное выше требование, проиллюстрированное на 

рис. 58, будет справедливо, если в точках 
0,1  и 

0,2  на рис. 55 

«b» увеличению одной из амплитуд соответствует движение 

годографов 
0,1 0,2( , )iq y y  таким образом, что они выходят из 

областей, охваченных АФЧХ линейной частью системы. Причѐм, 
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для второй частоты годограф АФЧХ линейной части при 

0,1 0,1 0,2( , )iq y y y  охватывает точку дважды, вращаясь на 

суммарный угол 4 .  

4. Имеется три точки пересечения АФЧХ линейной части 

системы ( ) / ( )Q j P j   с функциями влияния 
0,1 0,2( , )iq y y . Это 

исключительный случай, не представляющий практического 

интереса, так как : 0 0/ при yF y F     есть величина, ограниченная 

сверху, а точка 
0  близка к антирезонансу. Однако и в этом 

случае, как нетрудно видеть, точке   
0  соответствует 

неустойчивый периодический режим. Он всегда вырождается в 

двухчастотный режим с параметрами, соответствующими 

частотам 
0,1  и 

02 .  

Приведѐнные рассуждения показывают, что при 

рассмотрении многочастотного режима существенно расширяется 

разнообразие ситуаций. Например, одно периодическое решение 

может быть асимптотически устойчивым, а второе – 

неустойчивым. Это хорошо известный случай вырождения 

двумерного инвариантного тора в предельный цикл. В общем 

случае если на некотором множестве амплитуд 0,1 0,2 0,{ , ,... }T

Ny y y   

существует такое значение функции влияния  

0,1 0,2 0,( , ,... ), 1,2,...i Nq y y y i N , что гармонически 

линеаризованное уравнение имеет  N  периодических решений, 

то гармонически линеаризованный характеристический полином 

будет иметь N  корней, находящихся на мнимой оси. Все N  
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решений будут устойчивы, если при увеличении одной из 

амплитуд функция влияния  
0,1 0,2 0,( , ,... ), 1,2,...i Nq y y y i N  

перестраивается таким образом, что все корни 

характеристического полинома переходят в левую комплексную 

полуплоскость, как показано на рис. 59. При этом одновременно 

при уменьшении одной из амплитуд корни двигаются в 

направлении, противоположном. Это общий случай, для 

двумерного тора. Все остальные корни в диапазоне варьирования 

амплитуды, принадлежащем области притяжения 

рассматриваемого многочастотного периодического решения, 

должны находиться в левой комплексной полуплоскости. 

Возможен второй вариант. Варьирование одной из 

амплитуд может смещать траекторию таким образом, что она 

продолжает находиться на торе (рис. 60 «b»). В этом случае 

многообразие, формируемое i  - ой частотной составляющей, 

будет устойчиво в том случае, когда лишь пара комплексно-

сопряжѐнных корней гармонически линеаризованного 

характеристического полинома при увеличении амплитуды 

смещается в левую комплексную полуплоскость корней, а 

уменьшение – в правую. Остальные корни, находившиеся ранее 

на мнимой оси,  не смещаются. В этом случае для того, чтобы 

сделать вывод об устойчивости тора необходимо варьировать 

другие амплитуды и изучать устойчивость соответствующих 

многообразий. Второй вариант является скорее исключением, чем 

правилом, так как функция влияния 

0,1 0,2 0,( , ,... ), 1,2,...i Nq y y y i N , как правило, монотонно зависит 
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от каждой из варьируемых амплитуд. 

 

 

0  Re  

Imj  

0,1 0, 0,[ ,...( ),... ]k i i Np y y y y  0,1 0,2 0,( , ,... )k Np y y y  

0,1 0, 0,[ ,...( ),... ]k i i Np y y y y  

0,1 0,2 0,( , ,... )s Np y y y  

1 0,1 0,2 0,( , ,... )s Np y y y  

1 0,1 0,2 0,( , ,... )k Np y y y  

 

Рис. 59. Направление смещения корней характеристического полинома 

при варьировании  одной из амплитуд в случае асимптотически  

Устойчивого инвариантного тора 

Важно подчеркнуть, что значения функций влияния 

нелинейного элемента 
0,1 0,2 0,( , ,... ), 1,2,...i Nq y y y i N  зависят от 

соотношения частот и для того, чтобы сделать вывод о свойствах 

системы предварительно необходимо знать частоты 

анализируемой совокупности периодических решений.  

Положение существенно упрощается для большинства 

нелинейных функций, являющихся монотонными и однозначными, 

которые используются для моделирования нелинейного 

преобразования координаты в силы резания, так как области 

определения 
0,1 0,2 0,( , , )i Nq y y y    и  

0,1( ,0, 0)iq y   совпадают. Одновременность смещения корней 

характеристического полинома гармонически линеаризованной 

системы определяется тем, что траектория не может 

одновременно принадлежать и не принадлежать поверхности 
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тора. Кроме этого если принцип одновременности не 

обеспечивается и корни, соответствующие периодическим 

решениям, начинают двигаться в разные стороны, то возможно 

два варианта: 

 -одно из периодических решений вырождается и двумерный тор 

преобразуется в предельный цикл; 

-инвариантного тора нет, а существует седловой предельный 

цикл, также свидетельствующий о вырождении тора в какое-то 

новое многообразие; 

-трудно представить такую ситуацию, что вариации координат 

состояния в окрестности тора одновременно происходят во 

внутреннюю и внешнюю части тора, если тор является 

устойчивым (рис. 60). 

Кроме этого, для рассматриваемого класса нелинейных 

функций условие баланса по фазе на каждой частотной 

составляющей достигается в точках пересечения АФЧХ линейной 

части системы с отрицательной ветвью вещественной оси, так как 

нелинейные функции являются однозначными, и они зависят 

только от координат, но не от их производных. Поэтому для 

стационарных периодических движений всегда имеет место 

нулевой фазовый сдвиг между переменными составляющими сил 

и колебаний. 
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y  

dy

dt
 

2

2

d y

dt
 

0,iy  

0, 0,i iy y  

0, 0,i iy y  

y  
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dt
 

П 

«а» «b» 

0,sy  0, 0,s sy y  0, 0,s sy y  

2

2

d y

dt
 

 

Рис. 60.  Определение устойчивости двумерного инвариантного тора при 

варьировании одной из амплитуд 

   

Приведенное обобщение метода гармонической линеа-

ризации является достаточно сложным. Поэтому при решении 

конкретной проблемы необходимо сочетать его с методом прямо-

го цифрового моделирования системы. 

 

4. УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ. 

4.1. Понятие устойчивости 

 

Впервые проблема устойчивости была сформулирована 

Лагранжем в следующей упрощенной форме. Пусть задана систе-

ма дифференциальных уравнений  

   BuAx
dt

dx
 ,      (97) 

где A , B  - соответственно матрицы постоянных коэффи-

циентов размерности nn ; 
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T

nxxxx },...,{ 21  - вектор координат состояния системы; 

 
T

nuuuu },...,{ 21  - вектор управления, среди компонент 

которого могут быть и нули.  

Таким образом, рассматривается линейная система с по-

стоянными параметрами. Пусть задано ограниченное управление 

T

nuuuu },...,{ 21 , требуется определить условия (матрицы A  и 

B ), при которых 
T

nxxxx },...,{ 21  также ограничено сверху. В 

этом случае система будет устойчивой. При анализе нелинейных 

систем, как это будет ясно из материала, изложенного ниже, не-

обходимо анализировать линеаризованные уравнения с перемен-

ными параметрами. В этом принципиальное отличие анализа не-

линейных от линейных систем. 

 Современная постановка проблемы устойчивости, которая 

используется при анализе нелинейных систем, принадлежит А.М. 

Ляпунову, опубликованная в его фундаментальной работе: «Об-

щая задача устойчивости движения». (Ляпунов А.М. Общая зада-

ча устойчивости движения. – М.: ОНТИ, 1935). Необходимо отме-

тить, что понятие устойчивости и сформулированные и доказан-

ные основные теоремы имеют фундаментальный характер и они 

справедливы и в настоящее время. Они справедливы для линей-

ных и нелинейных систем, для систем с постоянными и (или) пе-

ременными параметрами. Здесь ограничимся случаем системы, 

динамика которой описывается системой  

)()( )2()1( ufXf
dt

dX
 ,     (98) 

где
T

nXXXX },...,{ 21 , 
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T

n dtdXdtdXdtdXdtdX }/,.../,/{/ 21  - n  - векторы состояния 

динамической системы; 

 

T

nnnn XXXfXXXfXXXfXf )},...,(),...,...,(),,...,({)( 21

)1(

21

)1(

221

)1(

1

)1(  ; 

 

T

nnnn uuufuuufuuufuf )},...,(),...,...,(),,...,({)( 21

)2(

21

)2(

221

)2(

1

)2( 

 -вектор функции управления, которые в данном случае не зави-

сят от 
T

nXXXX },...,{ 21 . 

 Рассматриваются только такие системы, правые части ко-

торых непрерывны по всем аргументам пространства состояния и 

имеют непрерывные частные производные по зависимым пере-

менным 
T

nXXXX },...,{ 21 . В этом случае выполняются усло-

вия теоремы существования и единственности, то есть при любых 

начальных условиях 0,0,20,10 ,...,, nXXXt  существует и притом 

единственное решение 

T

n uXtXuXtXuXtXuXtX )},,(),...,,(),,,({),,( 002010

  , соот-

ветствующее )()2( uf  и начальным значениям 

T

nXXXX },...,{ 0,0,20,10  . Причем 000 ),,( XuXtX 
.  

 Тогда система будет устойчивой по Ляпунову при t , 

если для любого 0  существует такое 0 , зависящее от   и 

0t , что любое решение )(),( tX i
, для которого при 0tt   выпол-

няется неравенство   )()( 00

),( tXtX i
, удовлетворяет нера-

венству   )()(),( tXtX i
 при  tt0 .  
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Это означает, что все решения, находящиеся при 
0tt  в 

ограниченной области  ,  не выходят при  tt0
 за пределы 

другой окрестности   (рис. 61).  Наконец, если при t  окре-

стность 0 , то система будет асимптотически устойчивой. Та-

ким образом, понятия устойчивости по Лагранжу и Ляпунову 

принципиально совпадают, но понятие устойчивости по Ляпунову 

имеет большее обобщение и оно сформулировано для любых сис-

тем, в том числе нелинейных. 

 

 

t 

Xs 

Xk 

  

  
0t  

0,kX
 

0,sX
 

 

Рис. 61. Геометрическая интерпретация понятия устойчивой по 
Ляпунову системы 

 

 Для исследования устойчивости конкретной траектории 

T

n uXtXuXtXuXtXuXtX )},,(),...,,(),,,({),,( 002010

  , оп-

ределяемой для данной системы дифференциальных уравнений 

управлением и начальными условиями, согласно теории М.А. Ля-

 
200  X

1 
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пунова, необходимо анализировать уравнение в вариациях, полу-

чаемое после замены )(),,()( 0 txuXtXtX  
. Здесь )(tx  - 

малые вариации координат состояния. Тогда, принимая во внима-

ние (98), получаем следующее уравнение в вариациях относи-

тельно рассматриваемой траектории  

)(x
dt

dx
 ,       (99) 

где )()()( )1()1(   XfxXfx  - новая нелинейная 

вектор- функция, для которой справедливо 0)0(  . 

 Подчеркнем, что (99) справедливо для данной конкрет-

ной траектории 

T

n uXtXuXtXuXtXuXtX )},,(),...,,(),,,({),,( 002010

  . 

М.А.Ляпуновым доказано, что система (99) устойчива, если устой-

чива соответствующая ей линеаризованная система 

 x
x

x

dt

dx






)(
.      (100) 

 Здесь необходимо рассматривать три случая.  

1) Рассматриваемая траектория есть точка равновесия, то 

есть .сonstX 
 Тогда 

x

x



 )(
 есть матрица с постоянными ко-

эффициентами. Для этого случая теория устойчивости разработа-

на практически исчерпывающе. Доказано, что условиям устойчи-

вости соответствует распределение корней характеристического 

полинома в левой комплексной полуплоскости. Причем, система в 

этом случае является асимптотически устойчивой. Именно на 

этом основании разработаны алгебраические критерии устойчи-

вости (Рауса, Гурвица и др.), а также частотные критерии (Ми-



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

144 

хайлова, Найквиста). На этой же основе Ю.И. Неймарком созданы 

методы выделения областей устойчивости (метод D - разбиения). 

Очевидно, что матрица 
x

x



 )(
 имеет постоянные коэффициенты 

и в случае, когда область определения рассматриваемой траекто-

рии находится в диапазоне линейности вектор - функций 

)()1( Xf . Именно этот случай входит во все курсы теории автома-

тического управления, изучаемый в вузах. Он обычно рассматри-

вается и при решении практических задач. Мы останавливаться 

на этом вопросе не будем.  

2) Уравнение в вариациях относительно стационарной 

траектории имеет периодически изменяющиеся параметры. В 

этом случае для анализа устойчивости необходимо воспользо-

ваться теорией Флоке.  

3) Уравнение в вариациях относительно стационарной 

траектории имеет параметры в функции времени, заданной про-

извольным законом. В этом случае необходимо воспользоваться 

методом функций Ляпунова. 

Так как первый случай изучен в традиционном курсе по 

теории автоматического управления, то на нем мы останавли-

ваться не будем. Поэтому перейдем к рассмотрению основных 

положений теории Флоке.    

4.2. Основы теории Флоке 

 

 Траектория )(tX 
 есть периодическая функция времени, 

изменяющаяся с периодом T , то есть 
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...3,2,1,0),()(   kkTtXtX . В технических приложениях 

такие случаи встречаются достаточно часто. Например, если рас-

сматривается предельный цикл и необходимо анализировать ус-

тойчивость этой траектории. Приведем еще пример. Если рас-

сматривается проблема управления точностью обработки на ме-

таллорежущем станке, обрабатываемая деталь в котором уста-

новлена с эксцентриситетом, то параметры динамической связи, 

формируемой процессом резания. являются периодически изме-

няющимися, и др. В этом случае матрица 

...2,1,0),()(
)(





kkTtAtA

x

x
. 

В этом случае для анализа устойчивости необходимо ис-

пользовать теорию Флоке. Изложим коротко идею теории Флоке, 

которая обычно в традиционных курсах по теории управления не 

рассматривается. Система (77) для этого случая представляется в 

виде  

 xtA
dt

dx
)( ,       (101) 

где )()( TtAtA   - квадратная матрица размерности  

nn ,  
T

n txtxtxtx )}(),...(),({)( 21 . Пусть задана фундамен-

тальная матрица решения (101) в виде 

)()(
)(

ttA
dt

td



,      (102) 

тогда 

 )()()( TtTt  ,      (103) 

где  )(T - матрица монодромии, собственные числа 
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},...,{ 21 npppp   которой  называются мультипликаторами.  

Флоке доказано, что при условии, что все 1ip , то система яв-

ляется устойчивой по Ляпунову. Если 1ip , то она – асимптоти-

чески устойчива. Таким образом, если определены мультиплика-

торы, то их расположение в комплексной плоскости дает исчер-

пывающую информацию об устойчивости системы с периодически 

изменяющимися параметрами (рис. 62).  В зависимости от пара-

метров системы, определяющих матрицу )(tA , имеет место сме-

щение мультипликаторов (переход от расположения на рис. 62 

«а» к расположению на рис. «b»), при этом система асимптотиче-

ски устойчивая преобразуется к неустойчивой.    

 

 

Re 

Im 
R=1 

Re 

Im 
R=1 

pi 
pi 

pi+1 

pi+1 

«а» «b» 

 

Рис. 62. Распределение мультипликаторов в комплексной плоско-
сти в случае устойчивой системы («а») и неустойчивой «b» 
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Главная сложность анализа систем с переменными пара-

метрами заключается в определении мультипликаторов системы. 

Приведем алгоритм решения этой задачи численными методами. 

1). Для каждого i -го начального условия 

TiiX }0,...1,...,0,0{ )()(

0   найти численными методами решение 

системы (102) 
Ti

n

iii XXXX },..,,{ )()(

2

)(

1

)(   . В результате получим  























)(...)()(

............

)(...)()(

)(...)()(

)(

)()(

2

)(

1

)2()2(

2

)2(

1

)1()1(

2

)1(

1

tXtXtX

tXtXtX

tXtXtX

t

n

n

nn

n

n

.   (104) 

2). Проинтегрировав (102), получим 

})(exp{)(
00

 



tt

dttAt
d

, или 







nk

k

kkk tttAt
0

1)})((exp{)( ,   (105) 

где  )( ktA - постоянные матрицы. 

Для определения }exp{At используется разложение Силь-

вестра  

 






 




ni

i

nj

jij ji

j

i

EA
tAt

1 ,1

)exp(}exp{ .   (106) 

Выражения (105, 106) позволяют определить мультиплика-

торы системы. Существуют и другие алгоритмы вычисления муль-

типликаторов системы. Однако сейчас, в связи с развитием 

средств вычислительной техники, и методов и программ для чис-

ленного интегрирования уравнений зачастую проще анализиро-
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вать системы путем прямого численного интегрирования.  

В том случае, когда мультипликаторы выходят за пределы 

единичной окружности (рис. 62) в системе образуется параметри-

ческое самовозбуждение. Приведем пример условий параметри-

ческого самовозбуждения системы.  Рассмотрим систему, уравне-

ние в вариациях которой описывается следующими уравнениями 
















,

;)sin1(
2

2

xy
dt

dy
T

ycxtc
dt

dx
h

dt

xd
m P

                           (107)  

где Pc  - жесткость среды; T  - постоянная времени, опре-

деляющая запаздывание изменения сил, действующих со стороны 

среды. Система (107) характеризует взаимодействие, например, 

механического колебательного контура со средой, в частности, - с 

процессом резания.  

  Уравнение (107) при 0T  - есть уравнение Матье - Хил-

ла. В отличие от этого уравнения система при  0  может по-

терять устойчивость равновесия в зависимости от соотношения 

параметров T  и Pc (рис. 63). Рассмотрим случай, когда при этих 

параметрах, но при 0 , система является асимптотически ус-

тойчивой.  Как и при исследовании уравнения Матье – Хилла, 

введем в рассмотрение дополнительный безразмерный параметр  

0/ , где mcc P /)(0  - собственная частота консер-

вативной системы при  0 . 

 Аналогом системы (107) является динамическая система 

обработки резанием схематизированная следующим образом. 
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Рассматривается система заготовки, представленная в виде коле-

бательного звена, взаимодействующая с процессом резания. Пе-

риодическое изменение жесткости в данном случае обусловлено 

законом изменения жесткости заготовки, закрепленной в трехку-

лачковом патроне. Со стороны инструмента система считается 

абсолютно жесткой. Таким образом, изменения параметра жест-

кости заготовки связано с периодически изменяющимся его зна-

чением, синхронизированным с круговой частотой вращения 

шпинделя. Частота вращения шпинделя считается неизменной.    
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Рис.63. Область устойчивости в плоскости параметров ),( pcT при 

0  
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На рис. 64 (см. ниже) приведен пример изменения облас-

тей устойчивости в плоскости ),(  , позволяющий определить в 

зависимости от   критические диапазоны частот вращения 

шпинделя, при которых система теряет устойчивость за счет па-

раметрического возбуждения.  Области неустойчивости на приве-

денной иллюстрации отмечены точечными кривыми (рис. 64). 

 Приведенные три диаграммы отличаются значениями по-

стоянной времени стружкообразования T , которые показаны на 

рис. 15 звездами. Если 0 , то при всех рассматриваемых па-

раметрах система является устойчивой. Однако по мере прибли-

жения параметров к границе области устойчивости, области па-

раметрического возбуждения системы расширяются и формиру-

ются новые лепестки неустойчивости в области низких частот 

вращения шпинделя. Таким образом, области неустойчивости 

системы за счет параметрического возбуждения зависят не только 

от частоты вращении шпинделя и модуляции жесткости, опреде-

ляемой коэффициентом   , но и от параметров динамической 

характеристики процесса обработки. Частоты первых форм коле-

баний шпиндельных узлов токарных станков лежат в диапазоне 

(120 – 180) Гц. Например, при собственной частоте первой формы 

колебаний шпинделя, равной Гц1200  , на частоте вращения 

шпинделя 2400 об/мин система потеряет устойчивость за счет 

параметрического возбуждения по мере увеличения T  соответ-

ственно при  5,0 , 38,0  и 24,0 . В том случае, если 

учитывать динамические свойства подсистемы инструмента и 

принимать во внимание только первую гармоническую состав-
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ляющую вариаций припуска, то области неустойчивости рас-

ряются еще в большей степени (рис. 65). 

Здесь 1 , 2 - коэффициенты параметрической модуляции 

соответственно первой и третьей гармонических составляющих.  

Матрицы коэффициентов подсистем инструмента и заготовки 

приведены в таблицах. Параметры динамической характеристики 

процесса резания: ммкгс /2000  ; 
2/,300 ммкГ ; 

TT }51.0,70.0,50.0{},,{ 321  . Частота первой формы 

колебаний, соответствующая подсистеме заготовки, равна 120 с-1.  
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Таблица  
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Таблица 
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Как видно, область параметрического возбуждения коле-

баний и потери устойчивости стационарной траектории сущест-

венно расширяется, и она смещается в сторону низких частот. 

Этот механизм потери устойчивости до настоящего времени в 

рассматриваемой предметной области не принимался во внима-

ние. Кроме этого, необходимо отметить, что при изучении кине-

матических возмущений, действующих на систему, необходимо 

учитывать, что эти возмущения всегда вызывают изменение па-

раметров системы. Поэтому изучение параметрических явлений 

позволяет объяснить ряд известных экспериментально фактов, 

например, увеличение вибраций после возрастания частоты вра-

щения шпинделя выше некоторого критического значения. При-

веденные результаты имеют принципиальное значение особенно 

в тех случаях, когда рассматривается скоростная обработка реза-

нием.  Приведенные результаты также показывают, что уменьше-

ние точности станка, связанного, например, с радиальными бие-

ниями шпинделя, расширяют область неустойчивого резания.  

Таким образом, для систем с периодически изменяющими-

ся коэффициентами в уравнениях в вариациях характерно пара-

метрическое возбуждение колебаний. 

Для интересующихся студентов можно ее изучить, напри-

мер, по учебнику: Данжело г. Линейные системы с переменными 

параметрами. М.: Машиностроение, 1974. Здесь отметим, что ус-

тойчивые периодические траектории формируют притягивающее 

многообразие в пространстве состояния.   
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Рис.65. Области параметрического возбуждения системы при 

учѐте деформационных смещений инструмента и вариаций пропуска. 

4.3. Использование метода функций Ляпунова 

 Траектория )(tX 
 есть некоторая не периодическая 

функция времени. Здесь исчерпывающе рассмотрены только не-

которые частные случаи. Многие вопросы, имеющие чисто мате-

матическую формулировку для этого случая решены. Большой 

вклад в формулирование и доказательство некоторых вопросов 

теории внесли А. Андронов, Р. Беллман, А. Пуанкаре и др. С ос-

новными положениями этих теорий можно познакомиться в учеб-

нике Демидович Б.П. Лекции по математической теории устойчи-

вости.М.: Наука, 1967.- 469 с.  

 Обобщая приведенный материал, можно заметить, что 

теория устойчивости систем автоматического управления в на-

стоящее время разработана полностью для линейных систем с 

постоянными и периодическими параметрами, когда параметры 

имеют один период повторения. В том же случае, когда рассмат-
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ривается неавтономная системы, параметры которой изменяются 

в функции времени в общем случае, то для анализа устойчивости 

необходимо воспользоваться методом функций Ляпунова. Изло-

жим этот метод без доказательства. Пусть задана система в ва-

риациях относительно точки равновесия в виде  

),,....,( 21 tXXXF
dt

dX
ni

i  , ni ,...2,1  ,   (108) 

или в векторной форме 

  ),( tXF
dt

dX
  .    (109) 

Так как уравнения (108) и (109) рассматривают динамику 

системы в вариациях относительно стационарной траектории, то 

точка 0X . Правая часть в (108) и (109) явно зависит от вре-

мени. Например, некоторые параметры системы есть функции 

времени. Система, которая описывается такими уравнениями, на-

зывается неавтономной. Это самый общий случай уравнения в 

вариациях. 

 Решение (109) при начальном условии 

T

nXXXXtX },...,{)( )0()0(

2

)0(

1

)0(

0   обозначим )( )0(XX , то 

есть справедливо )( )0()0( XXX  . Рассмотрим функцию Ляпуно-

ва ),( tXV , введение которой в каждом конкретном случае дос-

таточно произвольно. Однако она является квадратичной формой 

относительно координат состояния системы и может быть в силу 

уравнения (109) положительно определенной, отрицательно оп-

ределенной и отрицательно полуопределенной. Производная по 

времени относительно этой функции, вычисленная на траектори-
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ях системы (109), имеет вид  
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Об этой функции говорят, что она является полной произ-

водной по времени от функции ),( tXV  в силу уравнения (109).  

Тогда справедливы две фундаментальные теоремы, дока-

занные А.М. Ляпуновым [3, 4], которые здесь мы примем без до-

казательства.   

Теорема 1. Положение равновесия  0X  неавтономной 

системы является устойчивым по Ляпунову, если существует по-

ложительно определенная функция  ),( tXV  такая, что ее произ-

водная по времени в силу уравнения этой системы является отри-

цательно полуопределенной.  

Теорема 2.  Положение равновесия  0X  неавтономной 

системы является асимптотически устойчивым, если существует 

положительно определенная функция  ),( tXV , допускающая 

бесконечно малый верхний предел, что ее производная по време-

ни в силу уравнения этой системы является отрицательно опре-

деленной.   

При анализе устойчивости на основе использования 

функций Ляпунова главная задача заключается в построении этой 

функции. Рассмотрим конкретный пример. Пусть задана система в 

вариациях относительно точки равновесия  
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Функцию Ляпунова будем искать в виде 

2

2

2

1 )()()( XXXV   ( 0 ).  

Производная по времени от этой функции в силу заданных 

уравнений имеет вид  

.)(2)2exp(4)2exp(2)exp()(2

22
)(

4

21221

2

1

2
2

1
1

XtXXtXXtX

dt

dX
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dt

dX
X

dt

XdV





 

Например, если положить 5,0 , то  

  
4

2

2

1 )()exp()(2
)(

XtX
dt

XdV
 .    (112) 

Очевидно, что (112) является отрицательно определенной 

функцией. Следовательно, на основе второй теоремы Ляпунова 

положение равновесия системы  является асимптотически устой-

чивым.  

 

5. ОСНОВЫ СИНТЕЗА НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАКОНОВ 

УПРАВЛЕНИЯ 

 

  Нелинейные связи, существующие в системах автомати-

ческого управления, могут, как ухудшать свойства системы (ее 

устойчивость и показатели качества), так и улучшать их. Напри-

мер, в системе управления с усилителями, имеющими нелиней-

ность типа ограничение и линейное корректирующее звено, про-

исходит затягивание переходного процесса во времени. Переход-

ной процесс существенно сокращается, если в системе применено 

нелинейное корректирующее устройство, в которое введен до-

полнительный усилитель с не- линейностью также типа на-
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сыщения, но уровень насыщения согласован с уровнем 

ния основного усилителя. В системах автоматического управления 

с люфтами в механических передачах могут возникать незату-

хающие колебания, для устранения которых применяются нели-

нейные корректирующие звенья. Нелинейные законы управления 

всегда имеют место при решении задач оптимального управле-

ния, например, при синтезе систем оптимальных по быстродейст-

вию используются релейные законы управления, обеспечиваю-

щие переключения траекторий движения системы в фазовом про-

странстве. Если дополнительно ставится задача синтеза системы 

оптимальной по быстродействию при обеспечении заданной точ-

ности позиционирования, то в систему вводится дополнительная 

связь, увеличивающая демпфирование в зависимости от отклоне-

ния от терминального состояния системы. Нелинейные корректи-

рующие устройства уменьшают уровень помех, действующих в 

системах и пр. Наконец, в нелинейной системе не справедлив 

принцип суперпозиции. Поэтому открываются новые, не сущест-

вующие в линейных системах, принципы управления. Например, 

методы вибрационного управления, принципы вибрационного 

сглаживания нелинейных элементов, возможность параметриче-

ского управления динамикой системы, движения в которой лежат 

далеко за полосой пропускания управляющего устройства. Дру-

гими словами, нелинейные связи, вводимые в систему и (или) су-

ществующие в ней естественным образом, значительно расширя-

ют направления совершенствования систем управления, как в 

направлении повышения ее устойчивости, так и показателей ка-

чества.  

Вначале рассмотрим классификацию нелинейных законов 
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управления. Эта классификация взята из известной монографии, 

опубликованной под ред. академика АН СССР Е.П.Попова (Нели-

нейные системы автоматического управления. / Под ред. Е.П. По-

пова.// М. Машиностроение, 1970). 

 

5.1. Нелинейные законы управления. 

 

  Нелинейные законы управления можно разделить на пять 

достаточно больших групп (рис.66). В свою очередь, каждую из 

этих групп можно разбить на ряд классов. Вначале рассмотрим 

нелинейные корректирующие звенья (элементы). Как известно, 

корректирующие звенья – это специально вводимые динамиче-

ские связи, предназначенные для повышения устойчивости и ка-

чества систем управления. Линейные звенья обладают одним 

важным недостатком. В них амплитудночастотные  и фазочастот-

ные характеристики являются взаимосвязанными. Причем, введе-

ние дополнительного затухания, например, в низкочастотной об-

ласти, вызывает одновременное смещение фазочастотной харак-

теристики системы также в низкочастотную область, что затруд-

няет, например, обеспечивать устойчивость системы при задан-

ной частоте среза. Последняя, как известно, влияет на быстро-

действие системы (время переходного процесса).   
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Нелинейные законы управления 

Нелинейные 

корректирующие 

элементы 

Системы с 

переменной 

структурой 

Системы 

вибрационного 

управления 

Системы 

параметрического 

управления с 

помощью 

воздействий в 

низкочастотной 

области 

Системы 

оптимального и 

(или) 

синергетического 

управления 

 

Рис. 66. Укрупненная классификация нелинейных законов управ-
ления 

  

Для устранения этого недостатка можно использовать 

корректирующие устройства, названные псевдолинейными (рис. 

67). Это последовательное корректирующее устройство. В таких 

корректирующих звеньях амплитудночастотная (верхняя ветвь) и 

фазочастотная (нижняя ветвь) характеристики формируются не-

зависимо. При рассмотрении свойств системы необходимо исполь-

зовать метод гармонической линеаризации. На приведенной схе-

ме амплитудночастотная характеристика определяется звеном с 

передаточной функцией W1(p), а фазочастотная характеристика – 

звеном с передаточной функцией W2(p). Выходные элементы, ха-
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рактеризующие изменение модуля и фазы перемножаются. Тем 

самым формируется общая АФЧХ системы, рассматриваемая в 

гармонически линеаризованном представлении.  

 

W1(p) 

W2(p) 

Первый канал 

Второй канал 

 

Рис. 67. Псевдолинейное последовательное корректирующее уст-
ройство 

 Для повышения качества системы во многих случаях целе-

сообразно изменять общий коэффициент усиления системы в за-

висимости от отклонения от точки равновесия. При управлении 

движением механической системы такой точкой является точка 

терминального состояния системы. Как правило, при приближе-

нии к терминальной точке коэффициент усиления системы дол-

жен уменьшаться. Такой закон управления можно реализовать с 

помощью нелинейной отрицательной обратной связи (рис. 68). 

Здесь необходимо учитывать, что при увеличении коэффициента 

усиления в обратной связи общий коэффициент усиления системы 

уменьшается.  

 
200  X

1 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

163 

 

W(p) 

F(X) 

- 

X 
F(X) 

X 

 

Рис. 68. Корректирующее звено, изменяющее коэффициент усиле-
ния системы в зависимости от отклонения от точки равновесия X=0 

  

При управлении системой, отдельный элемент которой 

взаимодействует со средой, необходимо учитывать, что линеари-

зованные свойства динамической связи в окрестности стационар-

ной траектории, задаваемой внешним управлением, зависят от 

траектории. В этом случае обычно полоса пропускания блока 

W0(p) существенно ниже полосы пропускания управляемыми 

свойствами системы, состоящей из W(p) и нелинейной обратной 

связи, формируемой средой F(X,dX/dt) (рис. 69/ В этом случае, во-

первых, строится иерархия дифференциальных уравнений по 

принципу «медленности» времени. При этом используется рас-

смотренный ранее метод разделения движений. Во-вторых, 

управление свойствами системы W(p), охваченной обратной свя-

зью F(X,dX/dt), осущесвляется на основе изменения параметров 

F(X,dX/dt) в окрестности стационарной траектории, задаваемой 

внешним управлением U(t). Этот принцип будет подробно про-

анализирован в последней главе настоящего курса лекций.  
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W(p) 

F(X,dX/dt) 

- 

X 
W0(p) 

U 

 

Рис. 69. Принцип параметрического управления системой 

W(p), охваченной обратной связью F(X,dX/dt) 
  

 В последние годы большое распространение получили 

системы, имеющие переменную структуру. Причем, изменение 

структуры управления формируется в координатах состояния сис-

темы (рис. 70). В этом случае изменение структуры управления 

реализуется с помощью различных логических элементов на ос-

нове использования микропроцессорной техники. На приведенном 

примере управление с передаточной функцией W1(p) при |X|>|X0 

| переключается на управление с передаточной функцией W2(p) 

при |X|‹|X0 |. Например, при подходе к точке равновесия система 

должна иметь апериодический переходной процесс для того, что-

бы в терминальной точке координата подходила без перерегули-

рования. При |X|>|X0 | к системе предъявляются требования бы-

стродействия. Для этого коэффициент усиления может быть 

большим, и система не должна быть задемпфированной. Принци-

пиально закон переключения может формироваться в траектори-

ях всего фазового пространства. 

При синтезе систем, обеспечивающих минимизацию неко-

торого функционала, практически всегда формируется нелиней-
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ный закон управления. Синтез оптимальных систем рассмотрен в 

специальном курсе, поэтому в данном параграфе лишь укажем на 

то, что практически все оптимальные системы формируют нели-

нейный закон управления. Это в равной мере относится и к син-

тезу систем на основе синергетической теории управления. Это 

самостоятельный класс нелинейных законов управления.  

Наконец, системы вибрационного управления основаны на 

том, что при введению на вход нелинейного элемента периодиче-

ски изменяющегося сигнала параметры нелинейного элемента 

изменяются. Это связано с тем, как показано выше, что гармони-

чески линеаризованная эквивалентная передаточная функция 

нелинейного элемента зависит от параметров периодических 

движений. Поэтому динамические свойства системы становятся 

зависящими от параметров периодических движений. 
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W(p) 

W1(p) 

- 

X 

W2(p) 

U 

- 

|X|>|X0| 

|X|‹|X0| 

Переключаю-

щее 

устройство 

+X0 -X0 X 

dX/dt 

 

Рис. 70. Принцип формирования нелинейного закона управления с 
переменной структурой   

  

Приведенный перечень нелинейных законов управления 

далеко не исчерпывает возможности улучшения и управления 
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свойствами системы на основе использования закономерностей 

нелинейной динамики систем. В каждом конкретном случае при 

анализе и синтезе систем необходимо использовать методы фазо-

вого пространства и (или) асимптотические методы нелинейной 

динамики.  Приведем пример коррекции нелинейной системы в 

фазовой плоскости.  

5.2. Коррекция свойств релейной системы управле-
ния с помощью конструирования линии  

переключения 

  

Рассмотрим конкретную систему (рис. 71). Для определен-

ности, влияющей на понимание материала, будем считать, что 

приведенная схема относится в позиционной системе управления 

перемещением с помощью двигателя постоянного тока с якорным 

управлением, в котором электрической постоянной времени мож-

но пренебречь. Выполним подробный анализ этой системы и спо-

собы коррекции ее динамических свойств на основе формирова-

ния линии переключения в фазовой плоскости. 

 

Рис. 71. Структурная схема релейной системы управления 

  

Динамика системы (рис. 71) описывается следующим 
уравнением 
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ksignX
dt

dX

dt

Xd
T 

2

2

.    (113) 

Для построения фазовых траекторий системы (113) в фазо-
вой плоскости введем в рассмотрение фазовую координату 

Y
dt

dX
 . Тогда вместо (113) имеем систему дифференциальных 

уравнений 

 













}.{
1

;

YksignX
Tdt

dY

Y
dt

dX

    (114) 

Или, исключая время,  в координатах фазовой плоскости  

}{
1

YksignX
TYdX

dY
 .    (115) 

Примем во внимание, что 









.01

;01

приX

приX
signX . Тогда 

Фазовые траектории будем строить на двух листах. При 0X , это 

первый лист, он соответствует полуплоскости, расположенной 

левее оси ординат. При 0X , - это второй лист, он соответствует 

полуплоскости, расположенной правее оси ординат. Ось ординат 

в этом случае есть линия переключения фазовых траекторий. 

Проинтегрируем систему (115) для случая 1 signX , то есть 

для первого листа фазовой плоскости с начальными значениями 

координаты и скорости соответственно  0X  и 0Y . 

  


X

X

Y

Y

dXdY
Yk

Y
T

00

.     (116)

  

В результате получаем уравнение для фазовой траектории 

первого листа  
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}ln{
0

00
kY

kY
kYYXX




 .   (117) 

Для 1 signX  получаем 

  }ln{
0

00
kY

kY
kYYXX




 .                       (118) 

Анализ (117) и (118) показывает, что все фазовые траекто-

рии, в зависимости от знака управления, притягиваются к двум 

прямым, параллельным оси абсцисс и проходящим через точки 

k  или k  в зависимости от знака управления (рис.72). Эти 

прямые есть притягивающие многообразия, то есть аттракторы, к 

которым притягиваются все фазовые траектории, имеющие раз-

личные начальные условия, при условии, что переключения от-

сутствуют. Они выделены на рис. 72 жирными линиями. Для фи-

зической модели движения электромеханической системы это 

имеет четкое физическое содержание. После подачи напряжения 

на якорь двигателя после переходных процессов устанавливается 

постоянная и неизменная скорость, определяемая общим коэф-

фициентом усиления системы k .  
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Рис. 72. Фазовые портреты системы при управлениях +1 и -1. 

 
 Если линия переключения фазовых траекторий соответст-

вует оси ординат, то фазовая траектория системы строится на 

основе присоединения конца фазовой траектории в точке X=0, 

соответствующей одному знаку управления к фазовой траектории 

другого знака. Причем начальные условия для фазовой траекто-

рии другого знака соответствуют концу фазовой траектории пре-

дыдущего знака. Пример такой фазовой траектории приведен на 

рис. 73 «а». Так как реле в рассматриваемой схеме является иде-

альным, то точка равновесия X=0, Y=0 характеризует притяги-

вающее многообразие. В отличие от линейной системы движение 

координаты X(t) к нему осуществляется с частотой, возрастающей 

до бесконечности при X→0. 

 
200  X

1 
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X0,Y0 

Первый 
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лист 

Φ(X,Y) 
X 

Y1 

Y2 

 

                     «b» 

Рис. 73. Преобразование фазовых траекторий при смещении линии 
переключения от оси кординат «а» к прямой МN «b» 
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Введем в систему дополнительную линейную связь, кото-

рая трансформирует линию переключения по прямой MN (рис. 73 

«b»). Пусть уравнение этой прямой определяется выражением 

00  XkY , то есть ./ 0 сonstkXY  . Пусть в точке «1», 

находящейся на линии переключения MN, координаты которой 

равны X(1), Y(1), выполняется требование: при приращении X  

приращение Y1 , соответствующее приращению линии переклю-

чения, будет меньше приращения  Y2, соответствующего прира-

щению фазовой траектории второго листа. Тогда фазовая траек-

тория второго листа будет пересекать линию переключения. На 

рис. 73 «b» расстояние «1-2» обращается в ноль. Таким образом, 

при надлежащем выборе 0/ kXY    в уравнении линии пере-

ключения фазовая траектория будет скользить по линии МN к 

началу координат, то есть к точке равновесия. В этом случае ско-

рость движения к точке равновесия будет пропорциональной ве-

личине отклонения. Этот режим работы релейной системы назы-

вается скользящим режимом работы релейной системы. Уникаль-

ность этого режима заключается в том, что траектория движения 

в фазовом пространстве определяется исключительно линией пе-

реключения. При этом она не меняется при вариациях парамет-

ров модели, при выполнении указанного выше требования. В этом 

случае релейная система при подходе к точке равновесия не име-

ет динамических выбегов. Более того зависимость скорости от 

отклонения в окрестности точки равновесия определяется урав-

нением линии переключения  )(0 Xk . 

 Аппаратная реализация этого режима также не вызывает 
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сложностей, так как координата dX/dt существует в рассматри-

ваемом объекте. Она находится на входе интегрирующего звена 

(рис. 74). Тогда линия переключения, определяемая из условия 

равенства нулю сигнала на входе релейного элемента, определя-

ется линейным выражением 00  XkY . Очевидно, что в диа-

пазоне изменения 
0k , удовлетворяющем указанным выше требо-

ваниям, коэффициент может быть и функцией координаты  X. Он 

может моделироваться также как в функции координаты Х, так и 

скорости Y.  

X Y k/(1+Tp) 

Sign(X) 

1/p 

+ 

  k0 

 

Рис. 74. Структурная схема релейной системы,  
реализующая скользящий режим управления  

 

 В частности, если линию переключения в фазовой плоско-

сти обеспечить по фазовой траектории противоположного знака 

управления, то все траектории будут притягиваться к этой линии 

переключения (рис. 75). Тогда, во-первых, эта линия переключе-

ния (линия МN на рис. 75 «а») является аттрактором, во-вторых, 

система, реализующая этот закон, будет системой, оптимальной 

по быстродействию. Из (117) и (118) уравнения линии переклю-

0}ln{ 



k

kY
kYX , а на чения на участке «М0» будет 

 
200  X

1 
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участке «0N» -  0}ln{ 





k

kY
kYX . Таки образом, уравне-

ние линии переключения  0),(  YX можно представить сле-

дующим образом  





















.0,0}ln{

;0,0}ln{
),(

Xпри
k

kY
kYX

Xпри
k

kY
kYX

YX   (119) 

Уравнение (119) непосредственно вытекает из принципа 

максимума Л.С. Понтрягина. Однако для этого конкретного случая 

условие (119) получается непосредственно из постановки задачи 

синтеза систем, оптимальных по быстродействию.  

 Напомним, каким образом формулируется задача синтеза 

системы, оптимальной по быстродействию для данного примера. 

1). Задано уравнение движения системы в виде (114) 













.

;

UY
dt

dY
T

Y
dt

dX

     (120) 

2). Заданы ограничения на управление 0UU  . 3) Найти 

управление U  такое, что время движения из любой точки фазо-

вого пространства в точку терминального состояния было мини-

мально. Уравнение (120) записано в отклонениях от точки терми-

нального состояния, которое в данном случае находится в начале 

координат.  
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     «а» 

 

X Y k/(1+Tp) 

Sign(X) 

1/p 

0),(  YX  

 
«b» 

 
Рис. 75.Система, оптимальная по быстродействию: а – фазовый 

портрет системы; b – структурная схема 

 

Ограничение 0UU   в данном случае приводит к требо-

ванию maxk . Так как время движения из любой точки в нача-

ло координат должно быть минимальным, то средняя скорость 

движения должна быть максимальной. Например, при движении 
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из точки X0 в Х=0    

0

0

max)(
X

dXXY . Кроме этого при движении 

в точке Х=0 система не должна проходить дополнительный путь, 

то есть динамические выбеги должны отсутствовать. Этим усло-

виям отвечает управление по закону идеального реле, а линия 

переключения должна находиться на кривой (119). Структурная 

схема, реализующая такое управление, приведена на рис. 75 «b». 

Как видно, такая система формирует существенно нелинейный 

закон управления, причем, для реализации закона в систему вве-

дено два нелинейных элемента.  

В приведенном в данном параграфе материале на простом 

примере показана возможность существенного и разнообразного 

улучшения показателей качества систем на основе использования 

релейных законов управления с соответствующей коррекцией ли-

нии переключения в фазовой плоскости. Обобщая материал, из-

ложенный в данной главе, отметим, что нелинейные законы 

управления не только расширяют возможности улучшения каче-

ства систем, но и открывают новые направления построения кор-

ректирующих устройств и синтеза нелинейных законов управле-

ния.    
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6. МЕТОДЫ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА СИСТЕМ 

УПРАВЛЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫМИ ОБЪЕКТАМИ, 

ВОЗМУЩЕННЫМИ СТАЦИОНАРНЫМ ШУМОМ 

 

 При анализе возмущенного движения линейной системы 

обычно используется корреляционно спектральная теория, позво-

ляющая определить реакцию координат состояния системы на 

внешний шум, моделируемый как стационарный случайный про-

цесс. Так как для линейной системы справедлив принцип супер-

позиции, то реакция системы на детерминированное воздействие 

(например, управление) и стационарный шум анализируется как 

сумма двух независимых суперпозиций.  

При анализе нелинейных систем такой подход не справед-

лив, так как в нелинейной системе принцип суперпозиции не яв-

ляется справедливым. В зависимости от траектории, определяе-

мой управлением, изменяется и реакция на внешний шум, даже 

удовлетворяющий гипотезам стационарности. Таким образом, при 

рассмотрении прохождения стационарного случайного сигнала 

через линейное звено применяются методы усреднения по време-

ни (корреляционны функции и спектральные плотности), то для 

нелинейных звеньев основой являются методы усреднения по 

множеству, то есть законы распределения на входе и выходе. На-

пример, если рассматривается случайный процесс с математиче-

ским ожиданием равным нулю, и он проходит через линейное 

звено, то на выходе мы имеем также математическое ожидание 

равное нулю. В нелинейном звене, не обладающим свойством 

центральной симметрии, на выходе математическое ожидание 

уже не равно нулю. Более того, если рассматривается сумма 
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управления и возмущения, то в зависимости от управления, как 

указано выше, нелинейная функция, обладающая свойством цен-

тральной симметрии, за счет смещения, вызванного управлением, 

уже не будет обладать таким свойством.  

Таким образом, математическое ожидание от шума на вы-

ходе изменяется в зависимости от траектории управления. Таким 

образом, методы исследования прохождения случайного сигнала 

через нелинейное звено существенно отличаются от методов ис-

следования линейных систем. Они сложнее и разнообразнее. При 

этом из за сложности и, порой, невозможности получения точных 

решений, наибольшее распространение получили приближенные 

методы. Они зависят от типа нелинейного элемента (однознач-

ный, двузначный), его инерционности, наличия в системе обрат-

ных связей и пр. Вначале рассмотрим преобразование плотности 

распределения в безинерционном нелинейном звене.  

 

6.1. Преобразование плотности распределения в безинер-

ционном нелинейном звене. Вычисление моментов перво-

го и второго порядка на выходе нелинейного звена 

 

Рассмотрим безинерционное нелинейное звено (рис. 76), 

имеющее монотонную нелинейную характеристику Y(X). Пусть на 

его вход подается сигнал, имеющий ансамбль X(t)={X1(t), X2(t), … 

Xn(t)}
T реализаций. Тогда на его выходе будем иметь следующий 

ансамбль Y(t)={Y1[X1(t)],Y2[ X2(t)], … Yn[Xn(t)]}
T . Зафиксируем 

время t=ti. Для него на входе нелинейного преобразователя име-

ем плотность распределения рi(X), а на выходе - рi(X) (рис. 76). 

Сравним два процесса, отличающиеся на входе математическим 
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ожиданием M(X).  

 

0 

Pi (Y) 

X(t) Y(t) Yi 

X 

Y 

Xi 

dY 

dX 

Y(X) 

Pi (X) 

«а» 
«b» 

 

 

«b» 

0 

X 
X 

ti 

«c» 

t 

М1(X) 

М0(X) 

p(X) 

0 

Y 
Y 

ti 

«d» 

t 

М1(Y) 

М0(Y) 

p(Y) 

 
Рис. 76.Преобразование плотности распределения реализаций 

случайного процесса в фиксированном сечении нелинейной однозначной 
функцией 
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Уже поверхностный анализ показывает, что функции рас-

пределения у этих процессов различны, так как в нелинейном 

элементе отличаются линеаризованные коэффициенты влияния 

входа на выход. В этом случае плотность распределения рi(Y) на 

выходе в фиксированный момент может быть определена из ус-

ловия равенства вероятностей принадлежности сигнала на входе 

в области (Xi+dX)  и сигнала на выходе в области  (Yi+dY) (рис. 76 

«b»). Кроме этого очевидно dX
dX

dY
dY )( , тогда  

dXXpdYYp )()(  ,     (121) 

или 

 ))(()()( YXp
dY

dX
Yp  .    (122) 

Это выражение дает возможность вычислить рi(Y) на ос-

нове знания Y(X) и плотности распределения рi(X). 

Поясним методику вычисления на конкретном примере. 

Пусть X(t) имеет равномерное распределение во всех сечениях 

случайного процесса на отрезке  а  (рис. 77), то есть  













,0

;
2

1

)(

aXпри

aXпри
aXp     

    (123) 

так как функция распределения вероятности должна удов-

летворять условиям нормировки, то есть  




1)(Xp .   
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0 X 

P(X) 

+a -a 

 

Рис. 77. Функция распределения на входе нелинейного элемента 

 

Нелинейное звено имеет симметричную относительно X=0 

характеристику вида Y=X3 или X=Y1/3. Требуется определить 

функцию распределения на выходе нелинейного звена p(Y). На 

основании (122) для области аX  , или для 
3аY  , имеем  

3

2

6

1

2

1
)(



 Y
adY

dX

a
Yp .     (124) 

Для области аX   , очевидно, 0)( Yp . Графики p(Y)  и 

Y(X) приведены на рис. 78.  

При  условии, что на вход нелинейного звена дополни-

тельно подается постоянная составляющая, смещающая центр 

группирования от нуля, то на выходе нелинейного элемента 

функция распределения вероятности существенно измениться.  

Таким образом, в общем случае, когда на вход нелинейного эле-

мента подается некоторый детерминированный сигнал и стацио-

нарный случайный шум с нуле- вым математическим ожидани-
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ем, то функция распределения вероятности на выходе 

ного элемента становится зависящей от траектории детерминиро-

ванного сигнала. В линейной системе функция распределения на 

выходе не зависит от этого сигнала. В этом принципиальное от-

личие преобразования функции распределения вероятностей в 

нелинейной системе.    

 

0 
X 

Y 

+a 

-a 

0 
Y 

P(Y) 

+a -a 

«а» «b» 

 

Рис. 78. График нелинейного звена «а» и функция распределения 

вероятности на его выходе «b» 

 

 Если задана функция распределения вероятности на вы-

ходе нелинейного звена, то принципиально вычисление моментов 

первого и второго порядков на его выходе не представляет слож-

ности. Для момента первого рода, то есть математического ожи-

дания Y€, очевидно, справедливо 

 








 .)()()(€ dXYpXYdYYYpY     (124) 
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Момент первого порядка на входе системы определен 






 dXXXpX )(€ . Поэтому определена и связь между моментами 

первого рода на входе и выходе нелинейного преобразователя. 

Аналогичным образом определяется момент второго порядка, то 

есть дисперсия 

 








 .)()()( 22 dXYpXYdYYpYY
   

     (125) 

Таким образом, знание функций распределение вероятно-

сти позволяет определить главные оценки случайного процесса 

на входе и выходе нелинейного элемента.  

 

 6.2. Понятие о статистической линеаризации нели-
нейных звеньев 

  

Ранее при определении периодических режимов в нелиней-

ных системах было введено понятие о гармонической линеариза-

ции, которое, в конечном счете, позволяет заменить нелинейное 

звено некоторой функцией влияния. Причем эта функция (гармо-

нически линеаризованная эквивалентная передаточная функция 

нелинейного элемента) учитывает главные особенности нелиней-

ного звена: зависимость связи сигналов на входе и выходе не 

только от частоты, но и от амплитуды периодических движений. 

Аналогичным образом при рассмотрении случайных процессов в 

нелинейных системах можно ввести в рассмотрение некоторые 

функции влияния, в основу построения которых ставится рас-



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

184 

смотрение статистических характеристик на входе и выходе не-

линейных звеньев. В качестве основных вероятностных характе-

ристик в этом случае ставятся их математические ожидания и ве-

личина дисперсии.  

 Приведем один из способов получения статистически ли-

неаризованных коэффициентов влияния математических ожида-

ний  и дисперсий на входе нелинейного элемента на его выход 

(рис. 79). Пусть задано нелинейное звено Y(X). Кроме этого, пусть 

задан случайный процесс на входе нелинейного звена X(t). Тогда 

на его выходе мы имеем реализацию Y(t), которую можно вычис-

лить, так как функция Y(X) известна. Рассмотрим реализации этих 

процессов на конечном отрезке T, для которого рассмотрим от-

счеты с дискретностью t . Дискретность t определяется  верх-

ней частотой анализируемого процесса, длительность T опреде-

ляется нижней частотой на сновании теоремы Котельникова. Рас-

смотрим случай, когда Y(X=0)=0. Подадим на вход нелинейного 

блока случайный процесс. Пусть он является стационарным слу-

чайным процессом с заданным математическим ожиданием.  Это 

эквивалентно подачи на вход нелинейного элемента детермини-

рованной постоянной составляющей и центрированного случай-

ного процесса  

        )()( )(

0 tXXtX C  ,     (126) 

где 0X   - постоянная составляющая, в том числе математи-

ческое ожидание случайного процесса; )()( tX C
- стационарный 

случайный процесс, характеризующийся при нулевом математи-

ческом ожидании величиной дисперсии X . Тогда на выходе  мы 
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имеем  

 ),(),()( 0

)(

00 X

C

X XYXYtY  ,    (127) 

где 
0Y   - постоянная составляющая, величина которой за-

висит от (
XX ,0

); )()( tY C
- случайный процесс, характеризую-

щийся также величиной дисперсии ),( 0 XY X  . Процесс )(tY  

уже не является стационарным случайным, так как функции рас-

пределения его в сечениях не имеют нормального распределения. 

Это условие показано выше.  

 Рассмотрим оценки (127) в окрестности 0,0,0 , XX  . Тогда 

при заданных XX ,0  мы имеем оценки на выходе  
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 (128) 

где MMk
X

Y
,

0

0 





, M

X

k
Y

,

0







 - коэффициенты стати-

стической линеаризации влияния математического ожидания и 

дисперсии на входе нелинейного элемента на значение математи-

ческого ожидания на его выходе;  





,

0

M
Y k

X
, 




,k

X

Y


 - коэффициенты статистиче-

ской линеаризации влияния математического ожидания и диспер-

сии на входе нелинейного элемента на значение дисперсии на его 

выходе.  
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 Для получения оценок 

0
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X
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можно воспользоваться методом наименьших квадратов в процес-

се статистических исследований входа и выхода нелинейного 

блока, то есть оценки MMk
X

Y
,

0

0 





, M

X

k
Y

,

0







, 





,

0

M
Y k

X
, 




,k

X

Y


 определяются по критерию мини-

мума неувязок реальных значений дисперсии и математического 

ожидания и линеаризованных оценок, определяемых коэффици-

ентами статистической линеаризации.  Важно подчеркнуть, что 

линеаризованные оценки, как математического ожидания, так и 

дисперсии зависят одновременно от вариаций математических 

ожиданий и дисперсии на входе нелинейного элемента (рис. 79). 

Причем, эти оценки, строго говоря, изменяются при смещении на 

входе математического ожидания и дисперсии.  

 

Рис. 79. Схема определения коэффициентов статистической 

линеаризации 
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 С другими схемами статистической линеаризации можно 

познакомиться в соответствующей литературе. Здесь ограничимся 

идеей метода и основными его закономерностями.  

 

7. ПРИЛОЖЕНИЕ МЕТОДОВ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА 

НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ К ЗАДАЧАМ УПРАВЛЕНИЯ 

ПРОЦЕССАМИ ОБРАБОТКИ НА 

МЕТАЛЛОРЕЖУЩИХ СТАНКАХ 

  

При построении систем управления процессами обработки 

на металлорежущих станках приходится считаться со следующи-

ми проблемами.  

1) Процесс обработки и, соответственно, формирование 

геометрии детали осуществляется на основе управления движе-

нием исполнительными элементами станка. Для станка токарной 

группы исполнительными элементами являются продольные и 

поперечные перемещения суппорта и частота вращения шпинде-

ля. В свою очередь, движение вершины инструмента зависят, как 

от внешнего управления, так и от сил резания, формируемых в 

траекториях движения исполнительных элементов. Для дальней-

шего анализа удобно ввести в рассмотрение траектории формо-

образующих движений инструмента относительно заготовки, ко-

торые отличаются от траекторий исполнительных элементов, по 

крайней мере, на величину упругих деформационных смещений 

инструмента относительно суппорта и заготовки от идеальной оси 

ее вращения. Поэтому необходимо управлять не траекториями 

исполнительных элементов, а траекториями формообразующих 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

188 

движений. 

2) Траектории формообразующий движений определяются 

внешним управлением, заданным, например, программой ЧПУ, и 

силами резания, зависящими от этих траекторий. Так как все ис-

полнительные движения влияют на силы резания, то при рас-

смотрении динамики системы необходимо использовать вектор-

ное представление об управляемом объекте. Таким образом, ска-

лярные системы управления исполнительными элементами пре-

образуются за счет реакции со стороны процесса резания в век-

торное управление.  Все системы становятся связанными.  

3) Связь сил резания с траекториями формообразующих 

движений является нелинейной. В связи с этим при анализе и 

синтезе системы управления процессами обработки на станках 

необходимо привлекать методы анализа нелинейных систем 

управления.  

4) Частотный состав движений инструмента относительно 

заготовки лежит в диапазоне, существенно превышающим полосу 

пропускания приводов исполнительными элементами. Поэтому с 

помощью приводов исполнительных элементов можно управлять 

лишь состоянием равновесия подсистемы инструмента и свойст-

вами подсистемы в вариациях относительно точки равновесия.  

Отмеченные особенности характеризуют процесс обработ-

ки на станках как сложный нелинейный объект, на примере ана-

лиза которого можно рассмотреть все указанные выше методы 

анализа нелинейных систем. 
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7.1. Принцип разделения движений. 

  

Рассмотрим проблему управления процессами обработки на 

металлорежущих станках на примере  токарной обработки (рис. 

80). Будем считать, что все приводы движения исполнительных 

элементов осуществляют управляемые движения от двигателей 

постоянного тока с якорным управлением. Будем считать, что все 

механические элементы приводов являются абсолютно жесткими, 

и они не имеют кинематических погрешностей. Кроме этого при-

мем во внимание, что имеют место упругие деформационные 

смещения вершины инструмента относительно суппорта, а также 

заготовки относительно идеальной оси ее вращения. Кроме этого, 

не нарушая общности, на данном этапе не будем учитывать все 

возможные обратные связи в приводах исполнительных элемен-

тов, включенные в систему управления исполнительными элемен-

тами. В этом случае динамическую систему резания можно схема-

тизировать, как показано на рис. 81.   
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Рис.80. Схема управления формообразующими движениями инст-
румента 

 относительно заготовки при токарной обработки 

 

 Рассмотрим общее уравнение динамики  системы (рис. 81), 

состоящее из уравнений движений исполнительных элементов  

станка и уравнений упругих деформационных смещений инстру-

мента и заготовки. Эти уравнения частично рассмотрены в главе 

3.  

Движения исполнительных элементов станка определяются 

системой дифференциальных уравнений 
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,(129) 

где 
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ные из постоянных времени трѐх управляемых двигателей посто-

янного тока;  
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параметры двигателей;  

iJ  - моменты инерции приводов, приведѐнные к роторам 

двигателей; 

  
T},,{ 431   -вектор частот вращения роторов дви-

гателей, отличающих от скоростей исполнительных элементов 
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станка TVVV
dt

dX
V },,{ 431

)0(

  коэффициентами, определяе-

мыми передаточными отношениями редукторов, то есть 

4,3,1,)(  ikV i

i

pi  ; 
TtUtUtUtU )}(),(),({)( 431  - вектор 

управления (напряжений якоря), который может быть задан и в 

координатах перемещения суппорта, тогда этот вектор определя-

ет программу ЧПУ станка;  

TtUtUtUtU )}(),(),({)( *

1

*

1

*

1

*   - вектор моментов сопро-

тивления вращений роторов без резания, определяемые конст-

руктивными особенностями шпиндельной группы и свойствами 

подшипниковых узлов. Они являются известными. Будем считать, 

что consttU )(*
;
  

T

MMMM UUUU },,{ )4()3()1(  - вектор моментов сопротивле-

ния, определяемых процессом резания, приведѐнных к электри-

ческим частям двигателей, являющихся известными функциями 

частот вращения роторов двигателей 
T},,{ 431    и упру-

гих деформаций подсистемы инструмента 

TtXtXtXtX )}(),(),({)( 321 .  
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Рис.81. Схема управления формообразующими движениями инст-

румента относительно заготовки при точении 

 

Здесь, как и ранее в главе 3, удобно считать подсистему 

заготовки недеформируемой. Учет деформационных смещений 

заготовки лишь увеличит порядок дифференциальных уравнений 

без повышения сущности управляемого процесса. Функции 

MU определяются динамической моделью процесса резания и 

свойствами редукторов.  В частности, если двигатель вращения 

шпинделя находится непосредственно на нем, то  

 

]
)(

)([
)4(

)4()4(

)4(

4)4(

dt

tdM
TtM

c

R
U C

ЭC

M

M  ,   (130)  

где  )()4( tMC  - момент, действующий со стороны процесса 
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резания. Аналогичным образом можно представить и моменты, 

действующие от сил резания и приведенные к роторам всех сер-

водвигателей. При этом необходимо учитывать дополнительно 

передаточные отношения редукторов. Эти моменты необходимо 

представить в координатах состояния системы.    

Для этого необходимо раскрыть связь между силами реза-

ния и траекториями формообразующих движений инструмента 

относительно заготовки. Реакция со стороны процесса резания 

задается функциями ]
)(

),(,,[
)0()0(

dt

tdX
TtXtSU PPPM , значения кото-

рых  определяются динамической моделью процесса резания. 

Частоты 
T},,{ 431   отличаются от скоростей перемещения 

исполнительных элементов  TVVVdtdXV },,{/ )0()0(

3

)0(

1

)0(0

 ко-

эффициентами, определяемыми передаточными отношениями 

редукторов. Причем,  0t  определяет начало процесса резания. 

Система (130) определяет три автономные подсистемы при усло-

вии, что 0]
)(

),(,,[
)0()0(


dt

tdX
TtXtSU PPPM . Это условие зависит от 

свойств редуктора, преобразующего вращение в поступательные 

движения. Если ограничиться линейным приближением упругих 

свойств подсистемы инструмента и считать подсистему заготовки 

недеформируемой, то динамика формирования упругих деформа-

ционных смещений вершины инструмента с учетом базовой дина-

мической модели будет описываться следующей системой  

  
]

)(
),(,,[

)0()0(

2

2

dt

tdX
TtXtSFcX

dt

dX
h

dt

Xd
m PPP ,                (131) 
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Где    
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3,33,23,1

2,32,22,1

1,31,21,1

ccc

ccc

ccc

c - матрицы инерционных, диссипативных и уп-

ругих параметров; 

        
TXXXX },,{ 321 - вектор упругих деформационных 

смещений вершины инструмента; 

        T
PPP

dt

tdX
TtXtSFF },,]{

)(
),(,,[ 321

)0()0(
0  - динами-

ческая характеристика процесса резания.  

 Таким образом, динамика управляемой системы процесса 

резания описывается взаимосвязанными через процесс обработки 

системами (129) и (131). Даже в таком упрощенном виде без уче-

та упругих деформационных смещений заготовки и динамической 

структуры механической части приводов исполнительных элемен-

тов, динамика управляемой системы описывается системой диф-

ференциальных уравнений двенадцатого порядка. Анализ систе-

мы такого порядка вызывает сложности. В связи с этим для даль-

нейшего анализа можно воспользоваться рассмотренным выше 

принципом разделения движений и на этой основе построить ие-

рархию дифференциальных уравнений по принципн медленности 

времени.   

 Для этого сделаем замену переменных 
)1()1(

ЭЭМTTt  , то 

есть введѐм в рассмотрение безразмерное время  . Кроме этого 
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уравнение в (131) представим в следующем виде    

          FсXc
dt

dX
T

dt

Xd
T 1

02

2
2

2   ,                   (132)                            

где  
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11,311,211,1

222

222

222

2

c

h

c

h

c

h

c

h

c

h

c

h

c

h

c

h

c

h

ch

TTT
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2,2
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1,1

1,2

1
0

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

ccс 

. 

После введения безразмерного времени   вместо (129) 

имеем 
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XtSUcUc
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PPMeeЭЭМ ]0),(,,[)()()( )0()0(11

2

2

, (133) 

где  
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e

e

e

e

с

с

с

c ; 

 
T

MMM UUUUUUU )}(),(),{( )4(

4

)3(

3

)1(

1   . 

Кроме этого имеем  

                            

    FсXc
d

dX
ТTT

d

Xd
ТTT ЭЭМЭЭМ

1
0

)1()1(

2

2
)1()1(2

/2/  





,(134) 

где  
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T

ЭЭМ

P
PP

dt

tdX

TT

T
tXtSFF },,]{

)(

)(
),(,,[ 3215,0)1()1(

)0()0(
0  . 

В уравнениях (133) и (134) все элементы матриц представ-

ляют безразмерные величины. Их можно проанализировать на 

предмет введения малых параметров. Очевидно, что все элемен-

ты матриц   )1()1(2
/ ЭЭМ ТTT  и 

)1()1(/2 ЭЭМТTT  стремятся к нулю, так 

как инерционные постоянные времени, по крайней мере, на два 

порядка меньше, чем электромеханическая и электрическая по-

стоянные времени. Кроме этого все коэффициенты затухания не 

больше, чем 0,08.  Кроме этого величина 
5,0)1()1( )( ЭЭМ

P

TT

T
  также 

является малой, так как PT  не превышает значений (0,01-0,015).  

Как показано ранее, для рассматриваемого класса систем 

асимптотические свойства при совместном рассмотрении уравне-

ний (133) и (134) определяются уравнением «медленных» движе-

ний. Его удобно записать в реальном времени 
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].0),(,,[

;]0),(,,[)()()(

)0()0(

)0()0(11

2

2

tXtSFcX

dt

d
TtXtSUctUc

dt

d
ТT

PP

ЭМPPMeeЭЭМ 


               (135) 

Пусть при заданном управлении )(tU  определено решение 

системы (135) в виде  )(t ,  )()0( tX  и )(tX 
. Решения )(t ,  

)()0( tX  и )(tX 
будут характеризовать притягивающее многооб-

разие в том случае, если уравнение в вариациях относительно 

)(tX 
 будут асимптотически устойчивыми. Поэтому для анализа 

кроме уравнения (135) необходимо рассмотреть уравнение в ва-

риациях относительно )(tX 
. После замены )()()( txtXtX  

 

получаем  

                        

]
)(

),(),(,,[ )0()0(

2

2

dt

tdx
TtxtXtScx

dt

dx
h

dt

xd
m PPP

  ,         (136) 

где 

]0),(),(),([]
)(

),(),(),(),([ )0()0()0()0( tXtttSF
dt

tdx
TtxtXtttSF PPPPP

 

- вектор - функции, рассматривающие вариации сил резания от-

носительно упругих деформационных смещений в окрестности  

траектории )(tX 
. 0  при  0

)(
)( 

dt

tdx
tx . 

Так как на данном этапе системы (135) является не возму-

щѐнной, то траектория )(tX 
, как и функции )(),( )0()0( tttS PP , яв-

ляются решением системы, то при условии асимптотической ус-
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тойчивости решения системы (135) решение )(tX 
будет аттрак-

тором, к которому притягиваются все траектории.  

 Таким образом, исходная система дифференциальных 

уравнений заменяется на две подсистемы. Подсистему «медлен-

ных» движений и подсистему «быстрых» движений.  

7.2. Свойства подсистемы «медленных» движений. 
Определение функции управления 

 

 Система (135) характеризует подсистему «медленных» 

движений. В ней главное значение имеют выражения для момен-

та сопротивления соответствующего двигателя исполнительных 

перемещений станка. Например, для двигателя вращения шпин-

деля, ротор которого совмещен со шпинделем, )()4( tMC   опреде-

ляется следующим  преобразованием 

})]()()][()([)]()([)({)(

44 /1

1

0

11333

/1

33300

)4(   


ddvkvkdvktRФRtM

t

t

tt

t

C

(137)  

- момент сопротивления, зависящий от скоростей 

)()( 111 tktV  ,  )()( 333 tktV   движения суппортов продоль-

ных и поперечных перемещений, а также скоростей упругих де-

формационных смещений вершины инструмента относительно 

суппорта )(1 tv , )(3 tv ; )(0 tR  -   радиус детали в рассматривае-

мой точке, соответствующей моменту t (рис. 81).  

В (137) принято во внимание, что главная составляющая 

силы резания (сила, действующая в направлении скорости реза-

ния) зависит от текущих значений величины подачи и припуска 
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при неизменной скорости резания. В частности, если следовать 

гипотезе, что силы пропорциональны площади срезаемого слоя, 

то  

})]()()][()([)]()([)({)(

44 /1

1

0

11333

/1

333002

)4(   


ddvkvkdvktRRtM

t

t

tt

t

C

, (138) 

где     - давление стружки на переднюю поверхность инст-

румента;  

       2     - угловой коэффициент, определяющий проек-

цию силы на направление  2X . В общем случае три проекции 

силы определяются следующими угловыми коэффициентами 

},,{ 321  ; 

 1k ,  
3k - коэффициенты, определяемые передаточным от-

ношением редукторов преобразования частот вращения серво-

двигателей в соответствующие линейные скорости движения суп-

портов продольных и поперечных перемещений.   

 Кроме этого в (137) и (138) принято, что текущие значе-

ния величины подачи )(tSP  и глубины резания )(ttP  определя-

ются соотношениями 

  






















,)]()([)(

;)]()([)(

1

0

1

33

dvVtt

dvVtS

t

P

t

Tt

P

,    (139) 

где )()( 111 tktV  , )()( 333 tktV   - скорости продольно-
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го и поперечного движения суппорта; 
dt

dX
tv 1

1 )(  , 
dt

dX
tv 3

3 )(   

- соответственно скорости упругих деформационных смещений 

вершины инструмента относительно суппорта.  

 Тогда второе уравнение в (135) в развернутом виде можно 

представить следующей системой  



































})]()([)(}{)]()([{)()()(
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})]()([)(}{)]()([{)()()(

1

0

1033233,323,213,1

1

0

1033232,322,212,1

1

0

1033131,321,211,1

dvVtRdvVtXсtXctXс

dvVtRdvVtXсtXctXс

dvVtRdvVtXctXctXс

tt

Tt

tt

Tt

tt

Tt

   (140) 

где )(0 tR - известная функция изменения радиуса заготов-

ки до обработки; 

 
T},,{ 321    - вектор угловых коэффициентов ориен-

тации сил;  

)(1 t  и  )(3 t  скорости упругих деформаций подсистемы 

инструмента в продольном и поперечном направлениях;  

4/1 T - время одного оборота вращения шпинделя;  

3,2,1,],[ ,  kscc ks  - матрица жесткости подсистемы инст-

румента 

Упругие деформационные смещения в (140) есть величины 

малые, поэтому квадратичными членами в этом интегральном 

преобразовании можно пренебречь. Тогда выражения в (140) 

можно выразить через текущие значения величин подачи и глу-
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бины 
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(141) 

где 


dVtS

t

t

P 




4/1

3

)0( )()(  - величина подачи на оборот без 

упругих деформаций; 

t

P VtRtt
0

10

)0( )()()(  - величина при-

пуска без учета упругих деформаций. Обозначим 

)](),([)( 43
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)](),([)()( 10
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10 ttRVtR
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t

   ,  тогда технологические режи-

мы определяются следующей системой  
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ttttRфtt

tttфtS

P

tP

SP

P

P

                             (142) 

где )(tVP  - скорость резания;  

)(tR  - текущее значение радиуса детали. 

 Подчеркнем, что траектории исполнительных элементов 

станка задают в (141) текущие значения технологических режи-

мов, которые с учетом матриц жесткости определяют дефор-
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мационные смещения. Например, при варьировании скорости про-

продольной подачи происходит перераспределение упругих 

формационных смещений, влияющих на подачу, и величины по-

дачи, определяемой по величине скорости продольных переме-

щений. Поэтому стационарное состояние при переходе от одной 

скорости подачи к другой, или при врезании инструмента в заго-

товку, определяется из условия )()( 33 TtXtX  . 

 Таким образом,  из систем (135, 141) можно поставить за-

дачу вычисления траекторий )(1 t , )(3 t  и )(4 t , или соответ-

ствующих им траекторий )(1 lV , )(3 lV  и )(4 l , при которых обес-

печивается требование к точности изготовления детали. Траекто-

рия формообразующих движений вершины инструмента относи-

тельно заготовки, определяющая геометрию формируемой дета-

ли, складывается из траектории движений исполнительных эле-

ментов станка и упругих деформаций, то есть 

)()()( )0()( tXtXtX ф  . Показатели микрорельефа и другие 

характеристики, зависящие от траекторий исполнительных эле-

ментов, учтем в ограничениях.  

В частности, для случая продольного точения вала (напри-

мер, обработка на участках А-B и С-D (см. рис. 81) при управле-

нии процессом необходимо обеспечить постоянство диаметра де-

тали, тогда управление выбирается исходя из требования     

                             0)()()( 1

)0(

1

)(  lXlXlR ж
           (143)                               

где )()( lR ж
 - заданное требуемое по чертежу значение ра-

диуса детали в точке l ; 
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)()0(

1 lX - программно задаваемое значение положение суп-

порта по направлению, нормальному к оси вращения заготовки;  

)(1 lX  - вычисленные значения упругих деформационных 

смещений вершины инструмента. 

Для случая точения детали сложной геометрической фор-

мы, например, обработка точением участка В-С (рис. 81), который 

допускает линейную интерполяцию, при управлении необходимо 

поддерживать такое соотношение скоростей продольного и попе-

речного перемещения, чтобы траектория движения суппортов 

соответствовала заданной траектории.  Кроме того обеспечить 

постоянство заданных по условиям точности упругих деформаций 

инструмента в направлении, нормальном к оси вращения шпин-

деля. В данном случае инвариантное многообразие выбирается 

следующим образом  

                    









0)()()(

0)()(

10,1

)(

2

131

lXlXlR

lkl

ж

p
                 (144) 

где pk  - коэффициент пропорциональности скоростей по-

дачи; 
T},{ 21   .  

    Таким образом, задача синтеза сводится к определению 

вектора 
TlUlUlUlU )}(),(),({)( 431 так, чтобы координаты вер-

шины инструмента относительно заготовки двигались по много-

образию  , или из начального состояния (в некоторой допусти-

мой области) притягивались к многообразию   , и в дальнейшем 

двигались по этому направлению. Таким образом, многообразие  

  должно быть аттрактором, то есть асимптотическим устойчи-
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вым как для подсистемы «медленных» движений, так для подсис-

темы «быстрых» движений.  

Если существует множество траекторий «медленных» дви-

жений исполнительных элементов станка 

Tllll )}(),(),({)( 431   , обеспечивающих движений верши-

ны инструмента относительно заготовки по многообразию  , и 

ему соответствует множество управлений 

U

TlUlUlUlU  )}(),(),({)( 431 , то  именно на этом множест-

ве строится программа ЧПУ для обработки рассматриваемого из-

делия. В производстве на конкретном оборудовании при изготов-

лении конкретной детали, как правило, имеется справочник, ко-

торый рекомендует выбрать технологические режимы для обес-

печения заданного качества детали, поэтому введем рассмотре-

ние множество технологических режимов 
T

T

PPP VtS },,{ )0()0(
, 

при котором обеспечивается заданное качество детали.  

Таким образом, определение функции управления )(tU  

выполняется в несколько этапов.  

На первом этапе определяются множество технологиче-

ских режимов 
T

PPP lVltlS )}(),(),({ )0()0(
, обеспечивающих заданное 

геометрическое качество детали. Если существует решение 

T

PPP lVltlS )}(),(),({ )0()0(
, то ему соответствуют желаемые траекто-

рии движений исполнительных элементов станка 

Tlll )}(),(),({ 431  . Траектории  
Tlll )}(),(),({ 431  легко 

перечисляются в функции времени 
Ttttt )}(),(),({)( 431   .   

На втором этапе определяется функция управления 
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TtUtUtUtU )}(),(),({)( 431  на основе прямой постановки 

Ttttt )}(),(),({)( 431    в систему (135).  

При определении множества траекторий 

Ttttt )}(),(),({)( 431     и соответствующего ему множества 

управления 
TtUtUtUtU )}(),(),({)( 431  необходимо обеспечить 

условия 
UtU )( , где  

U  - множество допустимых управле-

ний, которое учитывает физически допустимые вариации напря-

жений якорей двигателей. Кроме того полученная функция 

управления 
TtUtUtUtU )}(),(),({)( 431  должна обеспечить 

асимптотическую устойчивость траекторий. Необходимо отметить, 

что в зависимости от требований к показателям геометрического 

качества на данном оборудовании многообразия   
могут не су-

ществовать.  

Проектируемые таким образом траектории, как уже указано 

должны быть устойчивыми как для подсистемы «медленных» 

движений, так и для подсистемы «быстрых» движений. Поэтому 

остановимся на проблеме устойчивости подсистемы «быстрых» 

движений. Что касается подсистемы «медленных» движений, то 

обеспечение ее устойчивости осуществляется традиционными 

способами на основе введения соответствующих обратных связей 

по положению и скорости исполнительных элементов.  

 

 

 

7.3. Обеспечение устойчивости подсистемы «быст-
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рых» движений 

  

Рассмотрим уравнение подсистемы «быстрых» движений в 

общем виде  

          
)](),(,,[ )0()0(

2

2

tttS
dt

dX
XFcX

dt

dX
h

dt

Xd
m PP ,  (145) 

где TXXXX },,,{ 621   - упругие деформации (координаты 

состояния); 

)](),(,,[ )0()0( tttS
dt

dX
XF PP  - вектор-функция, раскрывающая зави-

симость сил резания от координат состояния и технологических 

режимов;  

chm ,,  - положительно определѐнные симметричные матрицы 

размерности 66  соответственно обобщенных масс, коэффици-

ентов демпфирования и жесткости. 

 В уравнении (145) )(),( )0()0( tttS PP
 функции изменения 

технологических режимов, задаваемые траекториями управляе-

мых исполнительных элементов станка. Здесь эти функции счи-

таются заданными. Этим функциям соответствуют траектории 

формообразующих движений инструмента относительно заготов-

ки, состоящая из траектории движения исполнительных элемен-

тов станка dttdXtX /)(),( )0()0(
 и траектории упругих деформа-

ционных смещений )(tX 
. Траектория )(tX 

 названа стацио-

нарной траекторией, являющаяся траекторией «медленных» дви-

жений.  
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 Пусть задана траектория ),(* tX определяемая установив-

шейся реакцией на )(),( )0()0( tttS PP
 невозмущенной системы (145). 

Тогда для вариаций )(tx , т. е. )()()( txtXtX  
, имеем сис-

тему  

                    
),,(

2

2

dt

dx
xXcx

dt

dx
h

dt

xd
m   ,  (146) 

где ),,(
dt

dx
xX   - новые нелинейные функции, причем 

0)0,0,( X .  

Если следовать классической терминологии теории устой-

чивости, то )(tX 
 - есть невозмущѐнная установившаяся реак-

ция подсистемы «медленных» движений. Свойства (146) в вариа-

циях относительно )(tX 
 определяются  

                   
0

2

2

  xc
dt

dx
h

dt

xd
m ,                        (147) 

где   ksmm , ; 













)/(
,

dtdx
hh

k

s

ks


; 

,
)(

, 













k

s

ks
x

cc


6,2,1, ks . 

Причем в (147) матрица инерции   6,,2,1,,,  ksmm ks
 в 

общем случае характеризуется тензорными свойствами. Однако 

во многих случаях матрицу инерции можно представить в диаго-

нальном виде. Тогда обобщенные массы 1m  с координатами 

321 ,, xxx  и 2m  с координатами 654 ,, xxx  характеризуют про-
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странственные упругие деформационные смещения соответствен-

но инструмента и заготовки. В частности, если обрабатываемая 

заготовка не имеет деформаций, то со стороны инструмента с 

массой 1m  3,2,1,],
)/(

[)( 



 ks

dtdx
h

k

sP 
 и 

3,2,1,],
)(

[)( 



 ks

x
c

k

sP 
 - соответственно матрицы скоростных 

коэффициентов и динамической жесткости процесса резания. 

Подчеркнем, что 
)/( dtdxk

s



  и 
)( k

s

x

  зависят от траектории )(tX 
, 

технологических режимов и динамической характеристики про-

цесса резания ),,(
dt

dx
xX   в вариациях относительно этой тра-

ектории.  

 Исходные динамические подсистемы без процесса реза-

ния, задаваемые матрицами m , h , c  (левые части в (146)), как 

правило, имеют постоянные параметры. Эти матрицы являются 

положительно определенными и симметричными, так как динами-

ческая структура станка, как правило, является неизменной, а 

силовые и диссипативные функции обладают потенциальными 

свойствами. Напомним, что диссипативная функция при модели-

ровании динамики машин вводится в форме Релея. Однако при 

переходе к (147) суммарные матрицы h  и c  уже не обладают 

симметричными свойствами, так как в общем случае 

s

k

k

s

xx 






 
 и 

)/()/( dtdxdtdx s

k

k

s








 
. Поэтому свойства (147) в результате 
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влияния сил резания принципиально меняются. Во-первых, 

)(tX 
 в общем случае есть функция времени, поэтому коэффи-

циенты )()(

, tс
x

Р

ks

k

s 



 и )(

)/(

)(

, th
dtdx

Р

ks

k

s 



 также зависят от 

времени. Эти коэффициенты не только соизмеримы, но и, как 

правило, превышают коэффициенты жесткости и диссипации под-

систем станка без процесса резания. Они постоянны лишь при 

условии, что в (146) consttSP )()0(
, constttP )()0(

. Во-вторых, 

матрицы с  и h  не являются симметричными, т. е. 

                          
)()( кс ссс   ; 

)()( кс hhh   ,  (148)  

где ])([
2

1)( Tс ccс   , ])([
2

1)( Tс hhh    - симметричные 

части матриц жѐсткости и диссипации, отвечающие за потенци-

альные свойства; 

])([
2

1)( Tк ccс   , ])([
2

1)( Tк hhh    - кососимметричные 

матрицы, имеющие структуру 































0;

0

)(

,,

)(

,,

)(

к

ks

к

ks

к

с

с

с  и 































0;

0

)(

,,

)(

,,

)(

к

ks

к

ks

к

h

h

h .  

Характерной особенностью сил, формируемых матрицей 

)(кh , является то, что их работа при движении координат состоя-

ния по замкнутому контуру относительно стационарной траекто-
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рии (на виртуальных перемещениях) равна нулю. Силы же, фор-

мируемые матрицей 
)(сh , если она является положительно опре-

деленной, всегда направлены против движения и совершают ра-

боту. Сама же матрица 
)(сh  связана с диссипативной функцией 

Релея, которая, как известно, определяет мощность сил диссипа-

ции. Несмотря на то, что силы, определяемые матрицей 
)(кh , не 

совершают работу, они могут способствовать стабилизации точки 

равновесия, так как они характеризуют гироскопические силы. 

Что касается матриц 
)(сс  и 

)(кс , то силы, формируемые их эле-

ментами, совершают работу при движении по замкнутому контуру 

матрицами 
)(кс  и не совершают работу матрицами 

)(сс . Более 

того, если матрица 
)(сс  является положительно определенной, то 

за счет элементов 
)(кс  система может потерять устойчивость 

движения.  

 Отметим следующие преобразования динамической харак-

теристики процесса резания, непосредственно влияющие на по-

терю устойчивости стационарной траектории )(tX 
. 

Первый случай, наиболее важный для технических при-

ложений, соответствует неизменным внешним условиям функцио-

нирования систем резания, то есть consttSP )()0(
, 

constttP )()0(
. Значению constSP )0(

, consttP )0(
 соответст-

вует constX 
 - точка равновесия в пространстве состояния 

динамической системы резания. Координаты этой точки рассмат-

риваются в подвижной системе координат, задаваемой траекто-
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риями «медленных» движений исполнительных элементов. Мат-

рицы динамической жесткости 
)(Рc  и скоростных коэффициентов 

)(Рh  процесса резания есть постоянные. Здесь на примере базо-

вой динамической системы процесса резания, введѐнной в рас-

смотрение во второй главе, остановимся на влиянии кососиммет-

рических матриц на устойчивость точки равновесия. Для этого 

рассмотрим динамическую систему (147) для 2N  и выделим в 

ней симметричные и кососимметричные члены 

                   0)()()()(

2

2

  xc
dt

dx
hxc

dt

dx
h

dt

xd
m kkcc

  (149) 

и выясним влияние кососимметричных членов на устойчивость 

точки равновесия.  

В качестве стационарной траектории рассмотрим точку 

TXXX },{ 21

  .  Поэтому матрицы  chm ,,  имеют постоян-

ные параметры. Устойчивость точки равновесия зависит от мат-

риц 
)()()()( ,,, kkcc chch 
. Для определения влияния динамической 

характеристики процесса резания на устойчивость 
X  вначале 

проанализируем свойства (149) в предположении, что 

0,0 )()(  

kk ch . Тогда силовая функция процесса резания 

должна обладать потенциальными свойствами. Пусть матрица 

)(сс  является положительно определенной. Тогда для анализа 

устойчивости равновесия можно ввести в рассмотрение функцию 

энергии 

                                        

}{
2

1
xcx

dt

dx
m

dt

dx
E  , 

но с учѐтом того обстоя- тельства, что m  и c  являются 
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симметричными и их элементы есть постоянные величины, 

ведливо  

                              

}{
2

2

2

2

cx
dt

xd
m

dt

dx

dt

dx
cx

dt

xd

dt

dx
m

dt

dE
 .    

 Следовательно, для автономного случая с учетом сделан-

ного предположения 0,0 )()(  

kk ch  справедливо 

dt

dx
hcx

dt

xd
m 

2

2

, т. е. 

                                 0
dt

dx
h

dt

dx
-         (150) 

- условие устойчивости системы по Ляпунову и 

0
dt

dx
h

dt

dx
 - условие асимптотической устойчивости. При до-

казательстве устойчивости не наложено никаких ограничений на 

порядок дифференциального уравнения. Поэтому это условие яв-

ляется общим для рассматриваемого класса систем.  Кроме этого 

при определении условий устойчивости не было наложено  огра-

ничений на элементы матрицы h . Получаем достаточно простое 

условие асимптотической устойчивости равновесия динамической 

системы резания.  Если матрицы m  и c  являются симметричны-

ми и положительно определенными с постоянными коэффициен-

тами, то динамическая система резания имеет положение равно-

весия асимптотически устойчивым, если матрица h  является по-

ложительно определенной на всем наблюдаемом временном от-

резке.  

Условие (150) является интуитивно понятным, так как  при 
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0
dt

dx
h

dt

dx
 во время движения в систему вводится дополни-

тельный источник поглощения энергии. Сами же диссипативные 

силы не способны «раскачать» динамическую систему даже в том 

случае, если переменная составляющая их вариаций совпадает с 

собственной частотой системы. В связи с этим отметим, что при 

равенстве нулю диссипативных сил динамическая система реза-

ния не может быть асимптотически устойчивой, а лишь устойчи-

вой по Ляпунову. Кроме того требование 

1

2

2

1

x

F

x

F









 является 

известным условием Стокса, консервативных свойств системы, 

если в системе 0h . Поэтому добавление в систему диссипатив-

ных составляющих (зависимых или независимых от времени), но 

удовлетворяющих (150) при всех значениях времени преобразует 

устойчивую, по Ляпунову, систему в асимптотически устойчивую.  

Мы получим два важных условия. 1). Если за счет влияния 

динамической связи, формируемой процессом резания, симмет-

ричная суммарная матрица упругости системы становится отрица-

тельно определенной, то любые вариации матрицы скоростных 

коэффициентов не могут стабилизировать равновесие. 2). Если за 

счет влияния динамической связи симметричная матрица скоро-

стных коэффициентов стала отрицательно определенной, то лю-

бые вариации матрицы упругости также не могут стабилизировать 

точку равновесия.  

 Если 0)( 

ch , 0)( 

kc , 











0;

;0
)(

h

h
h k

 и матрицы 

)(, ccm 
 положительно определенные, то система, не смотря на 
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наличие коэффициентов при первых производных, остаѐтся ус-

тойчивой по Ляпунову, но не асимптотически устойчивой. Пока-

жем это на простом примере для 2N . Очевидно, что характе-

ристическое уравнение в этом случае представляет выражение 

0)())(( )(

,1,2

)(

,2,1

)(

,2,2

)(

,1,1

22)(

,2,2

)(

,1,1

42  

cccccc ccccphccmpm

, 

для которого справедливо 0)(

,1,2

)(

,2,1

)(

,2,2

)(

,1,1  

cccc cccc , 

 

2)(

,1,2

)(

,2,1

)(

,2,2

)(

,1,1

22)(

,2,2

)(

,1,1 )(4))(( mcccchccm cccccc
 

0))(2(4)( )(

,2,2

)(

,1,1

222)(

,1,2

)(

,2,1

2)(

,2,2

)(

,1,1

2  

cccccc ccmhhmccccm , т. е. ха-

рактеристический полином имеет два мнимых комплексно сопря-

жѐнных корня. Причем это утверждение справедливо и для ква-

зилинейных систем, когда матрица ),()()( txhh kk

  . Следователь-

но, гироскопические силы не могут преобразовать устойчивую по 

Ляпунову систему в асимптотически устойчивую. Приведѐнные 

здесь положения, включенные в формулировку задачи устойчиво-

сти, принципиально не содержат новой информации в задачах 

устойчивости систем. Однако они используются в дальнейшем при 

изучении механизмов потери устойчивости подсистемы «быст-

рых» движений.  

 Второй случай. Будем считать, что 

)()0()0( tSS PP  , )()0()0( ttt PP  .Тогда )(tXX   . Следовательно, 

)(thh    и )(tcc   . Тогда для анализа устойчивости необ-

ходимо рассматривать систему  

             0)()(
2

2

  xtc
dt

dx
th

dt

xd
m   (151) 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Основы анализа и синтеза нелинейных систем  управления 

 
 

217 

 Система (151) имеет матрицы скоростных коэффициентов 

и упругости с переменными параметрами. В этом случае для ана-

лиза устойчивости необходимо использовать теорию устойчиво-

сти решений систем с переменными параметрами. Для рассматри-

ваемой области важно рассмотреть случай 

,...2,1),()( )0()0,0(  kkTttttt PPP
. Тогда мы имеет систему с 

периодически изменяющимися коэффициентами. Например, об-

рабатывается заготовка, установленная в зажимном приспособле-

нии с эксцентриситетом. Существуют и другие факторы формиро-

вания периодически изменяющихся коэффициентов. 

 Тогда 
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. Для инженерных приложений наибольшее значение имеет слу-

чай, который удовлетворяет следующим требованиям. 1). Вариа-

ции припуска на порядок меньше глубины срезаемого слоя. 2). 

Частотный состав вариаций припуска на порядок меньше первой 

собственной частоты подсистемы режущего инструмента. Тогда 

справедливо  
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         (152) 

где   с соответствующими индексами есть малые парамет-

ры. В этом случае систему (4.7) можно представить в виде  

                                  

xh
dt

dx
hxc

dt

dx
h

dt

xd
m ccph )()()()(

2

2

  
,                   (153) 

где h , c - соответственно матрицы скоростных коэффи-

циентов и упругости с постоянными параметрами;  
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  .  

 Следуя асимптотическим методам, изложенным ранее, с 

учетом принятых допущений система (153) будет асимптотически 

устойчивой, если устойчива порождающая система  

            
0)0()0(

2

2

  xc
dt

dx
h

dt

xd
m ,     (154) 

где 
)0(

h , 
)0(

с  - значения матриц 
h  и  

с  при 0 . 

В критических случаях, когда корни характеристического 

полинома, соответствующего системе (154) расположены слева от 

мнимой оси, но близки к ней, необходимо рассматривать множе-

ства корней на отрезках изменения параметров  
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 В том случае, если указанные предположения не справед-

ливы, то для анализа устойчивости необходимо воспользоваться 

теорией Флоке, основные положения которой изложены ранее.   

 Изложенные в главе материалы позволяют сделать сле-

дующие заключения о направлениях анализа и синтеза систем 

управления процессами обработки на металлорежущих станках.  

 1). При анализе и синтезе необходим системный подход. 

Он заключается в том, что станок вместе с процессом обработки 

рассматривается как единая система. Система станка включает 

подсистемы приводов исполнительных элементов, а также дина-

мическую связь, формируемую процессом резания в траекториях 

формообразующих движений инструмента относительно заготов-

ки. 

 2). При анализе и синтезе системы целесообразно исполь-

зовать принцип разделения движений, основанный на асимптоти-

ческих свойствах систем дифференциальных уравнений, имеющих 

малый параметр при старшей производной. В этом случае система 

представляется в виде иерархии двух взаимосвязанных подсис-

тем. Подсистемы «медленных» и «быстрых» движений.  

 3). В задачу синтеза входит определение управления 

(программы ЧПУ), которое строится по многообразию траекторий 

исполнительных элементов, обеспечивающих такие траектории 
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формообразующих движений инструмента относительно заготов-

ки, которые формируют деталь, имеющей требуемые показатели 

точности. 

 4). Проектируемые траектории должны быть аттрактора-

ми, то есть характеризовать притягивающие многообразия, как 

для подсистемы «медленного», так и «быстрого» времени.   
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Реальные объекты управления являются нелинейными и 

их свойства часто существенно отличаются от свойств линейных 

систем. Именно за счет нелинейных связей в системах управления 

возможно существование стационарных состояния (притягиваю-

щих многообразий), которые принципиально не существуют в ли-

нейных системах. Это многообразия тапа предельных циклов, ин-

вариантных торов, странных (хаотических) аттракторов. Таким 

образом, нелинейные системы имеют существенно более разно-

образные свойства по сравнению с линейными. Кроме этого не-

линейные законы управления позволяют формировать свойства 

системы, не существующие в линейных системах. Например, 

практически все оптимальные законы управления приводят к не-

линейным законам управления. Все это показывает, что изучение 

нелинейных систем необходимо, не столько для повышения точ-

ности моделирования и исследования систем управления, сколько 

для изучения новых свойств систем управления не существующих 

в линейных системах.    
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