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ВВЕДЕНИЕ 

 
При проектировании современных систем управления тех-

нологическими процессами и производствами необходимо учиты-

вать высокие требования по качеству процессов, прорекающих в 
таких системах, и качеству выпускаемой продукции. Также добав-

ляются требования по обеспечению определенных технических, 
временных и других нормативов и все это жестко ограничивается 

рамками инвестиций. Проектирование в этом случае сводиться к 
решению задачи определения структуры и параметров системы 

управления, которые обеспечат решение всех вышеперечислен-

ных задач наилучшим образом. В теории управления принято 
называть наилучшее решение оптимальным, а системы, реализу-

ющие такие решения, оптимальными системами управления.  
В своей повседневной деятельности мы привыкли пола-

гаться на цифры, которые позволяют дать количественный ана-

лиз всех событий и процессов сопровождающих нас. Так Антуан 
де Сент-Экзюпери сказал по этому поводу следующее: “Взрослые 

очень любят цифры… Когда говоришь взрослым: «Я видел краси-
вый дом из розового кирпича, в окнах у него герань, а на крыше 

голуби» - они никак не могут представить себе этот дом. Им надо 
сказать: «Я видел дом за сто тысяч франков», - тогда они воскли-

цают «Какая красота»”. В теории оптимального управления также 

необходимо сначала сформулировать количественную задачу 
управления, а уже потом искать метод или способ, обеспечиваю-

щий ее наилучшее решение. При таком подходе наилучшее реше-
ние, как правило, доставляет минимум или максимум некоторой 

функции или функционала.  

В математике решение задач на поиск минимумов или мак-
симумов получило название выпуклый анализ, а сами задачи ста-

ли выпуклыми экстремальными задачами. Около трехсот лет 
назад выяснилось, что некоторые задачи естествознания, а имен-

но, что многие законы природы, допускают вывод из так называ-

емых «вариационных принципов», согласно которым истинное 
движение механической системы, света, электричества, жидкости, 

газа и т.п. можно выделить из произвольной совокупности допу-
стимых движений тем, что они минимизируют или максимизируют 

некоторые величины.  
В 20-м столетии потребности техники, в частности космиче-

ской, выдвинули серию задач, которые также не поддавались ва-

риационному исчислению. Для решения таких задач была разра-
ботана новая теория, получившая название теория оптимального 
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управления. Основной метод в теории оптимального управления 

был разработан в пятидесятые – шестидесятые годы советскими 
математиками Л.С. Понтрягиным и его учениками. 

Для современных систем управления, функционирующих в 

условиях, изменяющихся во времени параметров самой системы 
управления и параметров воздействия окружающей среды, стало 

необходимостью определять не только оптимальные управления, 
но и разрабатывать алгоритмы и законы позволяющие варьиро-

вать оптимальное управление в случаях таких изменений. Систе-
мы управления способные изменять закон управления в зависи-

мости от изменяющихся параметров внешней среды либо пара-

метров самой системы принято называть адаптивными системами. 
Адаптивные алгоритмы управления получили распространение 

сравнительно недавно, но на сегодняшний день разработка таких 
систем является наиболее перспективным направлением проекти-

рования систем управления. 

Руководство к практическим занятиям предназначено для 
подготовки бакалавров и магистрантов, проходящих подготовку 

по направлениям 27.03.04  и 27.04.04 «Управление в технических 
системах».  

1 СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ МЕТОДОМ 
КЛАССИЧЕСКОГО ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

ДЛЯ БЕЗУСЛОВНОГО ЭКСТРЕМУМА 

Задача №1 
Определить методом классического вариационного исчис-

ления кривую экстремаль x0(t), проходящую через заданные точ-
ки x0 и x1 в моменты времени t0 и t1, на которой достигает экстре-

мума функционал семейства оптимальной САУ. 

 
1

0

,)( 222

t

t

dtxxJ   

где  - заданное число; t0 – начало функционирования САУ; 

t1 – конец функционирования САУ. 

А л г о р и т м  р е ш е н и я  

1. Определение подынтегральной функции 0 функционала 

качества, непрерывно дифференцируемой по x и x ; 

2. Определение исходного уравнения Эйлера для опреде-
ления экстремума функционала качества x0(t); 

3. Подстановка подынтегральной функции в уравнение Эй-
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лера; 

4. Определения постоянных интегрирования для отыскания 
экстремали x0(t). 

Решение задачи 

1. поскольку 222
0

222 2)(
1

0

xxdtxxJ

t

t

     

2. Уравнение Эйлера 

,00
0


xд

д

dx

d

дx

д




 

определяем 

x
xд

д
x

дx

д



20

0

2;2 


  

3. Уравнение Эйлера примет вид 

0
2

2
2


дt

x
x


 

или 

022 2  xx   

или 

0
1

2
 xx


  

4. Решение уравнения 


tt

ecectx  21)(  

5. Определим c1 и c2 из уравнений  


00

210

tt

ececx  ; 
11

211

tt

ececx   

 











)()(
01

2)(
10

1
1010

10

)10(
10

01

;
tttttt

ee

exex
c

ee

exex
c

tt

tt

tt






















 

 

Задача №2 

Требуется перевести объект из начальной точки x(t0)=x0=2 
при t0=0 в конечную точку x(t1)=x1=4 при t1=1, таким образом, 
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чтобы доставить экстремум функционалу. 

 
1

0

,)4,0( 222

t

t

dtxxJ   для =0,2 

Уравнение Эйлера для экстремалей функционала 

,00
0


xд

д

dx

d

дx

д




 

где )4,0(~ 222
0 xx    

Решая уравнение, получим 

08,0 2  x
dt

d
x   

Уравнение Эйлера для экстремалей функционала примет 
вид  

08,0 2  xx   

Подставляем значение  и переходим к операторной форме 

записи 

0)(08,0)(8,0 2  ppXpX  

Находим корни уравнения 

10008.08,0)(( 2  pppX  

Получим общее решение уравнения 
ptpt ecectX  21)(  

Используя граничные условия определим значения посто-

янных c1 и c2. 
При x0=2, t0=0, x1=4, t1=1 получаем систему двух уравнений 









 10
2

10
1

21

4

2

eceс

cc
 















1

)42(

2

102

1010

2

21

e

ee
c

cc

 

Решая систему, получаем 

83,1,17,0 21  cc  

Частное решение, проходящее через граничные точки x0, x1 
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и доставляющее экстремум функционалу примет вид 
ptpt eetx  83,117,0)( . 

 

Задача №3 
Определить методом классического вариационного исчис-

ления кривую экстремаль x0(t), проходящую через заданные точ-
ки x0 и x1 в моменты времени t0 и t1, на которой достигает экстре-

мума функция качества оптимальной САУ  
1

0

)( 242

t

t

dtxxJ   

при граничных условиях x(t0)=x0, 
)1(

00)( xtx  , x(t1)=x1, 

)1(
11)( xtx  ; где 

)1(
11

1
00 ,,,, xxxx  - заданные числа. 

А л г о р и т м  р е ш е н и я  

1. Определение подынтегральной функции 0 функционала 

качества, непрерывно дифференцируемой по x и x ; 

2. Определение исходного уравнения Эйлера - Пуассона 

для определения экстремума функционала качества x0(t); 
3. Подстановка подынтегральной функции в уравнение Эй-

лера – Пуассона с учетом преобразования Лапласа; 

4. Определение функции x(t) или экстремали функционала 
J(x(t)). 

Р е ш е н и е  з а д а ч и  

1. )( 242
0 xx    

2. .00

2

2
0

0


xд

д

dt

d

xд

д

dt

d

дx

д




 

Найдем экстремали функционала 

 
1

0

)( 242

t

t

dtxxJ   

при граничных условиях 
)1(

1111

)1(

0000 )(;)(;)(;)( xtxxtxxtxxtx   . 

Вычислим вначале 

,2/;2/ 4

00 xxддxдxд     

тогда уравнение Эйлера – Пуассона имеет вид 

.04  IVxx   

Характеристический по- лином этого уравнения 
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).12)(12(1)( 222244  ssssssd   

Его корни 

.
2

1

2

1
;

2

1

2

1
4,32,1


jsjs   

И, таким образом, экстремаль функционала имеет вид 

)1(
2

1

4

)1(
2

1

3

)1(
2

1

2

)1(
2

1

1)(
jjjj

ecececectx


  . 

где )4,1( ici определяются из граничных условий 

)1(

1111

)1(

0000 )(;)(;)(;)( xtxxtxxtxxtx   . 

 

2 СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ МЕТОДОМ 
КЛАССИЧЕСКОГО ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ  

ДЛЯ УСЛОВНОГО ЭКСТРЕМУМА 

Задача №1 

Найдем экстремали функционала 

)0()(
1

0

22   qdtuqxJ

t

t

 

на связях 

buaxx   

при граничных условиях 

x(t0)=x0; x(t1)=x1. 

В соответствии с методом решения задачи на условный экс-
тремум составим вспомогательный функционал 

 
1

0

1

0

),,(~)])(([ 0
22

1

t

t

t

t

dtuxdtbuaxxtuqxJ  

. 

))((~ 22
0 buaxxtuqx    

Уравнение Эйлера (Эйлера – Лагранжа) для безусловных 

экстремалей этого функционала имеют вид 

;0
~~

;0
~~

0
0

0
0


uд

д

dx

d

дu

д

xд

д

dx

d

дx

д




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.0
~~

0
0










д

д

dx

d

д

д
 

Принимая во внимание, что 

  xддддuдд  /~,0/~/~
000 , запишем эти уравнения 

соответственно в виде 

.;2;2 buaxxbuqxa    

Исключая переменную u, получим систему из двух уравне-

ний 

.2;
2

1 2 qxabaxx    

Дифференцируя первое уравнение с учетом второго, имеем 

).2(
2

1 2 qxabxax    

Исключая из этого уравнения переменную 

)(
5,0

1

2
axx

b
  , 

получим окончательно уравнение для экстремали x(t): 

.0)( 22  xqbax  

Решение этого уравнения имеет вид 

,)( 21
ptpt ecectx   

Используя граничные условия x(t0)=x0; x(t1)=x1, получим по-

стоянные c1 и c2. 
 

Задача №2 

Требуется перевести объект из начальной точки x(t0)=x0=2 
при t0=0 в конечную точку x(t1)=x1=6 при t1=2, таким образом, 

чтобы доставить экстремум функционалу. 

 
1

0

,)(
2

1
22

t

t

dtuqxJ  q=3 

Уравнение связей buaxx  , при a=2, b=1. 

В соответствии с методом решения задачи на условный экс-
тремум составим вспомогательный функционал 
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 
1

0

1

0

),,(~)]2)(()3[( 0
22

1

t

t

t

t

dtuxdtuxxtuxJ  

. 
Уравнение Эйлера (Эйлера – Лагранжа) для безусловных 

экстремалей этого функционала имеют вид 

;0
~~

;0
~~

0
0

0
0





uд

д

dx

d

дu

д

xд

д

dx

d

дx

д









 

.0
~~

0
0










д

д

dx

d

д

д
 

Решая эти уравнения, получим 

023 
dt

d
x


  

0u  

02  uxx  

Исключая переменную u, получим систему из двух уравне-
ний 

.23

;2









x

xx




 

Дифференцируя первое уравнение с учетом второго, имеем 

).23(2  xxx   

Исключая из этого уравнения переменную 

xx 2  , 

получим окончательно уравнение для экстремали x(t): 

.07  xx  

Запишем уравнение в операторной форме 

X(p)p2-7X(p)=0 

X(p)(p2-7)=0 
Корни уравнения 

7p  

Получим общее решение уравнения 
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ptpt ecectx  21)(  

Используя граничные условия x(t0)=x0; x(t1)=x1, рассчитаем 
постоянные c1 и c2. 









 72
2

72
1

0
2

0
1

6

2

ecec

eceс
 

                                                            













 72

72
1

2

21

6

2

e

ec
c

cс

 









7272
12

21

)6(

2

eecc

cс
 

Решая систему, получаем 
c1=0,03, c2=1,97 

Частное решение, проходящее через граничные точки x0, x1 

и доставляющее экстремум функционалу примет вид 
ptpt eetx  97,103,0)( . 

 
 

3 СИНТЕЗ   ОПТИМАЛЬНОГО   УПРАВЛЕНИЯ   МЕТОДОМ   
ПРИНЦИПА  МАКСИМУМА 

 
Задача №1 

Используя принцип максимума для объекта, описываемо-

го уравнением uxk  ,определить алгоритм оптимального урав-

нения, который обеспечивает перевод объекта из начального со-

стояния x(0)=(0), 0)0( x в конечное состояние 

0)(,1)(  TxTx  за минимальное время Т. Определить число 

переключений, моменты переключений и построить кривые 

управления u(t) и координат )(),( txtx  .На управляющее воздей-

ствие наложено ограничение uUмакс Параметры систе-

мы:.k=2;Uмакс.=0,5. 

Решение 
Для того, чтобы привести уравнение, описывающее объ-

ект к нормальному виду, введем фазовые координаты: 

.; 21 xxxx                                  (1) 
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Движение объекта с учетом (3.1) будет описываться си-

стемой уравнений 









.22

;121

fkux

fxx




                          (2) 

Запишем гамильтониан 

i

i

i fH 



2

1

 ,                            (3) 

где i  и i  – координаты векторов 


и f


. В дополнение к 

системе (2) составим систему уравнений для вспомогательных 

переменных i , где ,2,1i  используя следующую зависимость: 

.2,1,
2

1





 



i
x

f

dt

d

i

i

j

i
i 


 

Учитывая (3.2), получаем: 

02
1

2
1

1

11 
















 



x

f

x

f

dt

d
;              (4) 

12
2

2
1

2

12 





















x

f

x

f

dt

d
.          (5) 

Решение уравнений (4) и (5) имеет вид: 

tccc 12211 ;   ,                     (6) 

где с1  и с2  –  постоянные интегрирования. 

Выражение  для гамильтониана (3) принимает вид: 

kutckucxcffH 1212211 2
  .             (7) 

В выражении (7) рассмотрим член, зависящий от управ-

ления: 

  uktckcH  12 .                       (8) 

Так как при оптимальном управлении гамильтониан H  
принимает максимальное положительное значение, то слагаемое 

H  должно быть всегда положительным и наибольшим. 
Это будет, если алгоритм оптимального управления име-

ет вид: 

максUtu )( ,                            (9) 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Синтез систем управления движением 

 

 14 

где 

)( 12 ktckcsign  .                                                       (10) 

Оптимальное управление u(t) является кусочно-

постоянной функцией, принимающей значения максU , и имеет 

не более двух интервалов постоянства, так как линейная функция 

ktckc 12  меняет знак не более одного раза. 

Решение уравнения, описывающего заданный объект, на 

интервале управления при максUu    имеет вид: 





























,
2

)(

;)(

2
34

0

3

3

0

t
k

U
tccdtt

k

U
ctx

ct
k

U
dt

k

U
tx

макс
t

макс

макс
t

макс

       (11) 

10 tt  , 

где 1t  – продолжительность первого участка; 

 43, cc  – постоянные интегрирования. 

Используя начальные условия, определяем постоянные 

интегрирования: 









.0)0(

;0)0(

4

3

cx

cx
                            (12) 

Для момента времени 1t  координаты x  и x соответ-

ственно равны: 













.
2

)(

;)(

2
11

11

t
k

U
tx

t
k

U
tx

макс

макс
                          (13) 

На втором участке управления (после переключения 

управления) при максUu   координаты x  и x определяются 

следующими соотношениями: 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Синтез систем управления движением 

 

 15 






























;)(
2

))(()()()()()(

);()()()(

2
1111111

111

1

1

tt
k

U
tttxtxtxdttt

k

U
txtx

tt
k

U
txtxdt

k

U
tx

макс
t

t

макс

макс
t

t

макс



   (14) 

Ttttt  221 , . 

Для момента времени Tt 2  –  прихода системы в ко-

нечное состояние 1)( Tx , 0)( Tx  – справедливы следующие 

уравнения: 













.1)(
2

))(()()(

;0)()()(

2
1212112

1212

tt
k

U
tttxtxtx

tt
k

U
txtx

макс

макс




     (15) 

Подставляя численные значения параметров системы в 
выражения (3.11), (3.13) с учетом (3.12), имеем: 















;0

;125,0)(

;25,0)(

1

2

tt

ttx

ttx

                               (16) 









.125,0)(

;25,0)(
2
11

11

ttx

ttx
                              (17) 

После подстановки численных значений параметров в 
выражении (14), (15) с учетом (17) получаем: 















;

;125,025,005,0)(

;25,05,0)(

21

22
11

1

ttt

tttttx

tttx

                   (18)          









.1125,025,05,0

;2
2
2

2
121

21

tttt

tt
                    (19) 

Из выражения (19) определяем моменты переключения: 

секtсекt 4;2 21  . 

Из выражения (18) для координат движения системы на 

втором участке управления с учетом значений моментов пере-

ключения принимают вид: 
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













.

;125,01)(

;25,01)(

21

2

ttt

tttx

ttx

                         (20) 

На основании выражений (16) и (20) на рис. 1 представ-

лены кривые оптимальных процессов в системе. 
 

 
Рис. 1 

4 СИНТЕЗ   ОПТИМАЛЬНОГО   УПРАВЛЕНИЯ   МЕТОДОМ   

ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 

Задача №1 
 

Требуется определить уравнение Беллмана для оптимизации 
управления объектом 

2
1 x

dt

dx
  

ux
dt

dx
 1

2  

Заданы: краевые условия x(t0), x(tк); 
  ограничение на уравнение u uдоп; 

  критерий каче- ства 

0 
t 

с
ек 

2 4 

0,4 

0,8 

-0,4 

-0,8 

0 

0,5 

-0,5 

u
     x, 

x  

x  

u 

x 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Синтез систем управления движением 

 

 17 

 
кt

t

dtuxuxJ

0

min)(),( 22
1

. 

Решение 

Уравнение Беллмана в общем виде представляется так 





















),,(),,(),,(min 2

2
1

1
0 tux

dx
tux

dx
tux

dt допuu









 (21) 

Поскольку    
кt

t

dtuxttx

0

)(min),( 22
100  в явном виде не 

зависит от времени t, то 0




t


, а выражение (3.21) можно 

записать так 

0)()(min 1
2

2
1

22
1 





















ux

x
x

x
ux

допuu


. 

Минимизируем полученное выражение по управлению 

.
2

1
,02)()(

2

*

2
1

2
2

1

22
1

x
u

x
uux

x
x

x
ux

du

d






























  

Подставляя полученное выражение для u*, получаем уравне-

ние Беллмана в виде 

.0
4

1

;0
2

1

4

1

2

2
1

2
2

1

2
1

2
1

2
2

1

2

2

2
1






























































x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

xx
x





 

Полученное дифференциальное уравнение является нели-

нейным в частных производных и его решение связано со значи-

тельными трудностями. 
 

Задача №2 
 

Объект описывается уравнениями 

21
1 xux

dt

dx
 , 
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u
dt

dx
2 . 

Ставится задача перевода объекта из начального x(0) в конеч-

ное состояние x(T) за время T при минимизации функционала 

качества 

 

T

dtuxuxJ

0

22
1 )(),( . 

 
Решение 

Поставленным условиям соответствует уравнение Беллмана 





















u

x
xux

x
ux

Vu 2
21

1

22
1 )(min0


. 

Минимум правой этого уравнения обеспечивается следующим 

управлением: 




















2
1

1

*

2

1

x
x

x
u


. 

С учетом полученного выражения для 
*u  уравнения Беллмана 

принимает вид 

2

2
1

21

2

1

2
1

2

1

2
1

4

1

2

1

4

1
0 









































x
x

xx
x

x
x

x
x


. 

Решение этого уравнения для соответствующих граничных 

условий позволяет определить функцию ))(( tx , а по ней найти 

оптимальное управление. 

 
5 АНАЛИТИЧЕСКОЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ РЕГУЛЯТОРОВ 

 
Задача №1 

 
Уравнение процедуры аналитического конструи-

рования регулятора гирорамы.  Осуществим первый этап 

аналитического конструирования регулятора гирорамы. 
Опишем вначале физическое содержание задачи стаби-

лизации гирорамы, поскольку на примере решения этой задачи 
будут иллюстрироваться результаты, приведенные в этой и в сле-

дующих главах. 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Синтез систем управления движением 

 

 19 

Рассмотрим трехстепенной гироскоп в кардановом под-

весе (рис.2). Его уравнения имеют вид: 

;coscossin)()( 2
xВВЭЭВЭЭ MHnJJJJJ   

      (22) 

 
;cos

cossin)(2sincos)( 22

y

ВЭЭBHBВЭЭ

MHn

JJJJJJJ












     (23) 

где  – угол поворота наружной рамы относительно оси OY;  – 

угол поворота внутреннего кольца карданова подвеса относи-
тельно оси OX (угол прецессии); JН – момент инерции наружной 

рамы (кольца) относительно оси OY; JЭ – экваториальный момент 
инерции гироскопа; JВ, JВX, JВy – моменты инерции внутреннего 

кольца карданова подвеса относительно осей OZ, OX, OY соответ-

ственно, при этом JВX= JВy= JВЭ; Н – кинетический момент гиро-
скопа; Мx и Му – моменты относительно осей ОХ и ОУ соответ-

ственно; n, n – коэффициенты демпфирования. 

 
Рис. 2 

Гироскоп в кардановом подвесе используется (если уста-
новить на оси ОУ датчик угла) для измерения углов поворота 

движущегося объекта (например, ракеты) относительно оси ОУ. 
Однако из-за вредных моментов по этой оси (трения, дисбаланса 
и т. п.) гироскоп начинает «прецессировать» относительно оси 

ОХ, т. е. ось OZ начинает поворачиваться в направлении оси ОУ, 
и гироскоп теряет свойство быть индикатором поворота лета-

тельного аппарата. Явление прецессии следует непосредственно 

из уравнения (23), если в нем пренебречь всеми слагаемыми в 
левой части, кроме последнего слагаемого (так как H>>JЭ, JВЭ, JВ, 

n). Прецессию можно измерить, установив на оси ОХ датчик уг-

ла. Усилим этот сигнал и подадим его на двигатель, который раз-
вивает полезный момент, равный и противоположный по знаку 

вредному. Тогда прецессия прекратится и гироскоп будет сохра-

нять свои функции. Гироскоп в кардановом подвесе с системой 
стабилизации угла прецессии называется гирорамой. Ее схема 

приведена на рис. 2, где ДУП—датчик угла прецессии, ДМ—



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Синтез систем управления движением 

 

 20 

датчик момента (двигатель). 

Запишем уравнения (22), (23) в форме Коши. 
Пренебрегая значениями JЭ, JВЭ, JВ по сравнению с JН, 

полагая Мх=0 и вводя обозначения 

);/1;/1;1(;/;/;/ 321 срадсрадрадxxx НHHHHH   

 

;;; 22232 a
JJ

n
a

JJ

H
R

JJ

JJJ

ВЭЭВЭЭВЭЭ

BВЭЭ 













 

 

,; 

;;

313133

323

fmub
J

M
a

J

n

a
J

H
R

J

JJJ

H

y

H

HH

BЭЭB










 

запишем (22), (23) в виде 

11
2
321323222221 cossincos; xxxRxxaxaxxx   ;  (24) 

.sincos 3131123333312323 fmubxxxRxaxxax   (25) 

Разлагая правые части этих уравнений в ряд Тейлора в 

окрестности точки x1=x2=x3=0, получим уравнения первого при-

ближения 

,; 313133323233123222221 fubxaxaxxaxaxxx    (26) 

где u пропорционально моменту, развиваемому датчиком момен-
тов, а f пропорционально вредному моменту по оси OY. 

Полагая пока 0f , будем искать управление 

332211 xcxcxcu  ,                    (27) 

при котором на движениях гирорамы (возбужденных 

начальными отклонениями) минимизируется функционал 

).3,2,1;0()(

0

22
333

2
222

2
111  



iqdtuxqxqxqJ ii   (28) 

Переходя к решению этой задачи, запишем уравнения 

0 QPBPBPAPA ; PBC   процедуры АКОР. Первое 

из этих уравнений имеет вид 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Синтез систем управления движением 

 

 21 
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232212

131211
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2322

3332

2322

332313

232212

131211




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b
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b

р
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ррр

ррр
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ррр
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     (29) 

Это матричное уравнение можно записать в виде системы урав-

нений 

 

  

  

 

  

  .qbpapap

;bpbppapapapap

;pbpapapp

;bpbpapap

;bpbpapapp

;qbp

022

0

0222

0

0

0

33
2

312333232323

31333123332323221333232322

22
2

31232323222212

3133311333132312

312331133213221211

11
2

3113













 (30) 

(Из-за симметричности матрицы А число этих уравнений не n2=9, 

a n(n+1)/2=6.) 

На основе уравнений PBС   получим  

313323123231131 ,, bpcbpcbpc  .      (31) 

Таким образом, аналитическое конструирование регулятора гиро-
рамы (системы стабилизации гирорамы) сводится к решению ал-

гебраических уравнений (30) и нахождению искомых параметров 
регулятора (28) по формулам (31). 

Пусть заданы значения параметров гирорамы (27) и 
функционала оптимизации (29): 

.105;103;106,1

;10;1;3;10;300

9
33

8
22

12
11

3
313332

3
2322



 

qqq

baaaa
 (32) 

Подставляя в правые части уравнений (3.30) вместо 0 

соответствующие производные (так, в первом уравнении нужно 

подставить 11р , во втором  12р , в третьем  13р  и т.д.) и ре-

шая полученную систему из 6 дифференциальных уравнений с 
помощью метода Рунге-Кутта, получим: 

.10116;1044                     

;1092;106,12;10147;104,53

60
33

50
23

40
22

80
13

60
12

90
11





pp

pppp  (33) 

Искомые параметры регулятора на основе чисел (3.33): 

с1= 0,126107;  с2= 0,44104;  с3= 116103 .        (34) 
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Вследствие чего получим: 

u = 0,126107x1 + 0,44104x2 + 116103x3. 

6 ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ОБЪЕКТА 

УПРАВЛЕНИЯ 

 

Задача №1 
 

Рассмотрим объект управления с передаточной
 функцией 

01
2

0)(
aspp

b
pW


 ,                      (35) 

параметры k001 которой неизвестны и их требуется опре-

делить. Пусть для частот 

30;10 21                           (36) 

определены экспериментально числа 
4

2
3

1
4

2
3

1 107)(;103)(;104,5)(;10)(    VVUU     (37) 

Принимая во внимание, что в рассматриваемом случае 

 1
2

00 )(;)(;0)(;)( alaqdbc  , 

запишем систему 

),1()()()()()( nrVlUqc rrrrr    

),1()()()()()( nrVqUld rrrrr    

как 

)()()();()()( 2212
2
2001111

2
100  VUabVUab  (38)

)()()(0);()()(0 2
2
202211

2
10111  VUaVaUa  (39) 

Последние два уравнения не зависят от k0 и при число-
вых значениях (3.36), (3.37) принимают вид 

.63,0107102,16;3,010310 0
4

1
3

0
3

1
2   aaa

 

Решая эти уравнения, получим 

30;200 10  aa .                        (40) 

Подставляя полученные значения в любое из уравнений 

(38), заключаем, что  10 b . 
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7  ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ 

СИСТЕМЫ 
 Задача №1 

 

На рис. 3 изображена линия связи с активным сопротив-
лением R и переменной нагрузкой Rн. Напряжение U, приложен-

ное к линии, при изменении нагрузки не меняется. Параметры 

схемы: R=10 Ом,  U=400 В,  Rн=220 Ом. 

Определить характеристику передачи энергии по линии 

при изменении полезной нагрузки, т.е. зависимость мощности, 

выделяемой в нагрузке, от изменения сопротивления нагрузки 
P=f(Rн). 

 

 
Рис. 3 

Решение: 
Мощность, выделяемая на нагрузке, 

.
)( 2

н

2

н
2

н
RR

U
RIRP


               (41) 

Определим, при каком значении нR  мощность имеет 

максимум, для чего возьмем частную производную по нR  от вы-

ражения (3.41) и приравняем нулю: 

;0
)(

)(

2
н

н
2

н











RR

RRU

R

P
                (42) 

это справедливо в случае, если нRR  . 

Таким образом, мощность в нагрузке будет максималь-
ной при равенстве сопротивлений нагрузки и линии. 
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Рис. 4 

Строим теперь зависимость P=f(Rн), сводя расчеты в 

табл.1. 

Т а б л и ц а  1  

Rн, 
Ом 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Р, 
кВт 

2,2 3,26 3,75 3,95 4 3,96 3,89 3,78 3,68 2,0 

 

По данным табл.1 строим экстремальную характеристи-
ку, представленную на рис.4.  

 
Задача №2 

На рис. 5 представлена непрерывная экстремальная си-

стема, где ИМ  исполнительный механизм; W – объект регулиро-

вания; РЛУ – релейное логическое устройство. Объект управле-
ния безынерционный, а его статическая характеристика описыва-

ется уравнением .2 22 xkxy   

Параметры системы: v – скорость изменения входной ве-

личины;   время выхода в экстремальную область; y=8%  

зона поиска на выходе; А=4 – начальное рассогласование; Т=2 

сек – период автоколебаний; Р – потери на поиск. 

Определить качественные показатели экстремальной си-
стемы. 

 
Рис. 5 
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Решение: 

Так как управляющее воздействие изменяется с посто-
янной скоростью, то 

2)(vtky  .                                 (43) 

Находим v, используя заданный период автоколебаний и 

зону поиска на выходе, учитывая при этом движение только до 
момента переключения: 

2
2

2










T
kvy ,                           (44) 

откуда 

k

y

T
v




2
.                                   (45) 

Подставляя числовые значения, получаем: 

ек/с12,0
2

08,0
1 v . 

Время выхода в экстремальную область определяется: 

)1( y
v

A
 ,                               (46) 

или  

сек4,14)08,01(
2,0

4
 . 

Потери на поиск 

;
3

y
P


                                     (47) 

или                                 .0266,0
3

08,0
P  
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