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Аннотация 
 

В данном учебном пособии рассматриваются экономи-
ко-математические методы и модели, применяемые в 
микро- и макроэкономике, а также теории управления. 
Отличительной особенностью пособия является глубо-
кая методическая проработка содержания и макси-
мальная адаптация к предполагаемому изучению курса 
в течение одного (четвертого) семестра с использова-
нием системы трех рубежных (рейтинговых) контро-
лей. Учебный материал пособия представлен в удоб-
ной для самостоятельного изучения методической 
форме и сопровождается: 1) кратким изложением ос-
новных теоретических результатов, 2) контрольными 
вопросами, 3) вариантами задач для самостоятельного 
решения, 4) контрольными тестами. Содержание учеб-
ного пособия соответствует требованиям Государ-
ственного образовательного стандарта, относящимся к 
разделу «Экономико-математические методы и моде-
ли», который изучается в курсе математики студента-
ми специальностей: «Мировая экономика», «Менедж-
мент». Данное учебное пособие может быть рекомен-
довано студентам и аспирантам других экономических 
специальностей, изучающим экономико-
математические методы и модели в рамках спецкурсов 
или курсов по выбору. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

«Подобное объясняется подобным». Это древнее изречение 

раскрывает суть одной из характерных особенностей нашего 
мышления. Когда мы сталкиваемся с новым и непонятным для нас 

объектом, явлением или процессом у нас нет иного выхода, кроме 
попытки найти этому объекту, явлению или процессу какую-либо 

аналогию с другим явлением (процессом), который представляет-
ся нам более понятным. Таким образом, мы пытаемся построить 

какую-то объясняющую модель нового явления (процесса). При 

этом возникает несколько проблем, которые приходится решать, 
если мы хотим в наших рассуждениях оставаться в рамках науч-

ного анализа.  
1) Насколько оправдано наше предположение об аналогии 

изучаемого нового явления (процесса) и той модели, которую мы 

используем в качестве объясняющей? 
2) Как соотносятся выводы, которые мы можем сделать на 

основании анализа используемой модели, с результатами экспе-
риментов, то есть с практикой? 

Эти проблемы решаются значительно проще, если исполь-

зуемая нами модель оперирует количественными факторами, то 
есть является математической. В этом случае задача верифика-

ции модели (проверки на адекватность) решается с помощью 
универсальных математических методов. 

Математической моделью реального объекта (явления, 
процесса) называется его упрощенная, идеализированная схема, 

составленная с помощью математических символов и операций 

(соотношений) [4]. 
Получение математической модели позволяет проводить ее 

детальный количественный анализ и помогает предсказать, как 
поведет себя реальный объект в различных условиях. Разумеется, 

любая математическая модель не является тождественной самому 

моделируемому объекту. В частности, говоря об экономике, ника-
кая отдельно взятая модель не в состоянии отразить все особен-

ности и свойства экономической системы. Поэтому при построе-
нии математической модели важно заранее оговорить условия ее 

применения, приняв определенную систему ограничений. 
Разработка новой математической модели в экономике – 

это сложный творческий процесс, подробнее о котором говорится 

в ряде достаточно объемных курсов, посвященных этому вопросу 
[3,4]. 
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Математические модели экономических систем, которые 
рассматриваются в данном учебном пособии, относятся к следу-

ющим двум основным типам 
1) описательные модели, 2) модели принятия решений. 

Первые описывают свойства экономических объектов, вто-

рые – помогают выработать оптимальные варианты управленче-
ских решений. 

Данное учебное пособие состоит из трех глав, каждая из 
которых содержит три параграфа. 

В первой главе «Экономико-математические методы» опи-
саны основные математические методы, применяемые в экономи-

ке и управлении бизнесом: 1) метод представления экономиче-

ской или управленческой проблемы в форме задачи линейного 
программирования и методы ее решения; 2) методы представле-

ния экономических задач в форме задач нелинейного или дина-
мического программирования. При этом достаточного подробно 

излагается обобщенный метод Лагранжа для решения задач не-

линейного программирования; 3) элементы теории игр, как осно-
вы для выработки оптимальных решений в наиболее сложных си-

туациях, когда имеет место конфликт интересов нескольких субъ-
ектов влияющих на параметры экономической системы. 

Во второй главе - «Математическая микроэкономика» рас-
сматривается система математических моделей описывающих ме-

ханизм функционирования рынка: 1) математические модели, 

описывающие выбор потребителя и функции потребительского 
спроса, 2) модели производства и  предложения товаров, 3) мо-

дели определения равновесной цены, механизм конкуренции и 
нахождения компромиссных решений. В третьей главе - «Матема-

тические модели макроэкономики» рассмотрены: 1) балансовые 

модели и модели экономической динамики Неймана и Солоу, 2) 
модели макроэкономического равновесия Вальраса, Эрроу–Дебре, 

Кейнса, 3) проблемы верификации моделей макроэкономики и 
новые методы моделирования связанные с использованием ана-

логичных задач из теории игр. 

Главы имеют независимую нумерацию задач, формул, ри-
сунков. В конце каждой главы формулируются основные резуль-

таты, даются контрольные вопросы и тесты. Кроме того, в конце 
каждого параграфа даны по десять вариантов задач для самосто-

ятельного решения, а одиннадцатый вариант приводится в каче-
стве образца решения. 

Содержание учебного пособия соответствует требованиям 

государственного стандарта по математике для студентов эконо-
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мических специальностей, относящимся к разделу «экономико-
математические методы и модели», который обычно изучается в 

четвертом семестре. 
Для понимания содержания требуется владение математи-

ческим аппаратом и знание основ экономической теории в преде-

лах требований государственных программ вузов по этим дисци-
плинам. 

Данное учебное пособие может оказаться полезным и для 
студентов средних экономических учебных заведений, изучающих 

экономико-математические методы и модели в рамках спецкурсов 
или курсов по выбору. В этом случае некоторые параграфы мож-

но пропустить без особого ущерба для понимания последующего 

материала. 
Кроме того, благодаря большому количеству рассмотренных 

типовых задач это пособие можно рекомендовать студентам за-
очных отделений для самостоятельного изучения учебного мате-

риала и подготовки к выполнению контрольных заданий. 
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ГЛАВА 1. ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 

МЕТОДЫ 

§ 1. Элементы линейного программирования 

1.1. Примеры задач линейного программирования 

В экономике часто возникают задачи, в которых требует-

ся найти так называемое оптимальное решение при строго 

определенных условиях. Искомое оптимальное решение, в за-
висимости от характера задачи, должно обеспечивать макси-

мум (или минимум) какой-либо переменной величины, задан-
ной в виде функции. Эту функцию мы будем называть далее 

целевой функцией. Совокупность условий, которым должны 

удовлетворять независимые переменные целевой функции, 
обычно записывается в виде системы уравнений или системы 

неравенств. Если все эти уравнения и неравенства линейны и 
целевая функция также является линейной, то задача 

нахождения максимума (или минимума) целевой функции 
называется задачей линейного программирования. 

Принято считать, что задачи линейного программирова-

ния более характерны для так называемой плановой экономи-
ки, в которой экономические переменные являются достаточно 

стабильными и не подвержены воздействию «рыночной сти-
хии». Однако и в рыночной экономике встречаются случаи, ко-

гда оптимальное решение определенной экономической задачи 

может быть найдено в форме задачи линейного программиро-
вания. 

Приведем несколько характерных задач подобного типа.  
 

1. Задача составления оптимального рациона пи-
тания. Для кормления животных фермер использует два вида 

корма - А и В. Известно, что 1 кг корма А содержит 3 едини-

цы белка, 1 единицу жиров и 1 - углеводов; 1 кг корма В со-
держит 1 единицу белка, 6 - жиров и 2 - углеводов. Стоимость 

корма А - 4 денежные единицы за 1 кг. Стоимость корма В - 6 
денежных единиц за 1 кг. Согласно рекомендациям диетологов 

каждое животное должно получить в течение дня не менее 9 

ед. белка, 12 ед. жиров и 8 ед. углеводов. Найдите оптималь-
ное соотношение кормов А и В в рационе питания. 

Анализ задачи 1. Обозначим: х1 - количество корма А 
(кг); х2 - количество корма В (кг) в искомом оптимальном раци-
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оне. Тогда целевая функция данной задачи будет иметь вид: 

21
64 xxC   

Эта функция при выбранных значениях 
1

x  и 
2

x  позволя-

ет найти стоимость ежедневного рациона питания животного. 
Очевидно, задача фермера заключается в том, чтобы выбрать 

1
x  и 

2
x  так, что целевая функция стоимости примет наимень-

шее значение, при условии соблюдения рекомендаций дието-

логов: 

 

по белкам:       913
21
 xx , 

по жирам:          1261
21
 xx , 

по углеводам:   821
21
 xx . 

Таким образом, мы получили задачу линейного програм-
мирования: 

Найти 
1

x  и 
2

x  так, чтобы 
21

64 xxC    min , при 

условии выполнения системы неравенств: 





















0;0

82

,126

,93

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

 

Решение данной задачи будет дано в п. 1.2. 

 
2. Задача оптимального распределения ресурсов. 

Мебельная фабрика выпускает шкафы двух типов. Для из-

готовления первого требуется 1 кв. м фанеры, 2 кв. м досок 
и 1 человеко-день трудозатрат. Для изготовления второго тре-

буется 3,5 кв. м фанеры, 0,5 кв. м досок и 1 человеко-день 
трудозатрат. Шкаф первого типа стоит 1000 рублей, второго 

типа -2000 рублей. Фабрика располагает 350 кв. м фанеры, 

240 кв. м досок. Кроме того, оплачено в форме аванса 250 че-
ловеко-дней. Требуется найти, сколько шкафов первого типа и 

сколько шкафов второго типа должна выпустить фабрика, 
чтобы стоимость ее продукции была максимальной. 

Анализ задачи 2. Обозначим: 
1

x - количество шкафов 

1-го типа, 
2

x - количество шкафов 2-го типа. Тогда целевая 
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функция данной задачи имеет вид: 

21
20001000 xxC   

Требуется найти значения 
1

x  и 
2

x , при которых целевая 

функция принимает наибольшее значение при условии выпол-
нения ограничений: 

по фанере:   3505,3
21
 xx , 

по доскам:   2405,02
21
 xx , 

по трудозатратам:  250
21
 xx . 

Решение задачи 2 будет дано в п. 1.4. 

 
3. Задача составления оптимального плана перево-

зок (транспортная задача). На двух железнодорожных стан-
циях сосредоточено топливо для трех электростанций. На С1 

имеется 300 т, на С2 - 500 т. На электростанцию Э1 нужно 

доставить 500 т, на Э2 - 200 т, на Э3 - 100 т. Стоимость пере-
возки 1 т топлива для каждого маршрута задана таблицей: 

 
 

 Э1 Э2 Э3  

С1 
11

x

 
7 

12
x

 
9 

13
x

 
8 

300 т 

С2 
21

x

 
3 

22
x

 
4 

23
x

 
6 

500 т 

 500 т 200 т 100 т  

 
Необходимо составить план перевозок. 

Анализ задачи 3. Обозначим 
11

x , 
12

x , 
13

x , 
21

x , 
22

x , 
23

x  

- количество топлива, перевозимого по маршрутам, указанным в 

таблице. Требуется найти такие числовые значения этих шести 
неизвестных, чтобы общая стоимость перевозок, т.е. 

232221131211
643897 xxxxxxC   (целевая функ-

ция), приняла наименьшее значение, при условии выполнения 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

10 

системы ограничений: 
























.500

,300

        ,100

        ,200

         ,500

232221

131211

2313

2212

2111

xxx

xxx

xx

xx

xx

 

Решение этой задачи приведено в п. 1.3. 

Перейдем к более общей постановке задачи линейного 
программирования. 

 

1.2. Общая постановка задачи линейного  
программирования 

Сформулируем задачу линейного программирования в 

каноническом виде. Найти значения переменных 
1

x , 
2

x ,..., 

n
x , которые: 

1) удовлетворяют системе уравнений: 





















;...

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

   (1) 

2) являются неотрицательными: 

;0,...,0,0
21


n

xxx     (2) 

3) дают наименьшее (наибольшее) значение целе-

вой функции: 

nnn
xcxcxcxxxLxLL  ...),...,,()(

221121
 (3) 

При решении задач линейного программирования в ка-
нонической постановке могут встретиться следующие пять слу-

чаев: 
1) Система уравнений (1) несовместна (т.е. не имеет 

решений). 

2) Система уравнений (1) совместна, но ни одно из 
решений не удовлетворяет неравенствам (2). 

3) Система уравнений (1) имеет бесконечное мно-
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жество допустимых решений (т.е. удовлетворяющих не-
равенствам (2)), но целевая функция не является огра-

ниченной на этом множестве, и поэтому среди допусти-
мых решений нет единственного оптимального. 

4) Система уравнений (1) имеет единственное реше-

ние, которое является допустимым. 
5) Система (1) имеет бесконечное множество допусти-

мых решений и целевая функция на этом множестве ограни-
ченна. 

Нетрудно заметить, что в случаях 1, 2, 3 - задача линей-
ного программирования неразрешима. В случае 4 - единствен-

ное допустимое решение является оптимальным. В случае 5 - 

необходимо из бесконечного множества допустимых решений 
найти оптимальное решение. Именно этот случай и представ-

ляет наибольший интерес. 
Пусть система (1) совместна и среди ее уравнений нет ли-

нейно зависимых, т.е. ни одно уравнение не является следстви-

ем остальных. Для того чтобы эта система имела бесконечное 
множество решений, нужно, чтобы число уравнений т было 

меньше числа неизвестных п. Предположим, что k=п-т>0. Вы-
делим т базисных неизвестных, которые можно выразить через 

остальные k свободных неизвестных. Деление неизвестных (пе-
ременных) на базисные и свободные является условным и зави-

сит только от нашего выбора. 

Допустим, что в системе уравнений (1) проведено одно из 
возможных разбиений переменных на базисные и свободные. 

Положим все свободные переменные равными нулю и опреде-
лим из системы (1) соответствующие значения базисных пере-

менных. Если эти значения неотрицательны, т.е. выполняется 

условие (2), то получено одно из допустимых решений, которое 
называется базисным (опорным). 

Можно доказать следующую теорему, которая имеет важ-
ное значение в теории линейного программирования (см. [8]). 

Теорема 1. Если оптимальное решение задачи линейного 

программирования существует, то оно является опорным. 
Эта теорема делает возможным следующий алгоритм 

опорных решений: 
1) Рассматриваются все возможные разбиения перемен-

ных на базисные и свободные. 
2) Для каждого разбиения находят соответствующее 

опорное решение. 

3) Из всех найденных опорных решений выбирают допу-
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стимые решения. 
4) Подставляя каждое из допустимых решений в це-

левую функцию, находят искомое оптимальное решение. 
Однако поиск опорных решений прямым перебором годит-

ся только при малом числе переменных. При большом числе п 
это делать довольно сложно, так как количество всевозможных 

разбиений переменных на базисные и свободные, равное 
m

n
C  

(число сочетаний) может оказаться неприемлемо большим. В 
этих случаях нужно применять другие методы. 

В качестве иллюстрации метода опорных решений ре-

шим этим методом задачу 1 (п. 1.1). 
Задача 1. Система ограничений задачи 1 имеет вид: 

.min64

 0,0

  ,82

,126

  ,93

21

21

21

21

21























xx)xC(

xx

xx

xx

xx

    (4) 

Решение. 
Преобразуем задачу к каноническому виду. Для этого 

введем неотрицательные вспомогательные переменные 
3

x , 
4

x , 

5
x , так, чтобы неравенства системы (4) превратились в урав-

нения: 





















   .5,...,1,0

  ,82

,126

  ,93

521

421

321

ix

xxx

xxx

xxx

i

     (5) 

Количество базисных (опорных) решений системы (5) 

равно количеству всевозможных выборов трех базисных неиз-

вестных из данных пяти. То есть: 

10
2

45

!2!3

!53

5






C  

Согласно методу опорных решений, необходимо из всех 
допустимых опорных решений выбрать то, которому соответ-
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ствует наименьшее значение целевой функции 

21
64)( xxxC  . 

Найдем все опорные решения. 

1) Пусть 
1

x ,
2

x ,
3

x  - базисные неизвестные; 
4

x ,
5

x  - свобод-

ные. Полагая свободные неизвестные равными нулю, получим 

из системы (5) следующую: 















       .82

     ,126

,93

21

21

321

xx

xx

xxx

 

Решая ее, получим первое опорное решение: (6; 1; 10; 0; 0).  

2) Пусть 
1

x ,
2

x ,
4

x  - базисные; 
3

x ,
5

x  - свободные. При 
3

x = 0, 

5
x = 0 система (5) принимает вид: 















         .82

,126

         ,93

21

421

21

xx

xxx

xx

 

Решая ее, получаем второе опорное решение: (2; 3; 0; 8; 0). 
Следующие опорные решения находим аналогично: 

3) 
1

x ,
2

x ,
5

x  - базисные. Опорное решение: (
17

40
;0;0;

17

27
;

17

42
 ); 

4) 
2

x ,
3

x ,
4

x - базисные. Опорное решение: (0; 4; -5; 12; 0); 

5) 
2

x ,
4

x ,
5

x - базисные. Опорное решение: (0; 9; 0; 42; 10); 

6) 
2

x ,
3

x ,
5

x - базисные. Опорное решение: (0; 2; -7; 0; -4); 

7) 
1

x ,
3

x ,
4

x - базисные. Опорное решение: (8; 0; 12; -4; 0); 

8) 
1

x ,
3

x ,
5

x  - базисные. Опорное решение: (12; 0; 27; 0; 4); 

9) 
1

x ,
4

x ,
5

x - базисные. Опорное решение: (3; 0; 0; -9; -5); 

10) 
3

x ,
4

x ,
5

x - базисные. Опорное решение: (0; 0; -9; -12; -8). 

Исключая те опорные решения, которые содержат отрица-

тельные значения неизвестных, получим следующие четыре до-
пустимых решения: 

1)(6; 1; 10; 0; 0); 2) (2; 3; 0; 8; 0); 
5) (0; 9; 0; 42; 10); 8) (12; 0; 27; 0; 4). 
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Найдем соответствующие им значения целевой функции: 
1) С(6; 1) = 30; 2) С(2; 3) = 26; 

5) С(0; 9) = 54; 8) С(12; 0) = 48. 
Наименьшее значение целевой функции получилось при 

подстановке в нее второго опорного решения: Cmin =С(2;3) = 26. 

Следовательно, оптимальное решение задачи 1:
1

x = 2; 
2

x = 3. 

 
1.3. Графический метод решения задач линейного  

программирования 

Этот метод применяется для решения задач линейного про-
граммирования: 1) заданных в стандартном виде, т.е. в виде, 

когда система условий представлена системой неравенств; 2) в 
которых целевая функция и система условий содержат всего 

две переменные. 

Алгоритм решения задачи графическим методом заклю-
чается в следующем: 

1) Учитывая, что целевая функция имеет вид 

21
xxL  , построим в системе координат (

1
x ;

2
x ) так 

называемый нормальный целевой вектор );( n . Этот 

вектор указывает направление, в котором целевая функция 

возрастает наиболее быстро, т.е. ));((grad
21

xxLn 


. 

2) Используя систему неравенств, задающих условия, 

наложенные на переменные 
1

x  и 
2

x , построим в той же си-

стеме координат область допустимых значений D этих пере-
менных. 

3) Проведем линию уровня  - прямую перпендикуляр-

ную вектору n , которая проходит через начало координат. 

Перемещаем линию уровня в направлении вектора до тех 
пор, пока у нее не окажется всего одна общая точка с об-

ластью D. (Линия уровня в процессе перемещения должна 

оставаться перпендикулярной вектору n .) Если эта «по-

следняя» общая точка, имеющая координаты (
1

x ;
2

x ), суще-

ствует, то она дает максимальное значение целевой функции. 

4) Если в задаче линейного программирования требуется 
найти минимальное значение целевой функции, то линию 

уровня перемещаем в направлении, противоположном век-
тору. В этом случае «последняя» общая точка этой линии с 

областью D (если она существует) дает минимальное значение 
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целевой функции 
21

xxL  . 

В качестве примера применения графического метода ре-

шим транспортную задачу № 3, сформулированную в п. 1.1. 
Задача 3. Найти неотрицательные значения перемен-

ных 
11

x ,
12

x ,
13

x ,
21

x , 
22

x ,
23

x , при которых целевая функция 

232221131211
643897 xxxxxxC   принимает 

наименьшее значение, при условии выполнения системы огра-

ничений: 
























.500

,300

        ,100

        ,200

        ,500

232221

131211

2313

2212

2111

xxx

xxx

xx

xx

xx

 

Решение. 
Данная задача имеет канонический вид. Для ее решения 

графическим методом необходимо прежде всего преобразовать 
ее к стандартному виду. Для этого выберем в качестве основных 

переменных 
11

x  и 
12

x  и выразим через 
11

x  и 
12

x  все остальные 

переменные: 





















).300(100

            ,300

                   ,200

                    ,500

121123

121113

1222

1121

xxx

xxx

xx

xx

   (6) 

Так как по условию переменные 
21

x ,
22

x ,
13

x ,
23

x  - неотри-

цательны, то получаем систему неравенств: 





















;0)300(100

            ,0300

                    ,0200

                    ,0500

1211

1211

12

11

xx

xx

x

x

  





















.200

,300

        ,200

        ,500

1211

1211

12

11

xx

xx

x

x

 (7) 
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Подставляя в целевую функцию выражения переменных 

21
x , 

22
x , 

13
x , 

23
x  из (6), преобразуем ее к виду, в котором она 

зависит только от двух переменных 
11

x и 
12

x : 

.350032))300(100(6

)200(4)500(3)300(897

12111211

121112111211





xxxx

xxxxxxC

 

Таким образом: 350032
1211
 xxC   min. 

Задача приведена к стандартному виду, зависит только от 

двух переменных 
11

x и 
12

x  и может быть решена графическим 

методом. Будем действовать в соответствии с алгоритмом, опи-

санным выше. 

1) Построим в системе координат 
11

x  и 
12

x  нормальный 

целевой вектор )3;2(n , область допустимых значений D, за-

данную системой неравенств (7), и нулевую линию уровня (т.е. 
прямую, проходящую через начало координат перпендикулярно 

)3;2(n ). Заметим, что в данной задаче вектор )3;2(n  

имеет по сравнению с областью D слишком маленькие размеры. 

Поэтому его целесообразно «увеличить», т.е. изобразить вектор 

100 )300;200(n , который, очевидно, имеет то же направле-

ние, что и )3;2(n . 

2) Будем мысленно перемещать линию уровня так, чтобы 

она, оставаясь перпендикулярной вектору n  (или 100 n ), пере-

секала область D. 
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Рис. 1. Графическое решение задачи 3 
Нетрудно заметить, что в точке К (см. рис. 1) она будет 

иметь наиболее «продвинутое» положение в направлении век-

тора 100 n . Следовательно, в этой точке целевая функция 

примет наибольшее значение из всех возможных. Но в задаче 
требуется найти точку, в которой целевая функция, напротив, 

принимает наименьшее значение в данных условиях. Переме-

щая ее из положения, в котором она проходит через точку 

К  в сторону, противоположную вектору 100 n , заметим, что 

последней общей точкой линии уровня с областью D будет точка 

Q. Следовательно, в этой точке целевая функция примет 

наименьшее допустимое значение. Координаты точки Q(200; 

0). Поэтому искомое решение задачи: 
*

11
x = 200 и 

*

12
x = 0. 

3) Из выражений (6) найдем соответствующие 
11

x = 

200; 
12

x = 0 значения других (не основных) переменных: 
21

x = 

300; 
22

x = 200; 
13

x = 100; 
23

x = 0. Значение целевой функ-

ции в точке Q(200; 0): 
С = 2·200 + 3·0 + 3500 = 3900. 

Ответ: Сmin = 3900; оптимальный план перевозок определя-

ется значениями переменных: 
11

x = 200; 
12

x = 0; 
13

x = 100; 
21

x = 

300; 
22

x = 200; 
23

x = 0. 
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1.4. Симплекс-метод решения задач линейного  

программирования 

Симплекс-метод является одним из наиболее универсаль-

ных методов решения задач линейной оптимизации. Идея ме-

тода заключается в последовательном движении от одного из 
допустимых опорных решений к следующему допустимому опор-

ному решению, которое является лучшим, чем предыдущее. В 
результате этого целенаправленного движения оптимальное 

решение задачи удается найти за некоторое (конечное) число 
шагов (итераций). Прежде чем применять симплекс-метод, 

необходимо задачу линейного программирования привести к 

каноническому виду (1), т.е. к такому виду, где ограничения 
заданы системой уравнений. Кроме того, необходимо найти ка-

кое-либо допустимое опорное (базисное) решение этой системы. 
После выполнения этих подготовительных операций задача 

линейного программирования будет определяться системой 

ограничений (уравнений), которую можно записать в виде 
следующей расширенной матрицы: 























mmkmm

k

k

b

b

b

aaa

aaa

aaa

  

  

  

  

  1...00...

  

  0...10...

  0...01...

2

1

21

22221

11211

 

  (8) 
Эта расширенная матрица соответствует системе т ли-

нейных уравнений с п переменными (п = k + m). Первые k пе-
ременных являются свободными и в начальном опорном реше-

нии полагаются равными нулю. Оставшиеся т переменных яв-

ляются базисными. Начальное опорное решение в этом слу-
чае имеет вид (0,0,...,0,b1,b2,...,bm). Заметим, что значения пе-

ременных в задачах линейного программирования, заданных в 
каноническом виде, должны быть неотрицательны. Поэтому 

начальное опорное решение будет допустимым только в слу-

чае, когда b1,b2,...,bm - неотрицательны. Если такое решение 
найти не удается, то можно попытаться перейти к так называ-

емой двойственной задаче (см. п. 1.5). 
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Предположим, что все требования выполнены и начальное опорное решение является допустимым. 
Следующий этап заключается в том, чтобы заполнить начальную симплекс-таблицу: 

Ci БП 
1

C  
2

C  … k
C  

1k
C  

2k
C  … mk

C


 )(xL


 
Сим. 

отнош. 
1

x  
2

x  … k
x  

1k
x  

2k
x  … mk

x


 
i

b  

1k
C  

1k
x  

11
a  

12
a  … k

a
1

 1 0 … 0 1
b  

1
S  

2k
C  

2k
x  

21
a  

22
a  … k

a
2

 0 1 … 0 2
b  

2
S  

--- --- --- --- --- --- --- --- --- --- --- --- 

mk
C


 

mk
x


 

1m
a  

2m
a  … mk

a  0 0 … 1 m
b  

m
S  

j
  

1
  

2
  … k

  0 0 … 0 1
L   

 

В верхней строке указываются числовые значения всех коэффициентов при переменных в целевой 

функции: 
mkmkkk

xCxCxCxCxL


 ......)(
2211


 max. Во второй строке перечислены переменные 

1
x ,

2
x ,…,

mk
x


 (напомним, что k + т = п). 
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Далее следуют строки расширенной матрицы коэффици-
ентов системы ограничений (8). 

В первом и втором столбцах указываются коэффициенты 
целевой функции и базисные переменные. 

Последняя строка симплекс-таблицы называется ин-

дексной строкой. Ее элементы вычисляются по формуле 







m

i
jikijj

CCa
1

    (9) 

Элемент L1 вычисляется по формуле 







m

i
iki

CbL
1

1
     (10) 

Значение 
1

L  представляет собой значение целевой 

функции при подстановке в нее начального опорного решения. 

Если в задаче требуется найти максимум целевой 

функции, и в индексной строке нет отрицательных элемен-
тов, то рассматриваемое начальное опорное решение является 

искомым оптимальным решением, а значение 
1

L  представляет 

собой максимум целевой функции при заданных условиях. 

Если отрицательные элементы в индексной строке есть, 
то это означает, что начальное опорное решение не является 

оптимальным и его можно улучшить. Выберем один из столб-

цов, в котором индексное значение 
j

  является отрицательным 

и назовем этот столбец разрешающим. В представленной вы-

ше симплекс-таблице (только в качестве примера!) таким 

столбцом назначен быть второй столбец. Для каждого из по-

ложительных элементов 
2i

a  этого столбца найдем отношение 

iii
Sab 

2
, которое называется симплекс-отношением. Значе-

ния 
i

S  запишем в последний столбец. Выберем строку, которой 

соответствует наименьшее значение 
i

S . Эту строку назовем 

разрешающей. В нашей начальной симплекс-таблице (также 

только в качестве примера!) разрешающей строкой выбрана 

вторая строка. На пересечении разрешающего столбца и раз-
решающей строки находится элемент, который называется раз-

решающим элементом. Выделим его в таблице квадратным 

значком (например: 22
a ). Разрешающий элемент имеет ключе-
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вое значение в дальнейших преобразованиях начальной сим-
плекс-таблицы, которые выполняются в такой последователь-

ности: 
1) Следующая симплекс-таблица имеет те же размеры, 

что и начальная. 

2) Если разрешающий элемент ep
a , то в строке с номе-

ром e значение Ck+e изменим на Ср; базисную переменную 
ek

x


 

заменим на 
p

x . (В случае если разрешающим элементом яв-

ляется 22
a , то 

2k
C  изменяется на 

2
C , переменная 

2k
x - на 

переменную 
2

x ). 

3) Элементы разрешающей строки е разделим на разре-

шающий элемент, а все элементы разрешающего столбца р 
(кроме разрешающего элемента) заменим нулями. 

4) Все остальные элементы следующей таблицы вычис-

ляются по «правилу прямоугольника», которое можно схема -
тически записать в виде: 




      (11) 

где:   - новое значение изменяемого элемента;   - 

разрешающий элемент; О - изменяемый элемент;   и   -

элементы, стоящие на концах другой диагонали прямо-
угольника, выделяемого первой, которую задают элементы О 

и   .  Формулу (11) можно также записать в виде: 

ep

ipejepij

ij
a

aaaa
a


     (12) 

где 
ij

a - новое значение элемента 
ij

a  ( pjei  , ). 

5) Значения элементов в индексной строке новой 
симплекс-таблицы показывают, достигнуто ли оптимальное 

решение. 
Если в индексной строке есть отрицательные элементы, 

то в последней симплекс-таблице по тем же правилам выбира-

ется новый разрешающий элемент и строится новая симплекс-
таблица. Последовательность операций для ее построения 1) - 

5) такая же, как та, что описана выше. 
Допустим, что в результате заполнения очередной сим-
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плекс-таблицы (очередной итерации) получена индексная 
строка, не содержащая отрицательных элементов. Это означа-

ет, что процесс нахождения оптимального решения завершен. 
Оптимальные значения базисных переменных, указанные в 

последней таблице, совпадают с соответствующими значениями 

в столбце коэффициентов bi. Максимальное значение целевой 
функции Lmax в этом случае получается на пересечении этого 

столбца с индексной строкой. 
Замечание. Если в задаче линейного программирования 

требуется минимизировать целевую функцию, то все преобра-
зования выполняются аналогично, за исключением следующе-

го. Найденное опорное решение является оптимальным в том 

случае, если все элементы индексной строки не содержат по-
ложительных элементов. Поэтому в процессе преобразования 

симплекс-таблицы разрешающим столбцом выбирают тот, ко-
торому в индексной строке соответствует наибольшее положи-

тельное значение j . 

В качестве иллюстрации симплекс-метода решим задачу, 

сформулированную в п. 1.1. 
Задача 2 (оптимального распределения ресурсов). Из 

представленного анализа задачи (см. п. 1.1) были получены: 

целевая функция 
21

20001000 xxC  max; 

система ограничений: 















       .150

,2405,02

   ,3505,3

21

21

21

xx

xx

xx

     (13) 

Так как задача задана в стандартном виде и имеет только 

две переменные 
1

x  и 
2

x , то ее можно было бы решить и гра-

фическим методом. Для того чтобы решить эту задачу симплекс-

методом, необходимо предварительно привести ее к канониче-

скому виду. Введем вспомогательные переменные 

0
3
x , 0

4
x , 0

5
x . Переменную 

3
x  прибавим к левой ча-

сти первого неравенства системы ограничений. Будем считать, 
что ее значение является таким, что левая часть оказывается 

равной правой, т.е. выполняется условие 

3505,3
321
 xxx . Аналогично, переменную 

4
x  прибавим 

к левой части второго неравенства системы ограничений (13), а 
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переменную 
5

x - к левой части третьего неравенства. В ре-

зультате вместо системы ограничений (13), заданной неравен-

ствами, мы получим систему ограничений, заданную уравнени-
ями: 















      ,150

,2405,02

  ,3505,3

521

421

321

xxx

xxx

xxx

    (14) 

где -
1

x ,
2

x ,
3

x ,
4

x ,
5

x - неотрицательны. 

Целевая функция 
21

20001000 xxC  max остается 

прежней. Мы получили задачу линейного программирования в 

каноническом виде. 

Заметим, что в качестве начального опорного (базисного) 
решения системы (14) можно взять следующее: (0; 0; 350; 

240; 150). Очевидно, что это решение является допустимым, 
так как значения всех переменных неотрицательны. Значение 

целевой функции в начальном опорном решении равно нулю. 
Составим начальную симплекс-таблицу. 
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В качестве разрешающего столбца выберем второй, так как именно в этом столбце индекс 
j

 ,- при-

нимает наименьшее отрицательное значение, равное   -2000. Найдем симплекс-отношения коэффициентов 
bi к соответствующим элементам разрешающего второго столбца и запишем их в последний столбец 

начальной таблицы. 

 

i
C  Б.П. 

1
C  

1000 

2
C  

2000 

3
C  

0 

4
C  

0 

5
C  

0 
)(xC


 
Сим. отнош. 

1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x  

i
b  

0 3
x  1 5,3  1 0 0 350 100-min 

0 4
x  2 0,5 0 1 0 240 480 

0 5
x  1 1 0 0 1 150 150 

Инд. j
  -1000 -2000 0 0 0 0  
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Наименьшее отношение, равное 100, получено в первой 
строке. Таким образом, разрешающим элементом необходимо 

выбрать элемент 5,3
12
a . Далее преобразования таблицы 

будут следующими: 

 

i
C  Б.П. 

1
C  

1000 

2
C  

2000 

3
C  

0 

4
C  

0 

5
C  

0 
)(xC


 
Сим. 

отнош. 

1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x  

i
b  

2000 2
x  

7

2
 1 

7

2
 0 0 100 350 

0 4
x  

7

13
 0 -

7

1
 1 0 190 

13

7190 
 

0 5
x  

7

5
 0 -

7

2
 0 1 50 

70 min 

 

Инд. j
  

7

3000
  0 

7

4000
 0 0 200000  

 

В индексной строке отрицательное значение имеется 

только в первом столбце. Следовательно, он разрешающий. 
Симплексные отношения показывают, что разрешающей стро-

кой должна быть третья строка. Таким образом, разрешаю-
щим элементом для дальнейших преобразовании должен быть 

элемент 
7

5
13
a . Преобразуем вторую симплекс-таблицу и по-

лучаем новую: 

i
C  Б.П. 

1
C  

1000 

2
C  

2000 

3
C  

0 

4
C  

0 

5
C  

0 
)(xC


 
Сим. 

отнош. 

1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x  

i
b  

2000 3
x  0 1 

5

2
 0 -

5

2
 80 - 
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0 4
x  0 0 

5

3
 1 

-

5

13
 

60 - 

1000 5
x  1 0 -

5

2
 0 

5

7
 70 - 

Инд. j
  0 0 400 0 600 230000  

 

Отрицательных значений в индексной строке нет. Следова-
тельно, оптимальное решение найдено: (70; 80; 0; 60; 0). При 

этих значениях переменных целевая функция принимает свое 

наибольшее значение, равное Cmax=230000. Учитывая эконо-
мическую интерпретацию переменных (т.е. вспоминая первона-

чальную формулировку задачи), получаем следующий вывод. 
Предприятие (мебельная фабрика) должно запланировать выпуск 

x1 = 70 шкафов 1-го типа и x2 = 80 шкафов 2-го типа. В этом слу-
чае общая стоимость продукции будет максимальной и составит 

230 000 руб. 

Ответ: x1 = 70; x2 = 80; Cmax= 230000. 
 

1.5. Двойственные задачи линейного программирования 
Пусть дана задача линейного программирования в стан-

дартном виде: 





















 ;...

 ,...

 ,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

   (Ac) 

.,...,1,0 nix
i

  

nn
xCxCxCxL  ...)(

2211


max. 

Этой задаче можно поставить в соответствие так называе-
мую симметричную двойственную задачу: 
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



















 ;...

 ,...

 ,...

2211

22222112

11221111

nmmnnn

mm

mm

Cyayaya

Cyayaya

Cyayaya

  (Bc) 

.,...,1,0 mjy
j

  

mm
ybybybyL  ...)(

2211


min. 

Задачи (Ас) и (Вс) называются взаимно-двойственными в 

случае выполнения следующих пяти признаков: 
1) число переменных в одной задаче равно числу 

ограничений-неравенств другой задачи; 

2) матрицы коэффициентов систем ограничений по-
лучаются одна из другой путем транспонирования; 

3) неравенства в системах ограничений имеют про-
тивоположный смысл (в одной системе <, в другой >); 

4) свободные члены системы ограничений одной 

задачи становятся коэффициентами целевой функции 
другой задачи, и наоборот; 

5) целевая функция (min), если система ограни-

чений содержит неравенства (); и наоборот (max), ес-

ли система ограничений содержит неравенства (). 

Например: 

(Ac)

3

2

1

21

21

21

   ;5

 ,22

,22

y

y

y

xx

xx

xx















 (Bc)









2

1

321

321

,12

,12

x

x

yyy

yyy
 

.2,1,0  ix
i

   .3,2,1,0  jy
j

 

    
21

)( xxxL 


max.  

 
321

522)( yyyyS 


min. 

 

Известны следующие теоремы двойственности: 
Теорема 2. Если одна из взаимно-двойственных задач 
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имеет оптимальное решение, то и другая имеет оптимальное ре-

шение, причем: 
minmax

)()( ySxL


 . 

Задачу (Ас) и задачу (Вс) можно преобразовать к канониче-
скому виду. Для этого неравенства преобразуются в уравнения с 

помощью введения в левые части так называемых вспомогатель-
ных переменных: 

(Ак)



















;...

  ,...

11

111111

mmnnmnm

nnn

bxxaxa

bxxaxa

 

),,...,1(,0 mnix
i

  

где 
1n

x ,
2n

x ,…,
mn

x


-вспомогательные переменные. 

(Bк)



















;...

  ,...

11

111111

nnmmmnn

mmm

Cyyaya

Cyyaya

 

),,...,1(,0 nmiy
i

  

где 
1m

y , 
2m

y ,…,
nm

y


-вспомогательные переменные. 

 

Переменные, находящиеся в одном и том же столбце, бу-
дем называть соответствующими. 

Можно построить следующую таблицу соответствия: 

 

Основные переменные Вспомогательные переменные 

1
x  

2
x  … n

x  
1n

x  
2n

x  … mn
x


 

1m
y  

2m
y  … nm

y


 
1

y  
2

y  … m
y  

Вспомогательные переменные Основные переменные 

 
Теорема 3. Если в оптимальном плане одной из взаимно-

двойственных задач значение основной переменной больше ну-

ля, то соответствующая ей вспомогательная переменная другой 
задачи равна нулю. 

Эта теорема дает воз- можность найти оптимальный 
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план одной симметричной взаимно-двойственной задачи, зная 
оптимальный план другой. 

Задача 4. Решить исходную задачу, а затем сформулиро-
вать двойственную и решить ее. Исходная задача: (Ас) 

(Ас)





















  .0;0

,1243

    ,82

    ,72

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

 

21
25,1)( xxxL 


min. 

Решение. 
Исходная задача (Ас) допускает решение графическим ме-

тодом (см.рис.2). 

 

Рис. 2. Графическое решение задачи 4 ( )2;5,1(n


) 

Наименьшее значение целевой функции 
21

25,1)( xxxL 


 

достигается при 2
1
x , 3

2
x , т.е. в точке А(2; 3). 

9)3 ;2(
min

 LL . 
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Составим двойственную задачу: 

(Вс)















          .0,,

  ,242

,5,132

321

321

321

yyy

yyy

yyy

 

321
1287)( yyyyS 


max. 

Приведем обе задачи к каноническому виду: 

(Ак)





















  );5,...,1(,0

,1243

   ,82

   ,72

521

421

321

ix

xxx

xxx

xxx

i

 

 (Вк)















           ).5,...,1(;0

  ,242

,5,132

5321

4321

iy

yyyy

yyyy

i

 

21
25,1)( xxxL 


min. 

 
321

1287)( yyyyS 


max. 

Так как решение задачи (Ас) уже найдено, то решение 

задачи (Вс) можно найти, используя теоремы двойственности 1 
и 2. Оптимальным решением задачи (Ак) будет: 

.опт
x =(2;3;0;0;6); 9)(

.


опт
xL . 

Составим таблицу соответствия: 

54

21

 

0   0

   

3   2

 

yy

xx

  

321

543

  

0  ?   ?

    

6  0  0

  

yyy

xxx

  

Согласно этой таблице значения переменных 
543

,, yyy  

равны нулю. Значения оставшихся переменных 
1

y  и 
2

y  можно 
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легко найти из системы уравнений задачи (Вк). 









 ;22

,5,12

21

21

yy

yy














.
6

5

,
3

1

2

1

y

y
 

Оптимальное решение задачи (Вк) получается следую-

щее: 

.9)(    ;0;0;0;
6

5
;

3

1











оптопт
ySy


 

1.6. Дополнительный анализ задач линейного програм-
мирования после нахождения оптимального решения 

Если некоторая задача линейного программирования ре-
шена симплекс-методом, то после определения значений пере-

менных, дающих оптимальное значение целевой функции, 
можно попытаться получить дополнительную информацию, ко-

торая часто оказывается не менее важной. Эта информация 
частично представлена в заключительной симплекс-таблице. 

Ее анализ может привести к следующим важным выводам: 

1. Существование альтернативных оптимальных ре-
шений. 

Допустим, что в результате применения симплекс-метода 
получено оптимальное базисное (опорное) решение. Если в ин-

дексной строке заключительной симплекс-таблицы хотя бы од-

но значение j, соответствующее свободной переменной 
j

x , рав-

но нулю, то рассматриваемая задача имеет альтернативные 
оптимальные решения. Одно из них может быть найдено пу-

тем введения этой свободной переменной 
j

x  в число базисных 

переменных. Для этого достаточно выбрать новым разрешаю-
щим столбцом j-й столбец и в нем по обычным правилам вы-

брать новый разрешающий элемент. Далее формируется до-
полнительная симплекс-таблица, из которой получается новое 

базисное (опорное) решение, и оно тоже будет оптимальным. 

Заметим, что существование хотя бы двух различных опти-
мальных решений означает, что на самом деле их бесконечно 

много. В самом деле, эти решения можно интерпретировать как 
координаты двух точек в пространстве, размерность которого 

равна количеству переменных в данной задаче. Можно доказать, 

что координаты любой точки, принадлежащей отрезку, со-
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единяющему две найденные, также дают оптимальное решение 
данной задачи. Причем эти решения не будут являться базисными 

(опорными). 
Если задача линейного программирования решалась 

графическим методом, то обнаружить существование альтерна-

тивных решений можно еще проще. Если нормальный (целе-

вой) вектор ))((grad xLn


  перпендикулярен одной из сто-

рон многоугольника допустимых решений, то все точки, при-

надлежащие этой стороне, дают одинаковые значения целе-

вой функции )(xL


. Если это значение оптимальное, то тем 

самым получено бесконечное множество альтернативных оп-

тимальных решений. 
2. .  Статус ограничений задачи. 

Если полученное оптимальное решение задачи линейного 

программирования содержит положительные значения вспомога-
тельных переменных, то это означает, что ограничения, соответ-

ствующие этим переменным, не оказывают непосредственного 
влияния на оптимальное значение целевой функции. Например, 

оптимальное решение задачи 2 (о распределении ресурсов ме-

бельной фабрики) было (см. п. 1.4) следующим: (70; 80; 0; 60; 0). 

В данном решении вспомогательная переменная 
4

x  = 60 > 0. 

Она была введена в эту задачу для того, чтобы второе неравен-

ство системы ограничений (13) преобразовать в уравнение. По-

скольку второе неравенство системы (13) давало ограничение по 
одному из ресурсов мебельного производства (запасы фанеры), 

то мы можем заключить, что этот ресурс в данной задаче являет-
ся избыточным. То есть если принять оптимальное решение, свя-

занное с производством 
1

x = 70 шкафов первого типа, 
2

x = 80 

шкафов второго типа, то в распоряжении мебельной фабрики 

останется 
4

x = 60 ед. второго ресурса (фанера). Этот ресурс 

можно назвать недефицитным. Напротив, первый ресурс (дерево) 

является дефицитным, так как соответствующая ему переменная 

в оптимальном решении 
3

x = 0. То есть данный ресурс полностью 

используется в производстве и его остаток равен нулю. 
3. Ценность ограничений (ресурсов). 

Классификацию ограничений задачи линейного программи-
рования можно продолжить, если известно оптимальное решение 

двойственной задачи (см. п. 1.5). Допустим, что найдены опти-

мальные решения двух взаим- но-двойственных задач ли-
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нейного программирования и заполнена таблица соответствия. В 
этой таблице каждому значению вспомогательной переменной 

1n
x , 

2n
x ,..., 

mn
x


 соответствует определенное значение ос-

новной переменной двойственной задачи 
1

y , 
2

y ,..., 
m

y . Смысл 

1
y , 

2
y ,..., 

m
y  заключается в том, что их значения характеризу-

ют ценность соответствующего ограничения в первой задаче. Ес-
ли первая задача формулировалась как задача оптимального рас-

пределения ресурсов, то 
1

y , 
2

y ,..., 
m

y  характеризуют ценность 

каждого из ресурсов в этой задаче. Например, при решении зада-

чи 4 было получено следующее оптимальное решение двойствен-

ной задачи: 







 0;0;0;

6

5
;

3

1
опт

y


. Значения 
3

1
1
y ; 

6

5
2
y ; 

0
3
y  основных переменных этой задачи характеризуют ценно-

сти первого, второго и третьего ограничений исходной задачи. 
Если исходную задачу интерпретировать как задачу рас-

пределения ресурсов, то получим следующий вывод. Первый и 

второй ресурсы являются дефицитными, и соотношение их ценно-

стей равно 
5

2

6

5

3

1
 . Третий ресурс не является дефицитным и 

его ценность равна нулю. 
Заметим, что этот вывод можно было сделать в результате 

анализа графического решения исходной задачи Ас (см.рис. 2). 

Первые два ограничения задают прямые, которые пересекаются в 
точке А (2;3). Так как эта точка является точкой минимума целе-

вой функции, то и первое и второе ограничения являются суще-
ственными для определения оптимального решения. Поэтому ре-

сурсы, которые они ограничивают, являются ценными. Третье 
ограничение задает прямую, которая не проходит через точку А 

(2;3) оптимального решения, и поэтому ресурс, который оно 

ограничивает, не является ценным. 
Замечание 1. Дополнительный анализ задачи линейного 

программирования существенно зависит от ее конкретного содер-
жания и может включать изучение последствий коррекции ее по-

становки. Например, найденное оптимальное решение может ока-

заться неприемлемым по экономическим соображениям. Тогда 
возникает задача некоторого изменения системы ограничений 

таким образом, чтобы оптимальное решение оказалось более 
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приемлемым. В первую очередь, изменение системы ограничений 
должно касаться ценных ограничений, непосредственно влияю-

щих на оптимальное решение. В каких пределах можно изменять 
указанные ограничения? Это зависит от условий и характера кон-

кретной задачи. 

Замечание 2. Встречаются задачи линейного программи-
рования, постановка которых отличается от рассмотренной выше 

канонической или стандартной. Например, в задаче может быть 
поставлено дополнительное требование целочисленности одной 

или нескольких переменных. Или задача может содержать не од-
ну, а несколько линейных целевых функций. Некоторые задачи 

такого типа рассматриваются далее в § 2. 

 
1.7. Задачи для самостоятельного решения 

1) Решить графически исходную задачу. 
2) Сформулировать двойственную ей задачу и ре-

шить ее симплекс-методом. 

3) Построить таблицу соответствия и найти ценно-
сти ограничений исходной задачи. 

Варианты исходной задачи: 

1)















   ,82

,42

    ,2

21

21

21

xx

xx

xx

   2) 















  ,52

,102

,02

21

21

21

xx

xx

xx

 

.max3

.0;0

21

21





xxL

xx
  

.max3

.0;0

21

21





xxL

xx
 

3)















     ,1

   ,62

    ,63

21

21

21

xx

xx

xx

   4)















   ,33

,023

    ,632

21

21

21

xx

xx

xx

 

.max22

.0;0

21

21





xxL

xx
  

.max

.0;0

21

21





xxL

xx
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5)















     ,22

   ,62

    ,4

21

21

21

xx

xx

xx

   6)















     ,6

   ,22

    ,63

21

21

21

xx

xx

xx

 

.max3

.0;0

21

21





xxL

xx
  

.min3

.0;0

21

21





xxL

xx
 

7)















     ,02

   ,10

    ,5

21

21

21

xx

xx

xx

    8)















     ,1

   ,62

    ,4

1

21

21

x

xx

xx

 

.min2

.0;0

21

21





xxL

xx
  

.min2

.0;0

21

21





xxL

xx
 

9)















     ,1243

   ,82

    ,02

21

21

21

xx

xx

xx

  10)















     ,0

   ,1

    ,3

21

21

21

xx

xx

xx

 

.min4

.0;0

21

21





xxL

xx
  

.min5

.0;0

21

21





xxL

xx
 

11)















     ,4

   ,6

    ,2

21

21

21

xx

xx

xx

 

.max3

.0;0

21

21





xxL

xx
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Решение варианта 11. 

1. Графический метод. 

Изобразим в системе координат (рис. 3): 
1) область D допустимых решений данной задачи; 

2) целевой вектор )3;1(n


; 

3) нулевую линию уровня nl



0

. 

Очевидно, что наибольшее значение целевой функ-

ции 
21

3xxL   получается в точке В(2;4). Следовательно, 

оптимальное решение: .14;4;2
max21

 Lxx  

2. Симплекс-метод. 
Сформулируем задачу, двойственную исходной: 









.3

,1

321

321

yyy

yyy
 

.0;0;0
321
 yyy  

min462)(
321
 yyyyS . 

Для решения этой задачи симплекс-методом преобразуем 

ее к каноническому виду, введя вспомогательные перемен-

ные 0
4
y  и 0

5
y : 
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Рис. 3. Графическое решение исходной задачи (вар. 11) 









.3

,1

5321

4321

yyyy

yyyy
 

).5,...,1(;0  iy
i

 

min462)(
321
 yyyyS . 

.
3  

1  

   1- 

  0  

0   

1- 

1- 

1   

1

1

 1

    1- 








A  

Преобразуем эту, расширенную матрицу с целью найти до-

пустимое базисное решение этой системы. (Решение (0; 0; 0; -1; -
3), которое легко получается из матрицы А, не является допу-

стимым, так как нарушено условие неотрицательности пере-
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менных.) Выберем разрешающим элементом Aa 
22

. Преоб-

разуем матрицу А к виду А': 

.
3  

2- 

  1- 

  1   

0   

1-  

1- 

2  

1

0

 1

    2- 








A  

Разделим первую строку этой матрицы на (-1). Полу-

чим: 

.
3  

2  

1- 

 1-  

0 

1 

1- 

 2-  

1

0

 1

   2 








A  

Из системы А' получается следующее базисное ре-

шение: (0;3;0;2;0), которое является допустимым. Составим 
симплекс-таблицу, соответствующую А': 

i
C  

Б.П
. 

1
C =

2 

2
C =

6 

3
C =

4 

4
C =

0 

5
C =

0 
)(yS


 
Сим. 
отнош. 

1
y  

2
y  

3
y  

4
y  

5
y  

i
b  

0 4
y  2  0 -2 1 -1 2 2

2
min

 

6 2
y  1 1 -1 0 -1 3 

1

3
 

j
  4 0 -10 0 -6 18  

 

В индексной строке имеется положительный элемент - 

первый. В первом столбце наименьшее симплексное отношение 

получается в первой строке. Элемент 
11

a  - разрешающий. Но-

вая симплекс-таблица будет иметь вид: 
 

i
C  

Б.П

. 

1
C =

2 

2
C =

6 

3
C =

4 

4
C =

0 

5
C =

0 
)(yS


 Сим. 

от-
нош. 

1
y  

2
y  

3
y  

4
y  

5
y  

i
b  

2 1
y  1 0 -1 ½ -½ 1 - 
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6 2
y  0 1 0 -½ -½ 2 - 

j
  0 0 -6 -2 -4 14  

 

В индексной строке нет положительных элементов, следо-

вательно (учитывая, что min462
321
 yyyS ), 

наименьшее допустимое решение получено. 

Ответ: .14;0;0;0;2;1
min54321
 Syyyyy  

3. Построение таблицы соответствия и оценка ценности ог-
раничений исходной задачи. 

Таблица соответствия должна содержать значения основ-

ных и вспомогательных переменных взаимно-двойственных задач. 
Найдем значения вспомогательных переменных для исходной за-

дачи. Имеем: 















.4

,6

,2

521

421

321

xxx

xxx

xxx

 

Учитывая, что 2
1
x , 4

2
x , получим: 0

3
x , 0

4
x , 

6
5
x . Таблица соответствия имеет вид: 

 основные вспомогат. 

32154

54321

             

0     2     1      0     0

6     0     0      4     2

             

yyyyy

xxxxx

 

вспомогат. основные 
Значения основных переменных второй задачи указывают 

ценности ограничений исходной: 















.)ресурс ыйнедефицитн( 0ценность04

   ),ресурс дефицитный( 2ценность26

  , )ресурс дефицитный( 1ценность12

321

221

121

yxx

yxx

yxx

 

Отношение ценностей первых двух ограничений 1:2. 
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§ 2. Элементы нелинейного и динамического  
программирования 

2.1. Нелинейные оптимизационные задачи, решаемые с 
помощью методов линейного программирования  

Если какая-либо оптимизационная задача не может быть 

представлена в каноническом виде (или в эквивалентном ему 
стандартном виде) то такую задачу можно классифицировать как 

задачу нелинейного, математического программирования. 
Некоторые из таких задач, однако, могут быть решены с помощью 

методов, рассмотренных выше. 

1. Нелинейные задачи, решаемые графическим ме-
тодом. 

В тех случаях, когда система ограничений задачи задана в 
виде системы нелинейных неравенств, но целевая функция ли-

нейна, причем число неизвестных равно двум, можно применить 
обычный графический метод. 

Задача 5. Найти наибольшее значение целевой функции 

2121
32),( xxxxLL   при ограничениях: 









.0,0

,16

21

2

2

2

1

xx

xx
 

Решение. 
На рис. 4 изображены: область допустимых решений данной 

задачи D, нормальный вектор )),((grad
21

xxLn 


= (2;3), две 

линии уровня 
0

l : проходящая через начало координат )(
0

nl


  

и параллельная ей 
m

l . Точка касания линии 
m

l  с окружностью 

162

2

2

1
 xx  является той точкой области D, в которой целевая 

функция принимает наибольшее значение. Координаты искомой 
точки касания М можно найти, решив систему уравнений, в кото-

рую входят уравнение окружности и уравнение прямой, на кото-

рой лежит вектор n


: 


























.
13

12

,
13

8

     
2

3

,16

2

1

12

2

2

2

1

x

x

xx

xx
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Подставляя найденное решение в целевую функцию, 
получим наибольшее значение целевой функции при задан-

ной системе ограничений 

134
max

L  

В некоторых случаях графическим методом удается ре-
шать оптимизационные задачи, в которых нелинейными яв-

ляются не только ограничения, но и целевая функция. Доста-
точно простое решение получается, если линии уровня целевой 

функции представляют собой концентрические окружности. 

 

 
Рис. 4. Графическое решение задачи 5 
Задача 6. Найти наименьшее значение целевой 

функции 
2

2

2

121
)5()5(),(  xxxxLL  при ограни-

чениях: 









.0,0

,16

21

2

2

2

1

xx

xx
 

Решение. 
Изобразим область допустимых решений D и семейство ок-

ружностей с центром в точке Р(5;5) (рис.5). Очевидно, чем 
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больше радиус такой окружности, тем больше значение целевой 
функции. Наименьшее значение целевой функции при заданных 

ограничениях получается в точке касания окружности 

162

2

2

1
 xx  с одной из окружностей этого семейства. Учиты-

вая положения центров этих касающихся окружностей О (0;0) 

и Р (5;5), искомая точка касания находится на прямой 

.
12

xx   

Решим систему уравнений: 









        ;

,16

12

2

2

2

1

xx

xx










.22

,22

2

1

x

x
 

 
Рис. 5.Графическое решение задачи 6 
Полученное решение является искомым оптимальным 

решением 

.24066)522()522( 22

min
L

 
 

2. Задачи дробно-линейного программирования. 

Общая постановка задачи дробно-линейного программи-
рования заключается в следующем. Найти наибольшее 

(наименьшее) значение целевой функции 
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nn

nn

n
xdxdxd

xcxcxc
xxxLL






...

...
),...,,(

2211

2211

21

   (15) 

при ограничениях: 





















 ;...

 ,...

 ,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

  

 (16) 

).,...,2,1(,0 nix
i

  

Эта задача может быть приведена к эквивалентной ей 

задаче линейного программирования. 

Обозначим 

nn
xdxdxd

y



...

1

2211

0
 и введем но-

вые переменные ),...,2,1(
0

nixyy
ii
 . В результате полу-

чается задача линейного программирования в каноническом виде 

относительно новых переменных 
n

yyyy ,...,,,
210

. Если эта за-

дача имеет решение, то соответствующие значения прежних пе-

ременных можно найти из соотношений 

),...,2,1(
0

nixyy
ii
 . Задачи дробно-линейного програм-

мирования возникают обычно при решении проблем, связанных с 
определением оптимальной рентабельности, оптимальной себе-

стоимости и т.д. 

Задача 7. Завод выпускает изделия двух видов. Затраты 
на производство изделия первого вида - 2 тыс. рублей, второго 

вида - 3 тыс. рублей. Найти оптимальное соотношение между ко-

личествами 
1

x  и 
2

x  изделий 1-го и 2-го вида, чтобы средняя се-

бестоимость была минимальной, при условии выполнения си-
стемы ограничений, связанных с производственно-техническими 

возможностями завода: 
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













.40510

 ,2462

       ,4

21

21

21

xx

xx

xx

     (17) 

Решение. 
Целевая функция в данной задаче имеет вид: 

.min
32

),(
21

21

21







xx

xx
xxLL  

Обозначим: 

21

2

2

21

1

1

21

0
,,

1

xx

x
y

xx

x
y

xx
y








 .  

 (18) 

Тогда целевая функция примет вид: 

2121
32),( yyyyMM  . После умножения каждого из 

неравенств системы ограничений (17) на 

21

1

xx 
 и введения 

новых переменных 
210

,, yyy , получим новую систему ограниче-

ний: 





















          ;1

40510

 2462

      ,4

21

021

021

021

yy

yyy

yyy

yyy

















;5540

,6424

            ,14

10

10

0

yy

yy

y
















.81

,65,1

      ,25,0

01

01

0

yy

yy

y

 (19) 

Целевую функцию, учитывая, что 1
21
 yy , запишем в 

виде: .min3
1
 yM  

Областью допустимых решений в этой задаче будет тре-

угольник ABC в системе координат ),(
10

yy  (рис. 6). 
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Рис. 6. Графическое решение задачи 7 
Из условий (19) нетрудно найти его вершины как точки 

пересечения соответствующих прямых: 


























7

3
;

28

5
  ;1;

4

1
  ;0;

4

1
CBA  

Очевидно, что наименьшее значение функции 

1
3 yM   получается в точке 








1;

4

1
B , в которой значение 

1
1
y . Таким образом, оптимальное решение задачи полу-

чено при 0,1,
4

1
210
 yyy . Из формул (18) найдем соот-
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ветствующие значения 
1

x  и 
2

x : 4
1
x ; 0

2
x . 

Найдем .2
4

832
),(

21

21

21min







xx

xx
xxLL  

Ответ: завод должен выпускать только изделия первого 

вида, в количестве 4
1
x . 

 
2.2. Оптимизационные задачи с дополнительными  

условиями целочисленности переменных.  

Метод Гомори 

Многие оптимизационные задачи экономического содер-

жания требуют целочисленного решения. К таким задачам от-
носятся те, у которых некоторые или все переменные означа-

ют количество неделимых единиц (количество станков, ма-

шин, сотрудников и т.п.) Подобные задачи называются зада-
чами целочисленного программирования. Иногда их решение 

удается найти, рассматривая значения целевой функции в до-
пустимых точках, близких к оптимальному нецелочисленному 

решению. Оптимальное нецелочисленное решение может быть 
найдено любым известным методом. Более универсальный ме-

тод решения задач целочисленного программирования пред-

ложен Гомори [8]. 
Идея этого метода заключается в следующем: 

1. Находим оптимальное решение задачи без учета тре-
бований целочисленности. Если оно целочисленное, то задача 

решена. 

2. Если первое оптимальное решение нецелочисленное, 
то к системе ограничений добавляется одно (или несколько) 

дополнительных ограничений по целочисленности и процесс 
нахождения оптимального решения повторяется. 

Существуют задачи, которые не имеют целочисленных 
решений. Например, если некоторая задача линейного про-

граммирования решена симплекс-методом и в столбце свобод-

ных членов 
i

b  имеются нецелые значения, но все элементы 

симплекс-матрицы целые, то это означает, что целочисленного 

решения данная задача не имеет. 
В качестве иллюстрации решим нелинейную задачу, 

формулировка которой совпадает с задачей 1, с добавлением 
условия целочисленности переменных. 
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Задача 8. Найти наибольшее значение целевой 

функции 
2121

32),( xxxxLL   при ограничениях 















чисел.целых  множество - Zгде ,,

                                                      ,0,0

                                                       ,16

21

21

2

2

2

1

ZxZx

xx

xx

 

Решение. 
Изобразим область допустимых значений D (без учета 

ограничения по целочисленности). На рис. 7 она заштрихова-

на. Найдем точки с целыми координатами, принадлежащие об-

ласти D. Выделим и соединим те из них, которые либо лежат 
на линиях, ограничивающих область D, либо расположены 

ближе всех других к этим линиям. Получим многоугольник 
ОАВСЕ (см. рис. 7). Очевидно, задача 8 эквивалентна задаче 

линейного программирования, в которой многоугольник ОАВСЕ 
является областью допустимых решений. 

 
Рис. 7. Графическое решение задачи 8 
Дело в том, что оптимальное решение задачи линейного 

программирования достигается в одной из вершин много-

угольника допустимых решений. Так как координаты всех 
вершин ОАВСЕ целые, то целочисленность искомого опти-

мального решения гарантирована. 
Решением представленной задачи являются координаты 

точки В(2;3), через которую проходит наиболее «продвинутая» 
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в направлении вектора )3;2(n


 линия уровня. Значение це-

левой функции: 13)3;2(
max

 LL . 

Замечание 1. Если количество переменных в задачах 

целочисленного линейного программирования больше двух, то 
метод Гомори применяется в комбинации с симплекс-методом. 

Примеры решения таких задач можно найти в [3]. 
Замечание 2. В некоторых задачах линейного (или не-

линейного) программирования требуется найти решение, оп-
тимальное относительно нескольких целевых функций. Такие 

задачи называются многокритериальными. Методы решения 

подобных задач разработаны пока недостаточно [3]. Основное 
различие между ними заключается в подходах к нахождению 

компромисса между требованиями заданных целевых функ-
ций. Одна из таких задач решена в п. 2.5. 

 

2.3. Метод Лагранжа для решения задач нелинейного 
программирования 

Пусть дана целевая функция 

),...,,()(
21 n

xxxfxfZ  , где 
nRXx  . Будем счи-

тать, что множество допустимых значений X удовлетворяет 

следующим требованиям: 
1) все элементы множества X удовлетворяют си-

стеме ограничений данной оптимизационной задачи; 
2) множество X компактно, т.е. является одно-

временно замкнутым и ограниченным в Rn; 
3) множество X является выпуклым, т.е. если 

две любые точки 
1

x  и 
2

x  принадлежат X, то и точка 

213
)α1(α xxx  , где 1α0  , также принадле-

жит X; 

4) функция ),...,,()(
21 n

xxxfxfZ   явля-

ется, по крайней мере, дважды дифференцируемой на 
X. 

В задачах нелинейного программирования требуется 

найти такую точку 
0

x  X , в которой нелинейная целевая 

функция принимает наибольшее (либо наименьшее) значение. 
В математическом анализе такая задача формулируется как 

задача нахождения глобального условного экстремума функ-
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ции п переменных ),...,,()(
21 n

xxxfxfZ  . 

Множество допустимых значений X, на котором ищется 

точка экстремума, может быть задано с помощью одного или 
нескольких уравнений (или неравенств) связи. Например, си-

стемой т уравнений вида 1 0)( x ; 2 0)( x ;…; m 0)( x . 

Причем искомая точка экстремума 
0

x  должна удовлетворять 

всем уравнениям связи. 

Для решения таких задач существует так называемый 
обобщенный метод Лагранжа. Однако прежде чем приступить 

к изложению алгоритма этого метода, заметим, что полезно 
выяснить: существует ли решение задачи и если существует, 

является ли оно единственным? 

Для этого существует две возможности. Первая связана с 
известной теоремой Вейерштрасса. 

Теорема Вейерштрасса. Для того чтобы функция 

)(xfZ   имела точку глобального максимума (минимума) 


0

x X, достаточно, чтобы множество X было компактным в 

Rn, а функция )(xfZ   - непрерывной на X. 

Иногда вместо теоремы Вейерштрасса бывает удобнее 
проверить выполнение следствия из нее. 

Следствие. Если функция )(xfZ   непрерывна на 

Rn и 




)(lim xf
x

 ( 


)(lim xf
x

),    (20) 

то эта функция достигает своего глобального минимума 

(максимума) в любом замкнутом множестве Х
nR . 

Вторая возможность связана с проверкой функции 

)(xfZ   на выпуклость (вогнутость). Для решения этого во-

проса необходимо исследовать так называемую матрицу Гессе, 
составленную из частных производных 2-го порядка от функ-

ции )(xfZ  : 
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





























 z  ...  z  z

 z  ...  z  z

z  ...  z  z

H

n
x

n
xx

n
xx

n
x

n
xxxxxx

n
xxxxxx

21

22212

12111

   (21) 

Для того чтобы функция )(xfZ   была строго выпук-

лой на множестве X, необходимо и достаточно, чтобы для 

любого x X матрица Гессе была положительно определен-

ной. Для строгой вогнутости функции )(xfZ   на X необхо-

димо и достаточно, чтобы матрица Гессе была отрицательно 

определенной для любого x  X. 

Если функция )(xfZ   имеет на множестве X един-

ственную стационарную точку 
0

x , т.е. точку, в которой все ее 

частные производные первого порядка равны нулю, то из стро-

гой выпуклости функции )(xfZ   на X следует существова-

ние единственной точки глобального минимума x X. 

Из строгой вогнутости в этом случае следует существо-

вание единственной точки глобального максимума x  X. 

Замечание 1. Для проверки квадратной матрицы на 

положительную или отрицательную определенность проще все-
го воспользоваться критерием Сильвестра: 

1) Если все главные миноры квадратной матри-

цы положительны (включая определитель данной мат-
рицы), то матрица называется положительно опреде-

ленной. 
2) Если главные миноры этой матрицы чередуют 

знаки, причем 0
11
a , то матрица называется отрица-

тельно определенной. 

3) Если требования 1) и 2) выполняются нестро-
го, т.е. некоторые миноры не строго положительны ли-

бо не строго отрицательны, то матрица называется 

положительно либо отрицательно полуопределенной. 
Замечание 2. Если матрица Гессе (21) является поло-

жительно (или отрицательно) полуопределенной, то функция 

)(xfZ   может быть нестрого выпуклой (вогнутой). 

Полуопределенность матрицы (21) в стационар-
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ной точке x X не является достаточным условием экстре-

мума в этой точке. Необходимо дополнительное исследование. 
Перейдем к описанию алгоритма метода Лагранжа: 

1) Составляем функцию Лагранжа: 

)(λ...)(λ)(λ)(
mm2211

xxxxfL  , 

  (22) 

где  )λ,...,λ,λ,,...,(
m2121 n

xxxL  - функция п + т пе-

ременных; 

),...,x,x f(x) xf(
n21

  - заданная в задаче целе-

вая функция; 

)(),...,(),(
21

xxx
m

 , - функции из заданных 

уравнений связи; 

m
λ,...,λ,λ

21
- множители Лагранжа 

( ),...,2,1(,0λ ni
i

 ), которые не могут быть 

равны нулю все одновременно. 

2) Проверяем для функции Лагранжа выполне-
ние теоремы Вейерштрасса (или следствия из нее) для 

того, чтобы убедиться в существовании экстремальных 
точек. 

3) Находим все частные производные функции 
(22), а затем все ее стационарные точки. 

4) Проверяем выполнение достаточных условий 

экстремума в найденных стационарных точках. Для это-
го (в случае необходимости) исследуем матрицу Гессе. 

Если стационарных точек немного, то точку глобального, 
условного максимума (минимума) находим, сравнивая значе-

ния целевой функции в стационарных точках. 

Задача 9. Найти наибольшее значение целевой функции 

2

1

2

2

1

1
2 xxZ   при условии, что: .0;0;42

2121
 xxxx  

Решение. 
Данная задача представляет собой задачу нелинейного 

программирования с одним уравнением связи, которое запи-

шем в виде .024)(
21
 xxx  Применим метод Ла-

гранжа. 
1) Составим функцию Лагранжа: 
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).24(λ2),,(
21

2

1

2

2

1

121
xxxxxxLL   

2) Проверим выполнение следствия из теоремы Вейер-

штрасса. Пусть 1λ  . Тогда функцию Лагранжа 
можно записать в виде: 

.4)2(4

2

2

1

2

2

1

12

2

1

2

2

1

1212 







 xxxxxxxxL  

Очевидно: 





















22

1

2

2

1

12

2

1

)(4lim xxx

x

x
 

Такой же результат получается и при других значениях 

2

2
λ  . 

Следовательно, согласно следствию (20), функция 

)λ,,(
21

xxLL   имеет глобальный максимум, при условии, 

что 0,0,
2

2
λ

21
 xx . 

3) Найдем частные производные функции 

)λ,,(
21

xxLL  . 

21

2

1
  

2

2

1

1

2

1

2

2

1
  

1
24 ;λ2λ;

21
xxLxxLxxL

xx






. 
Для нахождения стационарных точек решим систему 

уравнений: 






















;024

0,λ2

  0,λ

21

2

1

2

2

1

1

2

1

2

2

1

1

xx

xx

xx






















;42

     ,λ4

       ,λ

21

2

2

1

2

1

2

xx

x

x

x

x











;4)4(

         ,4
2

2

2

1

2

2

2

1

xx

xx 



















.
2

2
λ

   ,1

  ,2

2

1

x

x 











2

2
;1;2

 

-стационарная точка. 

4) Проверку выполнения достаточных условий экстре-

мума и определение характера экстремума в данной задаче 
можно не производить. Из пункта 2) известно, что функция 
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Лагранжа имеет глобальный максимум во множестве, кото-

рое определено неравенствами: 0,0,
2

2
λ

21
 xx . В 

пункте 3) найдена единственная стационарная точка, кото-

рая удовлетворяет этим неравенствам: 













2

2
 ;1 ;2 . Следо-

вательно, альтернативы нет. Найденная точка - есть точка 

глобального максимума функции Лагранжа. Отсюда следует, 

что точка )1;2(
0
x  будет точкой глобального условного 

максимума целевой функции 2

1

2

2

1

1
2 xxZ  . Найдем: 

22122)(
0max

 xfZ . 

Ответ: 22
max

Z . 

 
2.4. Задачи динамического программирования 

Экономические процессы характеризуются протяженно-
стью во времени. В таких случаях оптимальное решение, при-

нятое в начале процесса, может оказаться на каком-то этапе 
не самым лучшим. Оптимизационными задачами, связанными с 

выработкой оптимальных решений, допускающих последую-

щую коррекцию, занимается особый раздел математического 
программирования - динамическое программирование. 

В отличие от линейного программирования, имеющего 
определенный набор достаточно универсальных методов, дина-

мическое программирование такими методами не располагает. 

Некоторые задачи решаются графическими методами с приме-
нением так называемой теории графов. Разработаны графиче-

ские методы анализа некоторых оптимизационных задач с по-
мощью сетевых моделей. Существует также метод рекуррент-

ных соотношений, разработанный американским математиком 
Р. Беллманом [8]. Однако для большинства задач динамическо-

го программирования приходится всякий раз изобретать спе-

циальный метод решения. Общим подходом является, пожалуй, 
лишь разбиение экономического процесса на отдельные вре-

менные отрезки (шаги) и решение на каждом шаге какой-то 
оптимизационной задачи. В качестве примера задачи динами-
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ческого программирования рассмотрим классическую задачу 
определения оптимального цикла замены устаревающего обо-

рудования. Известно, что со временем любое промышленное 
оборудование требует увеличения затрат на его ремонт, тех-

обслуживание и т.д. Кроме того, со временем снижается произ-

водительность такого оборудования. Для любого предприятия 
крайне важно вовремя заменить устаревшее оборудование на 

новое. Разумеется, это связано с определенными затратами, ко-
торые не сразу окупаются. Оптимальная стратегия замены старо-

го оборудования на новое должна опираться на определенные 
критерии. Таким критерием чаще всего является максимизация 

среднегодовой прибыли предприятия. 

Задача 10. На предприятии установлено новое обору-
дование (t = 0). Производительность этого оборудования и за-

траты на обслуживание и ремонт в зависимости от времени ис-
пользования представлены в таблице: 

 

Время эксплуатации (t, 
годы) 

0 1 2 3 4 5 6 

Годовой выпуск продук-
ции 

(млн.руб.) 

80 75 70 65 60 60 50 

Ежегодные затраты на 

содержание (млн.руб.) 

10 15 20 25 30 35 40 

 
Известно также, что затраты, связанные с приобретением 

нового идентичного оборудования составляют 60 млн.руб.; 
остаточная стоимость старого оборудования (при любом сроке 

эксплуатации) практически нулевая. Найти оптимальный вре-

менной цикл замены старого оборудования на новое. 
 

Решение. 
Обозначим: f(t) - годовой выпуск продукции; Q(t) - еже-

годные затраты на содержание и ремонт оборудования; Р = 
60 -цена нового оборудования. 

Обозначим возможные стратегии замены имеющегося обо-

рудования на новое: 
А1 - оборудование полностью обновляется после 1 года 

эксплуатации; 
А2 - полностью обновляется после 2 лет эксплуатации;  

А3 - полностью обновляется после 3 лет эксплуатации и 
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т.д. 
 

Найдем среднегодовой выпуск продукции при этих стратегиях: 
 

 

;10
1

601080
11




 SA  

;35
2

6015107580
22




 SA  

;40
3

60201510707580
33




 SA  

;38
5

6030252015106065707580
55




 SA  

и т.д., далее значение 
k

S только уменьшается. 

.

))()((
1

0

k

Ptgtf

SA

k

t

kk








    (23) 

Для вычисления значений Sk можно вывести также сле-
дующее рекуррентное соотношение: 

,
)1()1(1

1
k

kgkf
S

k

k
S

kk








  (24) 

где: k = 1,2,...; .)0()0(
1

pgfS   

Найдем )(max
k

k
S = max(10;35;40;40;38;...) = 40. 

Наибольший среднегодовой выпуск продукции достига-
ется при использовании стратегий А3 и А4. Следовательно, оп-

тимальный временной цикл обновления оборудования на дан-
ном предприятии должен составлять 3-4 года (если возмож-

но, то 3,5 года). 

Замечание. В рамках ограниченного курса математи-
ческой экономики невозможно охватить все разнообразие за-

дач и методов математического программирования. Для более 
углубленного изучения методов математического программи-

рования и теории оптимального управления в экономике сле-

дует обратиться к специальным курсам, посвященным этим 
разделам математики [3; 8]. 
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2.5. Задачи для самостоятельного решения 

Задача. Определите тип данной оптимизационной за-
дачи и решите ее одним из возможных методов. Варианты: 
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Решение варианта 11. 

Главная особенность данной задачи заключается в том, 

что в ней даны две целевые функции, а не одна. Будем полагать, 
что эти функции одинаково важны, и попытаемся найти ком-

промиссное решение. Изменим формулировку второй целевой 
функции на эквивалентную, но имеющую противоположный 

смысл экстремума. 

То есть: min
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Рис. 8. Графическое решение задачи варианта 11 
Решим полученную задачу графическим методом. 

Наибольшее значение компромиссной целевой функции получа-

ется в точке В(3;1). 7
)( max


комп
L . Таким образом, компро-

миссное решение найдено: 
1

x = 3; 
2

x = 1. Значения начальных 

целевых функций в точке В(3;1): 2;5
21

 LL . 

Заметим, что максимальное значение функции 
1

L  полу-

чается в точке А(1;3); 
max1

L = 7 ,  минимальное значение 

функции L2 получается в точке С(3;0); 
min2

L = - 3 .  

Ответ: .2  ;5  ;1;3
)min(2)max(121


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§ 3. Элементы теории игр 

3.1. Введение в теорию игр. Понятие парной игры,  

заданной платежной матрицей 

В предыдущих параграфах рассматривались задачи 

условной оптимизации, которые формулировались и решались 
в строго определенных условиях. Однако в процессе принятия 

решений в экономике часто встречаются ситуации, когда эти 
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условия можно назвать неопределенными. Например, опти-
мальное решение экономической проблемы может зависеть от 

погодных условий, которые нельзя предсказать заранее. 
Возможны ситуации, когда выработка оптимального ре-

шения зависит от действий конкурентов или других экономи-

ческих субъектов, которые также нельзя предугадать с полной 
определенностью. 

Ситуации, в которых эффективность действий экономиче-
ского субъекта зависит от действий других, причем интересы 

их не совпадают, называются конфликтными. Раздел матема-
тики, посвященный анализу и решению задач оптимизации в 

подобных ситуациях, называется теорией игр. 

Игра может быть задана следующим образом: 
1) Определены «п» игроков, т.е. конфликтую-

щих сторон (в простейшем случае п = 2). 
2) Определены возможные варианты действий 

(стратегии) каждого игрока, причем эти варианты из-

вестны всем игрокам. 
3) Определен набор возможных конечных ре-

зультатов игры (выигрыш, проигрыш, ничья). 
4) Всем игрокам известны так называемые пла-

тежи игроков в случае наступления любого конечно-
го результата игры. 

Рассмотрим игры, которые возникают достаточно часто. 

Это так называемые парные игры с нулевой суммой, т.е. игры, 
в которых участвуют два игрока, причем выигрыш одного из 

них равносилен (равен) проигрышу другого. Кроме того, набор 
возможных стратегий каждого игрока будет считаться конеч-

ным. Нахождение наилучшей оптимальной стратегии каждым 

игроком (если такая существует) называется решением игры. 
Заметим также, что в теории игр принято считать всех 

игроков «разумными» субъектами, которые исходят из того, что 
их противник также действует разумно, стараясь найти 

наилучшую стратегию для себя. 

Задача 11. Два студента играют в игру, правила которой 
заключаются в том, что студент А пишет тайно от другого одно 

из трех числовых значений x  ( 1 , 2  или 3). Студент В, также 

тайно, пишет одно из трех значений y  (1, 2 или 3). Написан-

ные значения открываются, и если разность (х-у) положитель-

на, то выиграл студент А, если отрицательна, то выиграл сту-

дент В. Сумма выигрыша или проигрыша (в рублях) совпадает с 
разностью (х-у). Найти реше- ние игры, т.е. оптимальные 
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стратегии игроков А и В. 
Решение. 
Условия игры можно кратко записать в виде так называ-

емой платежной таблицы (матрицы), где возможные стратегии 

игроков обозначены А1, А2, А3, и В1, В2, В3, а также указаны 

суммы выигрышей первого игрока. Отрицательные значения в 
платежной матрице означают, что первый игрок проигрывает 

при данных стратегиях второму игроку указанную сумму. 
 

 В1=1 В2=2 В3=3 

А1=1 0 -1 -2 

А2=2 1 0 -1 

А3=3 2 1 0 

 
Рассмотрим игру с точки зрения игрока А. Для него опти-

мальной является стратегия А3, так как при выборе этой стра-
тегии его выигрыши оказываются большими, чем при выборе 

стратегий A1 и А2. Игрок В, очевидно, предпочтет стратегию В3, 
так как в этом случае проигрыши игрока А (а следовательно, 
его выигрыши) оказываются большими, чем в случае В1 и В2. 
Таким образом, решением игры является выбор стратегий: А3 -
первым игроком и В3 - вторым игроком. Ожидаемый резуль-

тат - ничья. 

Решение задачи оказалось столь простым потому, что 
платежная матрица содержала наиболее предпочтительные 

стратегии. Такие стратегии в теории игр называются домини-
рующими. Если платежная матрица в какой-то игре содержит 

стратегии, доминирующие над остальными (доминируемыми), 
то доминируемые стратегии можно исключить из платежной 

матрицы. В результате игра упрощается. 

 
3.2. Матричные игры, допускающие решение в «чи-

стых стратегиях» 

Рассмотрим парную игру с нулевой суммой в общей поста-

новке. Зададим ее платежной матрицей Qmn. 
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Допустим, что матрица Qmn не содержит доминируемых 

стратегий (строк и столбцов). В противном случае мы могли бы 

их вычеркнуть, упростив тем самым матрицу Qmn. 
Для решения игры составим расчетную таблицу, в кото-

рой матрица Qmn дополнена дополнительными строками и 

столбцами. 

 
 

 В1 В2 … Вn 
i

α  

A1 
11

a  
12

a  … 
n

a
1

 
j

j
a

11
min  
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a
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j
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22
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j 
11
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i
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22
maxβ

i
i
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in

i
n

amaxβ    

 
В верхней дополнительной строке указаны возможные 

стратегии 2-го игрока (B1,…,Bn). в левом дополнительном 

столбце - возможные стратегии 1-го игрока (А1,...,Аm). Далее 

следуют элементы 
ij

α  платежной матрицы Qmn. В дополнитель-

ной последней строке таблицы записаны наибольшие значения 

ij
α  в каждом из столбцов. В последнем дополнительном столб-

це записаны наименьшие значения 
ij

α  по строкам. 

Нижней ценой игры (максимином) называется число 

)min(maxαmaxα
ij

ji
i

i
a . 

Верхней ценой игры (минимаксом) называется число 

)max(minβminβ
ij

ij
j

j
a . 

Смысл чисел α  и β  заключается в следующем: α -это 

гарантированный выигрыш первого игрока при любых дей-

ствиях второго; β -гарантированный проигрыш второго игрока 

при любых действиях первого. Заметим, что для любой пла-

тежной матрицы Qmn выполняется неравенство β α . 
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Если β=α , т.е. верхняя цена равна нижней цене, го-

ворят, что игра имеет седловую точку. 
Платежная матрица в этом случае содержит единствен-

ный элемент 
ij

a , который одновременно является максимином 

и минимаксом. В задаче 11 таким элементом был элемент 
*

33
a = 0. 

Если седловая точка 
*

ij
a  существует, то оптимальное 

решение игры найдено. Для первого игрока оптимальной яв-

ляется стратегия с номером i, для второго - стратегия с но-
мером j. Если же кто-то из игроков вместо оптимальной выбе-

рет другую стратегию, то его противник может в этом случае 
ответить выбором такой своей стратегии, которая дает худший 

результат для «отклонившегося» игрока. Поэтому отклоняться 

от оптимальной стратегии нет смысла обоим игрокам. Такая 
ситуация в теории игр называется равновесием по Нэшу. 

Наличие седловой точки означает, что данная игра 

имеет общую цену: С= α=β=
*

ij
a , которую по условию 

должен уплатить второй игрок первому, если С > 0. Если С 
< 0, то цену, равную (-С), платит первый игрок второму. Та-

ким образом, если все элементы платежной матрицы положи-
тельны, то в любом случае выигрывает первый игрок и вопрос 

заключается лишь в том, сколько. 

Если же все элементы платежной матрицы отрицательны, 
то первый игрок в любом случае проигрывает и опять вопрос 

заключается в том, сколько. Наличие в платежной матрице и 
положительных, и отрицательных элементов, и нулей гово-

рит о том, что возможны и выигрыши первого игрока, и выиг-
рыши второго, и возможен также ничейный результат. В пер-

вом случае седловая точка 0* 
ij

a , во втором 0* 
ij

a , в тре-

тьем 0* 
ij

a . (заметим, что Ca
ij
*

- цене игры). 

Если верхняя и нижняя цены игры не одинаковы, т.е. 

β>α , то говорят, что данная игра не решается в чистых 

стратегиях. Седловой точки (элемента) в этом случае в пла-

тежной матрице Q нет, и однозначно указать оптимальные 
стратегии игроков невозможно. Однако в теории игр разра-

ботаны методы нахождения так называемых смешанных оп-
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тимальных стратегий, в том числе с помощью методов линей-
ного программирования. 

Задача 12. Игра задана платежной матрицей 























5    5    1    2

4    1    8    4

5    4    5    4

3    1    2    3

Q  

Найти решение игры, т.е. оптимальные стратегии игро-

ков. 
Решение. 
Упростим матрицу Q. Вычеркнем доминируемую первую 

строку (все ее элементы меньше соответствующих элементов 

второй строки). Вычеркнем доминируемый четвертый столбец 

(все его элементы больше соответствующих элементов третьего 
столбца). В полученной упрощенной матрице Q' найдем мини-

мальные элементы в строках и максимальные элементы в 
столбцах: 

584

1

1

4

512

184

454

















Q  

Найдем нижнюю цену игры 

)min(maxα
ij

ji
a =max(4;1;1) = 4. 

Найдем верхнюю цену игры 

)max(minβ
ij

ij
a =min(4;8;5) = 4. 

Так как α=β=4, то данная игра имеет седловую точку. 

Это элемент 
11

a =4 матрицы Q'. Решение игры найдено. Опти-

мальные стратегии игроков А2 и В1 (см. исходную матрицу Q). 
Цена игры С = 4. 

 

3.3. Матричные игры, решаемые с помощью смешанных 

стратегий 

Пусть парная игра с нулевой суммой, которая задана пла-
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тежной матрицей Qmn, не имеет седловой точки. В этих случаях 

цель каждого игрока заключается в выработке оптимальной сме-
шанной стратегии. Смешанной стратегией игрока А, имеющего в 

своем распоряжении m возможных стратегий, называется вектор 

),...,,(
21 m

pppp  , где 
i

p  -вероятность выбора i-й страте-

гии. 
Предполагается, что вероятности pi удовлетворяют услови-

ям: 

.0;1
1




i

m

i
i

pp  

Если игрок В имеет в своем распоряжении п возможных 

стратегий, то его задача заключается в нахождении оптималь-

ного вектора ),...,,(
21 n

qqqq  , где 
j

q  - вероятность выбора j-й 

стратегии, причем .0;1
1




j

n

j
j

qq  

Допустим, что оптимальная смешанная стратегия игрока 

А найдена. Например, для случая т = 4 она будет представ-

лять собой четырехмерный вектор вероятностей выбора одной 
из возможных стратегий: А1, А2, А3 или А4. Пусть этот вектор 

p =(0;0,25;0;0,75). Какими должны быть в этом случае опти-

мальные конкретные действия игрока А? Очевидно, стратегии 

A1 и А3 он применять не должен, так как соответствующие веро-

ятности равны нулю. Стратегии А2 и А4 должны применяться 
случайным образом с относительными частотами 0,25 и 0,75 

соответственно. Игрок В при этом должен действовать в соот-
ветствии со своим оптимальным вектором вероятностей. 

Расчетная таблица для решения игры в смешанных стра-
тегиях может быть записана в виде: 

 

      B 

A q1 q2 q3 … qn 

p1 
11

a  
12

a  
13

a  … 
n

a
1

 

p2 
21

a  
22

a  
23

a  … 
n

a
2

 

p3 
31

a  
32

a  
33

a  … 
n

a
3

 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

65 

… … … … … … 

pm 
1m

a  
2m

a  
3m

a  … 
mn

a  

 

Обозначим: 








   
  

m

i

m

i

m

i
iiniiii

papapaM
1 1 1

21
,...,,min   (26) 

Задача игрока А заключается в том, чтобы найти такие 

компоненты вектора ),...,,(
21 m

pppp  , которые дают мак-

симальное значение М. 
Из(26)следует, что 



































m

i
iin

m

i
ii

m

i
ii

Mpa

Mpa

Mpa

1

1
2

1
1

;

,

,

 или 





















....

,...

,...

2211

2222121

1212111

Mapapap

Mapapap

Mapapap

mnmnn

mm

mm

 (27) 

Обозначим: 

.;...;; 2

2

1

1
M

p
x

M

p
x

M

p
x m

m
    (28) 

Если разделить каждое неравенство системы (27) на М, 
то получим: 























.1...

,1...

,1...

2

2

1

1

2

2

22

1

12

1

2

21

1

11

M

p
a

M

p
a

M

p
a

M

p
a

M

p
a

M

p
a

M

p
a

M

p
a

M

p
a

m

mnnn

m

m

m

m

 

или, в новых обозначениях: 
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



















.1...

,1...

,1...

2211

2222112

1221111

mmnnn

mm

mm

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

   (29) 

где ),...,2,1( 0 mi
M

p
x i

i
  

Заметим, что 

MM

ppp
xxx m

m

1...
... 21

21



  

Как уже отмечалось выше, оптимальный вектор 

),...,,(
21 m

pppp   для игрока А должен максимизировать 

значение М (см. (26)). Очевидно, максимальному значению М со-

ответствует минимальное значение дроби M1 . 

Поэтому задачу нахождения оптимального вектора 

),...,,(
21 m

pppp   можно сформулировать следующим обра-

зом. 

Найти неизвестные 
m

xxx  ...
21

, так, чтобы целевая 

функция min
1

...
21


M

xxxZ
m

, т.е. приняла 

наименьшее значение при выполнении системы неравенств (29). 

Это типичная задача линейного программирования в стан-
дартном виде. Задача нахождения оптимального вектора 

),...,,(
21 n

qqqq   формулируется в этом случае как взаимно-

двойственная задача: 

Найти неизвестные 
n

yyy  ...
21

, так, чтобы: 

max
1

...
21


M

yyyL
n

, при выполнении 

системы неравенств 
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



















.1...

,1...

,1...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

yayaya

yayaya

yayaya

 

где ).,...,2,1(  0 nj
M

q
y

j

j
  

Для решения этих задач можно применять симплекс-метод 

или другие методы решения задач линейного программирования, 
если это возможно. 

Задача 13. Игра задана платежной матрицей Q22= 










12

31
. Найти решение этой игры в смешанных стратегиях. 

Решение. 
Данная игра очевидно не решается в чистых стратегиях, так 

как нижняя цена 1α  , верхняя цена 2β  , т.е. αβ  . Решим 

ее в смешанных стратегиях. 

Решим задачу нахождения оптимального вектора 

);(
21

ppp   для первого игрока. 

Найдем 
21

, xx , такие, что: min
21
 xxZ , при 

условии (см. (29)) 









0,0   ,1

                       ,1

21222112

221111

xxxaxa

xaxa
 

Или, учитывая условие данной задачи: 









0,0   ,13

                       ,12

2121

21

xxxx

xx
   

  (31) 
Эту задачу можно решить графически. Условия (31) задают 

множество решений, которое показано на рис. 9. 
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Рис. 9. Графическое решение задачи 13 
Из данного рисунка, учитывая направление нормального 

(целевого) вектора )1;1(n , следует, что наименьшее значение 

целевой функции 
21

xxZ   достигается в точке 








5

2
;

5

1
. 

5

3
min

Z . 

Зная 
5

3
min

Z , найдем 
3

51

min

max


Z
M  - цена игры. 

Значения компонент вектора );(
21

ppp   связаны с 

найденными значениями 
5

1
1
x  и 

5

2
 соотношениями (28): 

3

2

3

5

5

2
     ;

3

1

3

5

5

1
2211

 MxpMxp  
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Таким образом, оптимальный вектор 









3

2
;

3

1
p . 

Решая симметричную двойственную задачу, получим ана-

логично оптимальный вектор 









3

1
;

3

2
q . 

Таким образом, решение данной игры следующее. В ней 

выигрывает первый игрок; наилучшей является смешанная 
стратегия, согласно которой стратегия А2 применяется в два 

раза чаще, чем A1. Цена игры 
3

5
max

M , если второй игрок 

применяет свою наилучшую смешанную стратегию, согласно 
которой B1 применяется в два раза чаще, чем В2. 

Замечание. Цена игры в случае применения смешан-
ных стратегий представляет собой, по сути, среднее значение 

(математическое ожидание) выигрыша по результатам много-

кратного повторения игры. 
 

3.4. Матричные игры с «природой» 

В рассмотренных выше матричных парных играх участво-

вали два игрока, которые стремились в условиях заданной иг-
ры либо увеличить свой выигрыш, либо уменьшить свой про-

игрыш, если выигрыш невозможен. 

При этом каждый из них действовал «разумно», т.е. вы-
бирал оптимальную для себя стратегию, и в этом смысле дей-

ствия игроков были в какой-то мере предсказуемы. Теперь мы 
будем рассматривать ситуации, в которых действия одного из 

игроков абсолютно непредсказуемы. Такие ситуации могут воз-

никать в следующих случаях: 
а) один из игроков не осознает, что принимает 

участие в 
игре, и выбирает одну из своих возможных стратегий слу-

чайным образом, не заботясь о последствиях. 
б) одним из игроков могут оказаться те или иные 

объективные обстоятельства, например состояние рынка, по-

годные условия и т.д. 
Игры, в которых имеется неопределенность, связанная с 

непредсказуемостью действий одной из сторон, называются 
«играми с природой». Заметим, что ситуации, описанные вы-
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ше, вряд ли могут быть названы чисто игровыми, так как в игре 
участвует только один игрок, который пытается выработать 

наилучший способ действий в неопределенной ситуации. Тем 
не менее ее можно задать обычной платежной матрицей, кото-

рая характеризует «успехи» единственного игрока А, имеюще -

го т возможных стратегий, в его игре с «неразумной» приро-
дой, имеющей п возможных состояний. При этом игрок А мо-

жет действовать в соответствии с некоторыми определенными 
правилами - критериями. Перечислим основные критерии, ко-

торые может применить игрок А, чтобы выбрать оптимальную 
для себя стратегию. 

1. Критерий Вальде. Согласно этому критерию игрок А 

должен избрать стратегию A i, при которой достигается ниж-

няя цена игры, т.е. αminmax 
ij

ji
a . 

Этот критерий считается пессимистическим и очень осто-

рожным, так как в этом случае предполагается, что природа 
будет действовать наихудшим для игрока образом. 

2.Критерий Гурвица. Этот критерий рекомендует приме-

нить стратегию Ai, при которой достигается 

]max)1(min[max
ij

j
ij

ji
alal  , 

где l - степень пессимизма (0 < l < 1). 

Очевидно, при l = 1 критерий Гурвица превращается в 
наиболее пессимистический критерий Вальде. При l = 0 (пес-

симизм равен нулю) критерий Гурвица становится критерием 
«розового оптимизма», предполагающем, что природа будет 

находиться в наиболее благоприятном для игрока А состоянии. 

Выбор степени пессимизма должен осуществить сам игрок А ис-
ходя из ценности платежей в данной игре и своей готовности 

рисковать. 
3.Критерий Лапласа. В случае применения этого кри-

терия предполагается, что все п состояний природы равнове-

роятны, т.е. встречаются с вероятностью 
n

p
i

1
 . Игроку А 

предлагается выбрать стратегию Ai, которая обеспечивает мак-
симальное значение математического ожидания выигрыша: 





n

j
ij

i

n

j
ijj

i
a

n
ap

11

max
1

max  

Этот критерий применяется обычно в тех случаях, когда дан-
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ная игра повторяется многократно и нет оснований считать, что 
какое-либо возможное состояние природы встречается чаще дру-

гих. 
4.Критерий Сэвиджа. Для применения этого критерия 

желательно предварительно найти так называемую матрицу 

рисков Rmn. Элементы матрицы рисков находят по формуле 

ijij
i

ij
aar  max , где 

ij
a  - элементы матрицы выигрышей 

(платежей природы - игроку). 

Далее находят оптимальную стратегию Ai, которая обес-

печивает 
ij

ij
rmaxmin . Заметим, что критерий Сэвиджа отно-

сится к числу наиболее осторожных, пессимистических критери-

ев и применяется в тех случаях, когда риск практически недо-

пустим. 
Замечание. Если платежная матрица составлена не из 

величин выигрыша игрока А, а, напротив, из его потерь, то 
формулировка критериев меняется. Критерий Вальде превра-

щается в минимаксный критерий и рекомендует игроку А изби-

рать стратегию Ai, приводящую к 
ij

ji
amaxmin , где - 

ij
a  - эле-

менты матрицы потерь. Критерий Гурвица рекомендует страте-

гию Ai, приводящую к ]max)1(min[min
ij

j
ij

ji
alal  . Кри-

терий Лапласа рекомендует избирать стратегию, приводящую 

к наименьшему математическому ожиданию потерь. Критерий 
Сэвиджа формируется так же, но матрица рисков нахо-

дится по формуле: 
ij

i
ijij

aar min , где - 
ij

a  элементы 

матрицы потерь. Впрочем, формулировку критериев можно не 
менять, если заданную матрицу потерь (проигрышей) игрока А 

превратить в матрицу его выигрышей. Для этого достаточно 
изменить знаки всех элементов заданной матрицы потерь на 

противоположные. 
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Задача 14. Найти оптимальную стратегию игрока А в 
условиях, когда его выигрыш зависит от одного из состояний 

природы и задан платежной матрицей: 
 

 S1 S2 S3 S4 
ij

j
i

aminα   
ij

j
amax  

A1 5 11 19 23 5 23 

A2 8 6 8 27 6 27 

A3 22 17 15 18 15 22 

A4 26 23 20 14 14 26 

ij
i

j
aminβ   26 23 20 27   

 
Решение. 

1) Применим критерий Вальде. Найдем 

)min(max
ij

ji
a

i
max (5;6;15;14)=15. Так как наибольшее 

значение получено при i = 3, то оптимальная стратегия игро-

ка А - стратегия А3. 
2) Применим критерий Гурвица, задав степень песси-

мизма 21l . Найдем: 

 )]max(50)min(50[max
ij

j
ij

ji
a,a,  

=
i

max [0,5(5;6;15;14) + 0,5(23;27;22;26)]= 

=
i

max [0,5(28;33;37;40)] = 
i

max (14;16,5;18,5;20) = 20. 

Учитывая, что наибольшее значение получено при i=4, 
игроку А рекомендуется избрать стратегию А4. 

3) Применим критерий Лапласа. Так как возможных со-
стояний природы всего четыре, то вероятность каждого со-

стояния 25,0
j

p  (j=1,2,3,4). 

Найдем математические ожидания выигрыша игрока А 

для каждой из его стратегий: 
 

А1  0,25(5 +11 +19 + 23) = 58 0,25  = 14,5, 

А2  0,25(8 + 6 + 8 + 27) = 49 0,25  = 12,25, 

А3  0,25(22 + 17 +15 +18) = 72 0,25  =18,0, 
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   А4  0,25(26 + 23 + 20 + 14) = 83 0,25  =20,75. 

Максимальное значение 20,75 получается при выборе 

стратегии А4. 
4) Применим критерий Сэвиджа. Для этого найдем мат-

рицу рисков R, элементы которой вычислим по формуле: 

ijjij
ar  β , где 

ij
a  - элементы заданной платежной матри-

цы, 
ij

i
j

amaxβ   - максимумы этих элементов по столбцам. 

.

13

9

18

21

;

13000

9564

0121718

411221

max











































ij
r

R  

Найдем .9)13;9;18;21(min)max(min 
i

ij
ji

r  

Минимальное значение риска получается при выборе тре-

тьей стратегии. Следовательно, следуя критерию Сэвиджа, иг-
рок А должен избрать стратегию А3. 

Таким образом, осторожные, пессимистические критерии 
Вальде и Сэвиджа рекомендуют игроку А избрать стратегию А3, 
а более оптимистичные критерии Гурвица и Лапласа рекоменду-
ют стратегию А4. Выбор между этими двумя стратегиями должен 

сделать сам игрок А исходя из его возможностей и готовности 

рисковать. Стратегии А1 и А2 исключаются как невыгодные. 
 

3.5. Задачи для самостоятельного решения 

Двусторонняя игра задана платежной матрицей Q. 

а) Упростите матрицу Q, исключив доминируемые страте-

гии игрока А (строки) и доминируемые стратегии игрока В 
(столбцы), приведя ее к виду Q'. 

б)Найдите нижнюю и верхнюю цены игры. Решается 
ли данная игра в «чистых» стратегиях? Если не решается, то 

найдите оптимальные смешанные стратегии игроков. 
в)Считая, что игроком В является природа, составьте 

по упрощенной матрице Q' матрицу рисков R' игрока А и 

найдите его оптимальную стратегию по правилу Сэвиджа (ми-
нимального риска) и по критерию Лапласа (равновозможных 
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состояний). 
Варианты: 

1)

























2102-14

165029

431256

1-543-18

Q  

2)























231412

2-4203-3

120653

05312-4

Q  

3)























7434-01

52613-5

498532

305423-

Q  

4)























35-32-02

125436

53-41-23

01234-5

Q  

5)























45-04-1-3

712605

64-23-14

5-0142-3

Q  
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6)























1-012-23

165403

213057

05431-2

Q  

7) 























432412

52-4103

85621-5

705324

Q   

8)























13-212-1-

421503

53732-4

31043-2

Q  

9)























534012

31-2430

875243

63412-3-

Q  

10)























21-4865

05-122-3

1-2-3-752

10231-4

Q  
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11)

























456312

1003421

917653

1003421

72152-4

Q  

 

Решение варианта 11. 

а) Элементы второй и четвертой строки равны. Поэтому од-
ну из них (четвертую) вычеркнем. 

Элементы первого столбца доминируют над элементами 

третьего и шестого столбца, так как дают меньше суммы проигры-
ша игрока В. Поэтому вычеркнем третий и шестой столбец (игроку 

В невыгодно применять эти стратегии). 
В результате получим 





















5612

1753

0321

212-4

 

Продолжим упрощение. Элементы второго столбца домини-
руют над элементами третьего столбца, так как они дают мень-

шие суммы проигрыша игрока В. Поэтому третий столбец вы-
черкнем. Элементы третьей строки доминируют над элементами 

второй, так как дают больший выигрыш игроку А. Вычеркнем вто-

рую строку. Окончательно получим матрицу Q', которую упро-
стить уже невозможно: 



















512

153

22-4

Q . 

б) Обозначим возможные стратегии игрока A: Al, А2, А3; иг-
рока В: В1, В2, В3. В каждой строке матрицы Q' найдем наимень-

шее число 
i

α , в каждом столбце найдем наибольшее число 
j

β . 
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 B1 B2 B3 i
α  

A1 4 -2 2 -2 

A2 3 5 1 1 

A3 2 1 5 1 

j
β  4 5 5  

 

Нижняя цена игры: 
i

ij
ji

a maxminmaxα  (-2;l;l) = 1. 

Верхняя цена игры: 
j

ij
ij

a minmaxminβ  (4;5;5) = 4; 

βα  , следовательно, седловой точки данная игра не 

имеет. 
Вывод: данную игру нельзя решить в «чистых» стратегиях. 

Решим игру в смешанных стратегиях. Для этого воспользу-

емся методом линейного программирования. Обозначим цену иг-
ры М. Тогда получаем две взаимно симметричные двойственные 

задачи: 

1)Найти 
321

,, xxx , такие, что 

min
1

321


M
xxxZ , 

при условии 















.1

,1

,1

333223113

332222112

331221111

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

 

2)Найти 
321

,, yyy , такие что 

max
1

321


M
yyyZ ; 

при условии 















.1

,1

,1

333232131

323222121

313212111

yayaya

yayaya

yayaya
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Симплекс-таблица. 

Ci Б.П. 
1 1 1 0 0 0 )(yZ  

симпл.
отнош. 

1
y  

2
y  

3
y  

4
y  

5
y  

6
y  вi 

0 4
y  4 -2 2 1 0 0 1 

2

1  

0 5
y  3 5 1 0 1 0 1 1 

0 6
y  2 1 5  0 0 1 1 

5

1  

Инд. i -1 -1 -1 0 0 0 0  

0 4
y  

5

16
 

5

12
-  0 1 0 

5

2
  

5

3
 - 

0 5
y  

5

13
 

5

24
 0 0 1 

5

1
  

5

4
 

6

1
 

1 6
y  

5

2
 

5

1
 1 0 0 

5

1
 

5

1
 1 

Инд. i 
5

3
  

5

4
  0 0 0 

5

1
 

5

1
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0 4
y  

2

9
 0 0 1 

2

1
 

2

1
  1 

9

2  

1 5
y  

24

13
 1 0 0 

24

5
 

24

1
  

6

1
 

13

4
 

1 3
y  

24

7
 0 1 0 

24

1
  

24

5
 

6

1
 

7

4
 

Инд. i 
6

1
  0 0 0 

6

1
 

6

1
 

3

1
  

1 1
y  1 0 0 

9

2
 

9

1
 

9

1
  

9

2
 - 

1 2
y  0 1 0 

108

13
  

27

4
 

36

7
 

108

5
 - 

1 3
y  0 0 1 

108

7-
 

27

2
  

27

10
 

108

11
 - 

Инд. i 0 0 0 
27

1
 

27

5
 

108

49
 

27

10
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Решим вначале вторую задачу. Подставляя значения 
ij

a  

матрицы Q' и вводя дополнительные переменные 
654

,, yyy , бу-

дем преобразовывать ее по известным правилам (см. § 1, п. 4), 
применяя симплекс-метод. 

Последняя индексная строка не содержит отрицательных 
значении, следовательно, решение найдено: 

.
27

10
)(;

108

11
;

108

5
;

9

2
max321

 yZyyy  

Цена игры: .7,2
10

27

)(

1

max


yZ

M  

Найдем вероятности стратегий игрока В: 

.
40

11

10

27

108

11

 .
8

1

10

27

108

5

   .
10

6

10

27

9

2

33

22

11







Myq

Myq

Myq

 

Таким образом, вектор оптимальных вероятностей приме-

нения стратегии игрока В имеет вид: 









40

11
;

8

1
;

10

6
q . В этом 

случае его средний проигрыш будет не более цены игры, равной 

2,7. 
Вектор оптимальных вероятностей применения стратегий 

игрока А можно найти, опираясь на теоремы двойственности 
(проделайте это самостоятельно). 

Во-первых, найдите оптимальные значения 
321

,, xxx , а за-

тем искомый вектор вероятностей. В результате получится: 











10

4
;

2

1
;

10

1
p . В случае применения стратегий А1,А2,А3 с 

найденными вероятностями игрок А получит средний вы-
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игрыш не менее цены игры, равной 2,7. Координаты век-

тора p  показывают, что наиболее «обещающей» для 

игрока А является стратегия А2, которую следует приме-

нять с вероятностью 
2

1
, т.е. в  50% случаев. Наибольшее 

рискованной является стратегия А1. Ее следует применять 

с вероятностью 
10

1
, т.е. лишь в 10% случаев. 

в) Пусть игроком В является природа. Рассмотрим снова 

матрицу Q'. Составим для нее матрицу рисков R. Элементы 
ij

r  

матрицы R' получаются из элементов матрицы Q' по формуле: 

ijjij
ar  β  

.

042

401

370

















R  

По правилу Сэвиджа игрок А должен принять стратегию 

Аi, при которой получается )max(min
ij

ji
r . 

Наибольшее число в первой строке 7; во второй строке 

- 4; в третьей - 4. Находим 
i

min (7; 4; 4) = 4 . 

Отсюда следует, что оптимальными по Сэвиджу являются 

две стратегии: либо А2, либо А3. 

Применим теперь к матрице R  критерий Лапласа. Со-

гласно этому критерию игрок В (в данных условиях это «нера-
зумная» природа) выбирает свои стратегии В1, В2, В3 с одинаковой 

вероятностью. Так как этих стратегий три, то 
3

1


j
p . Игрок 

А в этой ситуации должен выбрать стратегию Аi, при которой 

получается 











3

1

min
j

jij
i

pr . 

Вычислим: 
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при А1 имеем: ;33,3
3

1
3

3

1
7

3

1
0   

при А2 имеем: ;66,1
3

1
4

3

1
0

3

1
1   

при А3 имеем: .2
3

1
0

3

1
4

3

1
2   

Вывод: оптимальной по Лапласу является стратегия А2, 
при которой средневзвешенный риск минимален. 

 
 

§ 4. Основные результаты, контрольные вопросы и 
тесты. 

4.1. Основные результаты и выводы. 

1. Задача линейного программирования в каноническом ви-
де: 

Найти значения переменных, 
n

xxx ,....,,
21

 которые: 

а) удовлетворяют системе линейных уравнений: 





















;....

,....

,....

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

вxaxaxa

вxaxaxa

вxaxaxa

 

б) являются неотрицательными: 

,0
1
x  ,......,0

2
x  ;0

n
x  

в) дают наименьшее (наибольшее) значение линейной це-

левой функции: 

   
nnn

xCxCxCxxxLxLL  ....,...,,
221121

 

2. Решение задачи линейного программирования называет-
ся базисным (опорным), если все свободные переменные в этом 

решении равны нулю, а значения базисных переменных неотри-
цательны. 

3. Теорема 1. Если оптимальное решение задачи линейно-

го программирования существует, то оно является базисным 
(опорным). 
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4. Существует три основных метода решения задач линей-
ного программирования: 

а) метод перебора опорных решений; 
б) графический метод; 

в) симплекс – метод. 

5. Задача линейного программирования в стандартном ви-
де: 

Найти значения переменных, nxxx ,....,, 21  которые: 

а) удовлетворяют системе линейных неравенств: 





















;....

,....

,....

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

вxaxaxa

вxaxaxa

вxaxaxa

 

б) является неотрицательными: 

,0
1
x  ,......,0

2
x  ;0

n
x  

в) дают наибольшее значение линейной целевой функции: 

  max....
2211


nn

xCxCxCxLL . 

6. Целевой вектор имеет координаты равные коэффициен-

там целевой функции, то есть  
n

CCCn ;....;;
21

  и указывает 

направление, в котором данная целевая функция возрастает 

наиболее быстро. 

7. Алгоритм симплекс- метода. 
а) Преобразовать задачу линейного программирования 

к каноническому  виду. 
       б) Найти какое-либо допустимое базисное (опорное) 

решение. 
в) Составить соответствующую этому решению началь-

ную симплекс – таблицу. 

г) Вычислить элементы индексной строки и сделать вы-
вод - является ли это опорное решение оптимальным. 

д) Если нет, то найти симплекс - отношения и опреде-

лить разрешающий элемент epa . 

е) Преобразовать начальную симплекс – таблицу и 

определить новые значения элементов индексной строки. 
ж) Если новые значения элементов индексной строки 

указывают, что полученное решение не является оптималь-
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ным, то снова определяется разрешающий элемент и снова 
преобразуется симплекс-таблица. 

з) Если значения элементов индексной строки показы-
вают, что оптимальное решение найдено, то задача решена и 

в правом нижнем углу последней симплекс – таблицы полу-

чено соответствующее оптимальное значение целевой функ-
ции. 

8. Задачи (Ас) и (Вс) называются взаимно-двойственными, 
если выполняются следующие пять признаков: 

а) число переменных в одной задаче равно числу огра-
ничений – неравенств другой задачи; 

б) матрицы коэффициентов систем ограничений полу-

чаются одна из другой путем транспонирования; 
в) неравенства в системах ограничений имеют проти-

воположный смысл (в одной системе   в другой  ); 
г) свободные члены системы ограничений одной задачи 

становятся коэффициентами целевой функции другой задачи, 

и наоборот; 

д) целевая функция ( min ), если система ограни-

чений задачи содержит неравенства ( ); и наоборот 

( max ), если система ограничений содержит неравенства 

( ). 

9. Теорема 2. Если одна из взаимно-двойственных задач 

имеет оптимальное решение, то и другая имеет оптимальное ре-

шение, причем:    
minmax

ySxL  . 

10. Вводя вспомогательные переменные, обе взаимно-
двойственные задачи (Ас) и (Вс) заданные в стандартном виде 

можно преобразовать к каноническому виду: (Ак) и (Вк). При этом, 

если в оптимальном решении задачи (Ак) значение основной пе-
ременной больше нуля, то соответствующая ей вспомогательная 

переменная задачи (Вк) равна нулю и наоборот. В результате 
можно составить таблицу соответствия оптимальных решений и 

найти, например, оптимальное решение задачи (Вк), зная опти-
мальное решение  задачи (Ак). 

11. Задачи линейного программирования могут иметь более 

одного решения (иметь альтернативные оптимальные решения). В 
этом случае задача имеет бесконечное множество оптимальных 

решений и из них можно выбрать любое. 
12. Если после решения задачи (Ак) решена также двой-

ственная ей задача (Вк), то оптимальное решение последней ха-

рактеризует ценности  ограничений первой задачи (Ак). Напри-
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мер, оптимальное решение задачи (Вк), полученное в виде: 

 0;0;5;0;1
опт

y  позволяет сделать вывод, что из трех огра-

ничений задачи (Ак) второе не является ценным, а ценности пер-
вого и третьего относятся как 1:5. 

13. Основным методом для решения задач нелинейного 
программирования является метод Лагранжа. Однако, в некото-

рых простых случаях решение нелинейной задачи можно найти, 
используя графический метод. 

14. Алгоритм метода Лагранжа: 

а) Составляем функцию Лагранжа 

         ,....,....,,,,....,,
22112121

xxxxfxxxLL
mmmn

   

где:    
n

xxxfxf ,....,,
21

  - заданная в задаче 

целевая функция; 

 ;
1

x   x
2

 ,…,  x
m

  - функции из заданных 

уравнения связи; 

m
 ,....,,

21
 - вспомогательные переменные (множи-

тели Лагранжа), которые неотрицательны и не могут быть 
равны нулю все одновременно. 

б) Проверяем для функции Лагранжа выполнение тео-
ремы Вейерштрасса (или следствия из нее) для того, чтобы 

убедиться в существовании точек экстремума. 

в) Если точки экстремума существуют, то находим 
частные производные функции Лагранжа по всем перемен-

ным и ее стационарные точки. 
г) Проверяем выполнение достаточных условий экс-

тремума в найденных стационарных точках, исследуя матри-

цу Гессе, или используя другие более простые методы. 
15. Оптимизационные задачи, в которых одной из перемен-

ных является время, причем оптимальное решение найденное при 
одном значении этой переменной может быть не оптимальным 

при другом ее значении, называются задачами динамического 
программирования. Существуют различные методы для решения 

определенных типов таких задач (метод рекуррентных соотноше-

ний Р.Беллмана и др.). Общего универсального метода не суще-
ствует. 

16. Ситуации, в которых эффективность действий экономи-
ческого субъекта (бизнесмена) зависит от действий других субъ-

ектов, причем интересы их не совпадают, называются конфликт-

ными. Раздел математики, посвященный анализу и решению за-
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дач оптимизации в подобных ситуациях, называется теорией игр. 
17. Игра задана, если: 

а) Определены «n» игроков (конфликтующих сторон). 
б) Определены возможные варианты действий (страте-

гии) каждого игрока, причем эти варианты известны всем иг-

рокам; 
в) Определены возможные конечные результаты игры 

(выигрыш, проигрыш, ничья). 
г) Определены платежи игроков в случае наступления 

любого конечного результата. 
18. Алгоритм решения парной игры с нулевой суммой, до-

пускающей решение в «чистых стратегиях»: 

а) Составляем платежную матрицу Q. 
б) Упрощаем матрицу Q вычеркивая доминируемые 

стратегии у обоих игроков. 
в) Находим нижнюю и верхнюю цены игры. Если  они 

совпадают, то игра имеет «седловую точку». Элемент ijа  

платежной матрицы, оказавшийся седловой точкой, задает 

оптимальные стратегии: i – номер оптимальной стратегии 1-
го игрока; j – номер оптимальной стратегии 2-го игрока. 

19. Наличие седловой точки позволяет найти цену игры, то 

есть условную сумму выигрыша, которую проигравший игрок обя-
зан выплатить выигравшему. Отклоняться от оптимальных страте-

гий «i» и «j» обоим игрокам нет смысла, так как в противном слу-
чае результат игры для «отклонившегося» будет хуже. Эта ситуа-

ция называется «равновесием по Нэшу» и довольно часто встре-

чается в экономике, политике и управлении бизнесом. 
20. Если игра не имеет седловой точки, то следует найти 

оптимальные смешанные стратегии игроков, то есть определен-
ные векторы вероятностей применения возможных стратегий для 

каждого игрока. В парных играх с нулевой суммой эту задачу 
можно привести к задаче решаемой методами линейного про-

граммирования. 

21. Если одним из «игроков» являются объективные обстоя-
тельства, то парную игру с таким игроком называют игрой «с 

природой». Для таких игр существует несколько различных кри-
териев облегчающих нахождение оптимальной стратегии (крите-

рии Вальде, Сэвиджа, Гурвица, Лапласа). Выбор критерия зависит 

от цены игры и ряда конкретных обстоятельств и делается самим 
игроком. 
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4.2. Контрольные вопросы. 

1. Какое решение задачи линейного программирования 

называется оптимальным? 
2. Сформулируйте какой-либо пример транспортной задачи. 

3. Какие пять случаев могут встретиться при решении зада-

чи линейного программирования в каноническом виде? 
4. Сформулируйте алгоритм решения задачи линейного 

программирования методом перебора опорных решений. 
5. Сформулируйте алгоритм решения задачи линейного 

программирования графическим методом. 
6. В каких случаях нецелесообразно либо невозможно при-

менение графического метода и метода опорных решений? 

7. Покажите на примере, как можно преобразовать задачу 
линейного программирования из стандартного вида в канониче-

ский? 
8. Как вычисляются элементы индексной строки при запол-

нении симплекс – таблицы? 

9. Как определяется разрешающий элемент для последую-
щего преобразования симплекс – таблицы? 

10. Сформулируйте «правило прямоугольника». 
11. Покажите на примере, как формулируется симметричная 

двойственная задача для данной задачи заданной в стандартном 
виде. 

12. Дайте общий вид таблицы соответствия двух оптималь-

ных решений взаимно-двойственных задач. 
13. Каким образом можно обнаружить существование аль-

тернативных оптимальных решений? 
14. Что такое «ценность» ограничения в задаче линейного 

программирования и как она определяется? 

15. Приведите пример задачи нелинейного программирова-
ния, которую можно решить графическим методом. 

16. Приведите пример задачи дробно-линейного програм-
мирования и опишите методику решения подобных задач. 

17. В чем заключается суть метода Гомори для решения за-

дач целочисленного программирования? 
18. Приведите пример задачи динамического программиро-

вания 
19. Сформулируйте алгоритм метода Лагранжа для решения 

задач нелинейного программирования. 
20. Что такое матрица Гессе и для решения, каких задач 

она применяется? 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

88 

21. Сформулируйте критерий Сильвестра. 
22. Сформулируйте условия, при которых парная игра с ну-

левой суммой решается в «чистых стратегиях». 
23. Что значит найти оптимальную смешанную стратегию 

одного из игроков? 

24. Сформулируйте четыре критерия для выбора оптималь-
ной стратегии в играх с «природой». 

 
4.3. Контрольный тест №1 

1. Какой метод и почему целесообразнее применить для 
решения следующей задачи. 

Задача 1. 

Дана система ограничений: 
























.25,0

,25,0

,1

,1

,2

2

1

21

21

21

x

x

xx

xx

xx

  

Варианты ответов: 
а) симплекс – метод, потому что система ограничений 

содержит пять неравенств. 

б) графический метод, потому что число переменных не 
превышает двух. 

в) задача не имеет решения, потому что данная систе-
ма неравенств несовместна. 

г) метод перебора опорных (базисных решений), пото-

му, что их количество невелико. 
2) Для того, чтобы привести задачу 1  к каноническому ви-

ду необходимо: 
Варианты ответов: 

а) дополнить ее условиями не отрицательности переменных 

;0,0 21  xx  

б) изменить знаки первых трех неравенств на (  ) 

умножив эти неравенства на -1. 
в) изменить знаки последних двух неравенств на ( ) умно-

жив их на -1. 
г) ввести вспомогательные переменные 

Найти ,,
21

xx  при которых целевая 

функция 
21

32 xxL   принимает 

наименьшее значение. 
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76543 ,,,, xxxxx  так, чтобы неравенства системы ограниче-

ний  превратились в уравнения. 
3) В задаче линейного программирования требуется найти 

значения переменных, при которых целевая функция принимает 
наименьшее значение. Решая эту задачу симплекс-методом, вы 

получили начальную симплекс-таблицу, в индексной строке кото-

рой есть одно положительное значение, одно отрицательное и 
остальные нули (кроме последнего столбца). Что делать дальше? 

Варианты ответов: 
а) выбрать разрешающим столбец, в котором получи-

лось положительное значение; 
б) сделать вывод, что данная задача не имеет реше-

ний, так как значения в индексной строке имеют разные зна-

ки; 
в) сделать вывод, что начальное базисное решение бы-

ло выбрано неверно(то есть оно не является допустимым) 
г) выбрать разрешающим столбец, в котором получи-

лось отрицательное значение. 

4) В результате решения двух взаимно-двойственных задач 
линейного программирования получена следующая таблица соот-

ветствия: 

 
Какое ограничение в исходной задаче является самым цен-

ным? 

Варианты ответов: 
а) первое; 

б) второе; 
в) третье; 

г) четвертое. 

5) Какое из решений не является оптимальным решением 
задачи нелинейного целочисленного программирования: 
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Задача 2.     



















целые - ,

.0;0

,1,3

,1

21

21

12

2

12

xx

xx

xx

xx

   max
21
 xxL  

 

Варианты ответов: 
 

а) (1;2); 
б) (2;2); 

в) (3;0); 
г) (0;3). 

6) Найдите матрицу Гессе для функции 3

2

2

3

1

1
xxy   и ис-

следуйте ее на выпуклость (вогнутость) в точке А (1;8). 
 

Варианты ответов: 
 

а) функция нестрого вогнута в (·) А; 

б) функция строго выпуклая в (·) А; 
в) функция строго вогнутая в (·) А; 

г)функция нестрого выпукла в (·) А. 
 

7) Игра задана платежной матрицей 

 

     



















121

105

031

Q  

Решением этой игры является 

 
Варианты ответов: 

 
а) игра не решается в чистых стратегиях, так как не имеет 

седловой точки; 

б) оптимальная стратегия 1-го игрока А2; 2-го – В2; 
в) данную игру можно упростить, вычеркнув стратегию 

В1, однако, далее игра не упрощается, и седловой точки не 
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имеет; 
г) оптимальная стратегия 1-го А3; 2-го – В3. 

 
8) Игра с «природой» задана платежной матрицей 

      

3

2

1

512

153

226

A

A

A

Q





















 

  

Игрок А избирал стратегию А1. Каким критерием он пользо-

вался? 
 

Варианты ответов: 
 

а) Критерием Вальде; 

б) Критерием Гурвица )0( l ; 

в) Критерием Сэвиджа; 
г) Критерием Лапласа. 
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ГЛАВА 2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МИКРОЭКОНОМИКА 

Задача микроэкономики - одного из важнейших разделов 

экономической теории - анализ взаимодействия субъектов хо-

зяйственной деятельности - отдельных потребителей (домаш-
них хозяйств) и производителей (предприятий). Микроэкономику 

иногда называют «теорией цен», поскольку главными ин-
дикаторами механизма распределения товаров (благ, услуг, ре-

сурсов) в рыночной экономике выступают цены. Известно, что 
цена на какой-либо конкретный товар зависит от соотношения 

спроса и предложения. Спрос на товар и предложение товаров 

определяются объемами их потребления и производства. 
Потребители преследуют цель добиться максимального 

эффекта потребления. Производители стремятся добиться мак-
симальной прибыли. 

Задача математической микроэкономики заключается в по-

строении системы математических моделей, адекватно отража-
ющей взаимозависимости между указанными выше факторами. 

Только в этом случае можно достаточно обоснованно, опираясь 
на расчеты, рекомендовать конкретные оптимальные решения 

субъектам хозяйственной деятельности. Таким образом, мате-

матическая экономика придает экономическим решениям точ-
ность, которая, как известно, никогда не бывает лишней.  

§ 1. Теория полезности. 

1.1. Функции полезности 

Рассмотрим некоторое множество индивидуальных потре-

бителей (домашних хозяйств), которые для удовлетворения 
своих потребностей используют два вида благ (товаров): № 1 и 

№ 2. Допустим, что для обеспечения потребностей одного из 
этих потребителей в течение некоторого периода времени 

(например, 1 месяц) требуется х1 единиц блага № 1 и х2 еди-
ниц блага № 2. 

Двумерный вектор (х1;х2) назовем вектором потребления 

данного потребителя. 
Предположим, что этому потребителю предложили на вы-

бор два различных вектора потребления: А = (х1А;х2А) и В = 
(х1В;х2В). Тогда потребитель может вынести одно из следующих 

трех суждений: 1) вектор А предпочтительнее, чем В; 2) вектор В 
предпочтительнее, чем А; 3) оба вектора - А и В - равнопред-
почтительны. 

Будем полагать, что при вынесении одного из этих трех 
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суждений потребитель руководствуется своей индивидуальной 
функцией  полезности:U= U(x1;x2). Если значения этой функции 

одинаковы для разных векторов потребления, то выносится 
суждение 3), т.е. рассматриваемые векторы потребления одина-

ково полезны. 

В микроэкономике рассматриваются в основном следую-
щие три типа функций полезности: 

1.Функция с полным взаимозамещением благ: 
U =b1х1 + b2х2 (b1 > 0; b2 > 0).    (1) 

2.Функция с полным взаимодополнением благ: 

).0;0(;min 21

2

2

1

1 









 bb

b

x

b

x
U   (2) 

3.Неоклассическая функция полезности (функция сме-

шанного замещающе-дополняющего типа): 

).1;0;0;0( 212121
21  bbabbxaxU

bb

 
(3) 

Функции полезности первого и второго типа встречаются 

не так часто. Первая характеризует полезность потребления 

двух сходных по назначению благ, когда снижение количества 
одного потребляемого блага полностью компенсируется увели-

чением потребления другого. Например: животное и расти-
тельное масло; алкогольные напитки двух разных наименований; 

хлебобулочные изделия двух разных видов образуют пары вза-

имозаменяемых благ (товаров). 
Функция полезности второго типа описывает ситуа-

ции, когда никакое увеличение потребления одного блага 
(товара) не может компенсировать нехватку другого. Напри-

мер: одежда и обувь, «хлеб» и «зрелища» - пары взаимодо-
полняющих благ. 

Функции полезности третьего типа описывают оба эф-

фекта - и эффект замещения, и эффект дополнения одного 
блага другим, поэтому они рассматриваются чаще других. 

Кроме перечисленных трех основных типов функций по-
лезности, для моделирования выбора потребителя применяют-

ся и другие виды функций, например: 

4.Логарифмическая функция полезности: 

)ln()ln(
222111

bxabxaU     (4) 

где .0;0;0;0
2121
 bbaa  

5.Экспоненциальная функция полезности: 
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)( 2211 xaxa
ekU


      

 (5) 

где k > 0; а1 > 0; а2 > 0. 

Замечание 1. 
Выбор вида функции полезности, адекватно отражаю-

щей предпочтения конкретного потребителя, представляет со-
бой довольно сложную задачу. В общей постановке это задача 

спецификации математической модели потребления. Методы 
решения подобных задач рассматриваются в специальной науке 

“Эконометрике”, возникшей сравнительно недавно на стыке эко-

номического и регрессионного анализа. 
Замечание 2. 
Все перечисленные выше виды функций полезности мож-

но записать в более общем виде, когда вектор потребления 

является не двумерным, а n-мерным (n > 2). Вектор по-

требления x


= (х1,х2,...,хп) рассматривается в случае, когда 

потребитель использует п различных видов благ (товаров). 
Например: неоклассическая функция полезности (3) в этом 

случае будет иметь вид: 

,...
1

2

2

1

1 



n

i

ib

i

nb

n

bb
xaxxaxU    (6) 

где а > 0; .0,...,0 ;1...
121


nn

bbbbb  

Функция с полным взаимозамещением для случая п > 2 
имеет вид: 

U = b1 х1 + b2 х2 +...+ bп хn= ,
1




n

i
ii

xb    (7) 

где b1 > 0,..., bп >0.                     

Задача 1. Дана функция полезности U=min(2x1;3x2). 
Найдите наиболее предпочтительный вектор потребления из 

заданных: А1=(1;2); А2=(3;1); А3=(8;1); А4= (2;2). 

Решение. 
Вычислим U = min(2x1;3x2) для каждого из векторов: 

             U1 (1;2) =min(2;6) = 2;      U2 (3;l) =min(6;3) = 3. 
            U3 (8;1) =min(16;3) = 3;     U4 (2;2) =min(4;6) = 4. 

Наибольшее значение полезности U4 = 4 получено для 
вектора А4 =(2;2). 

Ответ: А4 =(2;2). 

Задача 2. Функция полезности имеет вид: U= 3 2

21
xx   
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Расположите следующие векторы потребления в порядке их 
предпочтительности:  

B1 = (8;1);    В2 = (1;8);    В3 = (2;4);    В4 = (4;2). 
Решение. 
Вычислим значения полезности: 

                   U1= 2183 2  ;          U2= 4813 2  ; 

                  U3=
33 2 4242  ;    U4= .2224 33 2   

Запишем значения полезности в порядке их возраста-

ния: 

                 U1 =2;   U4 = 2
3 2 ;   U3 = 2

3 4 ;   2U  = 4. 

Ответ: В1; В4; В3; В2. 
Задача 3. Любительница пирожных Глафира покупает 

обычно к утреннему чаю 2 «слоечки» и 3 «трубочки». Однажды 

в магазин не завезли «слоечки». Какой новый вектор потреб-
ления с той же полезностью избрала Глафира, если ее функция 

полезности имеет вид: U=3x1+2х2,где х1 -количество «слоечек», 
х2 - количество «трубочек»? 

Решение. 
Функция полезности Глафиры относится к функциям с пол-

ным взаимозамещением. Поэтому возможно полное замещение 

одного товара другим. Найдем значение полезности при обыч-
ном векторе потребления: U(2;3) = 3 - 2  + 2 - 3  = 12. Так как это 

значение должно сохраниться и при новом векторе потреб-

ления, у которого первая координата х1= 0, то U(0;x2)=12. Или 

12203
2
 x ,  откуда х2 = 6 .  Следовательно, новый век-

тор потребления: (0;6). 

Ответ: (0;6). 

 
1.2. Предельная полезность и предельная норма  

замещения. Свойства функций полезности 

Определение 1. Предельной полезностью товара называ-

ется соответствующая частная производная первого порядка от 

функции полезности: 
1x

U   - предельная полезность первого това-

ра; 
2x

U  - предельная полезность второго. 

Понятие предельной полезности позволяет сформулиро-
вать некоторые общие свойства функций полезности. 

Если зафиксировать потребление одного из товаров на по-
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стоянном уровне и увеличивать потребление другого, то полез-
ность будет возрастать. Так как возрастающие функции имеют 

положительные производные, то отсюда следует: 

Свойство 1. 0
1


x
U ; 0

2


x
U  - предельные полезности 

положительны (кроме случая функции второго типа с полным 

взаимодополнением благ). 

Однако ясно, что с увеличением потребления любого то-
вара его полезность должна уменьшаться. Если вы голодны, то 

первый пирожок вы съедаете с большим аппетитом, второй - 
уже с меньшим и т.д. 

Таким образом, предельные полезности должны быть 
убывающими функциями от величины потребления. В этом суть 

1-го закона К. Госсена, основоположника «маржинализма» - од-

ного из течений в экономической теории. На дифференциаль-
ном языке этот закон формулируется следующим образом: 

Свойство 2. 0
11


xx
U ; 0

22


xx
U  - частные производ-

ные второго порядка от функции полезности - отрицательны, 
т.е. с ростом потребления скорость роста полезности замед-

ляется. Этим свойством обладают неоклассические функции по-

лезности (3). 
Рассмотрим теперь случай замещения одного блага (това-

ра) - другим. Пусть при сокращении потребления первого блага 
на величину (-dx1), для того чтобы сохранить прежнюю вели-

чину полезности U0, необходимо увеличить потребление второго 
блага на величину dx2. 

Определение 2. Отноше-

ние: MRS
xx

UU
dx

dx

21
0

1

2




 - называется предель-ной 

нормой замещения (marginal rate of substitution) первого бла-
га вторым. 

Так как в результате этого замещения значение функции 
полезности остается неизменным, то полный дифференциал 

функции полезности равен нулю: 

Свойство 3. Предельная норма замещения есть отно-
шение соответствующих предельных полезностей. 


11222211

0 dxUdxUdxUdxUdU
xxxx
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21

2

1

1

2

xx

x

x
MRS

U

U

dx

dx






     

    (8) 

Задача 4. Дана функция полезности U =
6

1

3
3

1

2
2

1

1 xxx  . 

Найдите предельные нормы замещения х2 на х1 и х1 на х3 в точ-

ке (1; 8; 1). 
Решение. Найдем предельные полезности: 

3

1
181

6

1
)1;8;1( ,

6

1

12

1
181

3

1
)1;8;1( ,

3

1

1181
2

1
)1;8;1( ,

2

1

6

5
  

3

1

2

1
 

6

5
 

3

3

1

2

2

1
 

1

6

1

3

2
  

2

1
 

6

1

3

3

2
  

2

2

1
 

1

6

1

3

1

2

1
  

6

1

3

3

1

2

2

1
  

1

33

22

11




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





xx

xx

xx

UxxxU

UxxxU
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Найдем предельные нормы замещения:  

    .3
3

1
:1:

;
12

1
1:

12

1
:

3131

1212









xxxx

xxxx

UUMRS

UUMRS

 

Ответ: 
12

1
;3. 

 
1.3. Кривые безразличия и бюджетная прямая 

Если функция полезности U=U(x1,x2) известна, то при 

каждом заданном уровне полезности U1 можно в системе коор-
динат (x1;x2) построить линию, уравнение которой U1=U(x1;x2). 

Линии, соответствующие разным фиксированным значениям по-
лезности U1,U2..., в микроэкономике называют кривыми без-

различия. 

Это название оправдывается тем, что все векторы потреб-
ления, координаты которых задают точки, принадлежащие од-
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ной и той же кривой безразличия, характеризуются одинаковой 
полезностью (т.е. равнопредпочтительны), и потребителю без-

различно, какой из них избрать. 
Обозначим цену первого блага (товара) р1, цену второго р2, 

а бюджет потребителя -R. 

Определение 3. Уравнение р1х1+р2х2=R называется 
бюджетным уравне-нием, а соответствующая ему в коорди-

натах (х1;х2) прямая называется бюджетной прямой. Нера-

венство p1x1+p2x2R называется бюджетным ограничением. 

При заданном бюджетном ограничении все доступные по-

требителю векторы потребления задаются точками, находящи-
мися внутри или на границах треугольника, образованного 

бюджетной прямой и осями координат. 
Если в системе координат (x1;x2) построить бюджетную 

прямую и несколько кривых безразличия, соответствующих 

различным значениям полезности, то можно заметить, что не-
которые из кривых безразличия пересекают бюджетную пря-

мую, а некоторые находятся за пределами указанного выше 
треугольника (рис. 1). Кривые безразличия, не имеющие ни од-

ной общей точки с бюджетной прямой потребителя, называются 

«недоступными». 
Рассмотрим вначале функцию полезности неоклассиче-

ского типа (3). Кривые безразличия для функций этого типа 
представляют собой гиперболы. Очевидно, чем выше фиксируе-

мый уровень полезности U1,U2,..., тем дальше должна распола-

гаться гипербола от начала и осей координат. Множество кривых 
безразличия (в данном случае - гипербол), построенных на од-

ном чертеже, называется картой кривых безразличия. На рис. 1 
изображена типичная карта кривых безразличия функций типа 

(3) и типичная бюджетная кривая. 
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Рис. 1. Карта кривых безразличия для функций полезности 

неоклассического типа и бюджетная прямая 

Замечание 1. На рис. 1 отмечена точка M(
*

2

*

1 ; xx ), 

которая является точкой касания бюджетной прямой и од-

ной из кривых безразличия. Далее будет доказано, что эта точка 

определяет оптимальный для данного потребителя вектор по-

требления );( *

2

*

1
xxOM  . 

Задача 5. Постойте на одном чертеже: а) бюджетную 

прямую потребителя, который интересуется двумя видами 

товаров, если его бюджет R = 60 руб., цена одной единицы 
первого товара Р1 = 10 руб., второго Р2 = 15 руб.; б) карту 

кривых безразличия этого потребителя при фиксированных зна-
чениях полезности U1 =4; U2 = 6; U3 = 8, если его функция по-

лезности имеет вид: U = min(4x1;2x2). Укажите оптимальный век-

тор потребления этого потребителя.  
 

Решение. 

Построим систему координат х1Ох2. Вычислим 
10

60

1


P

R
= 6 

и отметим эту точку на оси Ох1. Вычислим 
15

60

2


P

R
=4 и от-
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метим эту точку на оси Ох2. Через эти две точки проведем 
прямую. Это - искомая бюджетная прямая 10x1 + 15х2 = 60 

данного потребителя (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Бюджетная прямая и карта кривых безразличия 
Для построения карты кривых безразличия рассмотрим 

указанные фиксированные значения полезности: 

1. 1U = 4. Это значение для функции полезности U= 

min(4x1;2x2) возможно в двух случаях: 

1)








;2

,1

2

1

x

x
 или 2)









.2

,1

2

1

x

x
 

Первая система задает полупрямую от точки с координа-
тами (1;2) вверх; вторая - от той же точки вправо. Построив эти 

полупрямые, получаем прямой угол, вершина которого находит-
ся в точке (1;2). Этот угол представляет собой искомую кривую 

безразличия для данной функции полезности при U = U1= 4. 
2.U2 = 6. Это значение возможно, если: 

1) 








;3

,5,1

2

1

x

x
 или 2)









.3

,5,1

2

1

x

x
 

Получаем прямой угол с вершиной в точке (1,5; 3). Это 

вторая кривая безразличия, соответствующая уровню полезно-
сти U = U2 = 6. 

3.U3 = 8. Это значение полезности достигается, если: 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

101 

1)








;4

,2

2

1

x

x
 или 2)









.4

,2

2

1

x

x
 

Получаем третью кривую безразличия, соответствую-
щую U = U3 = 8 - прямой угол с вершиной в (2;4) (см. рис. 2). 

Анализируя рис. 2, можно заметить, что наибольший из 

уровней полезности, доступных нашему потребителю с бюдже-
том R = 60 руб., - это U2=6. Этого уровня можно достичь 

только в том случае, если потребитель выберет вектор потреб-

ления (1,5;3). Тогда 1,5
1

p +3
2

p = 

45 1515 3  10 1,5  =60, и потребитель «укладывается» 

в свой бюджет R=60. Все другие векторы либо недоступны по-

требителю из-за ограниченности его бюджета, либо приводят к 

меньшему значению полезности, следовательно - невыгодны. 
Например, вектор потребления (2;4) -недоступен, хотя и приво-

дит к уровню полезности U3 =80, так как 2
1

p  + 4
2

p  

= 8015 4  10 2   (руб.). Но у нашего потребителя только 

60 руб. 

Вектор (3;2), например, - невыгоден, так как потреби-

тель, затратив 3
1

p  + 2
2

p  = 152  103  = 60 (руб.), полу-

чает полезность, равную U = min( 22;34  )  = min(12;4) = 4, 

что меньше, чем U2 = 6 при выборе вектора потребления (1,5;3). 

Ответ: (1,5; 3). 
Замечание 2. Если потребителя интересуют не два, а три 

различных вида товара, и векторы потребления трехмерные, 

то в принципе можно для функции полезности U=U(х1,х2,х3) 
при различных значениях U1,U2,... построить в системе координат 

(х1,х2,х3) так называемые поверхности безразличия. Однако если 
размерность пространства товаров п > 3, то никакие графиче-

ские иллюстрации уже невозможны. 

 
1.4. Общая постановка «задачи потребителя» —  

нахождение оптимального вектора потребления. 
Функции спроса 

 
Пусть U=U(x1,x2) - функция полезности, R= p1x1+p2x2 -

бюджетная прямая. Задача потребителя заключается в нахож-

дении, в этих условиях, оптимального вектора потребле-
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ния (х1
*;х2

*), который называется также точкой спроса. В об-
щей постановке эту задачу можно сформулировать как задачу 

нахождения глобального условного максимума функции U = 
U(x1,x2) при условии R= р1х1 + р2х2. 

Для ее решения в общем случае применяется метод Ла-

гранжа (см. гл. 1, п.2.3). Алгоритм этого метода заключается в 
последовательном выполнении следующих трех пунктов (шагов). 

1)Составим функцию Лагранжа: 

)(λ),()λ,,(
22112121

xpxpRxxUxxLL   (9) 

2)Находим частные производные 
λ21

,, LLL
xx

 , затем со-

ставляем и решаем систему уравнений: 















;0

,0

,0

λ

2

1

L

L

L

x

x

   или   















;0

         ,0λ

          ,0λ

2211

22

11

xpxpR

pU

pU

x

x

  (10) 

Решения этой системы (если их несколько) представляют 

собой точки, в которых выполняются необходимые условия ло-
кального экстремума, т.е. в одной из них (или нескольких) может 

быть искомое наибольшее значение функции U(x1,x2). 
3)Сравнивая значения функции U(x1,x2) во всех найденных 

выше точках, находим точку (или точки) глобального максимума 

функции U(x1,x2) при условии R=p1x1+p2x2, т.е. точку спроса 
(x1

*;x2
*). Заметим, что согласно известной теореме Вейер-

штрасса всякая функция, непрерывная на замкнутом огра-
ниченном множестве, достигает на этом множестве своего 

наибольшего значения. Очевидно, что функция полезности U 
= U(x1,x2), которая предполагается, по меньшей мере, дважды 
дифференцируемой, удовлетворяет условиям теоремы Вей-

ерштрасса. 
Можно доказать, что для функций полезности второго и 

третьего (неоклассического) типа, приведенных в п.1.1, задача 

потребителя имеет единственное решение. 
Это позволяет поставить задачу потребителя в другой 

форме. 
Пусть существует единственная точка спроса (x1

*,x2
*) кото-

рая, очевидно, зависит от значений R,p1,p2. 
 

Определение 4. Функции x1
*=f1(R,p1,p2) и х2

*=f2(R,p1,p2) 

называются функциями спроса на соответствующие товары. 
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Если в какой-либо из функций спроса зафиксировать доход 
потребителя –R=R0, то можно изучать зависимость потребитель-

ского спроса на данный товар от цены р1 и p2, т.е. зависимость 
типа «цены - потребление». Если зафиксировать цены, то из 

функций спроса получаются зависимости типа «доход-

потребление». 
Анализ функций спроса будет дан в пункте 1.5. 

Задача 6. Решить задачу потребителя (т.е. найти точку 
спроса) для функции неоклассического типа 

)1,0,0,0( 
2121

2

2

1

1
 bbbbaxaxU

bb
 при извест-

ном бюджете R и ценах p1 и р2 на соответствующие товары. 
Решение. 

Составим функцию Лагранжа и найдем ее частные производные: 

                                          .

                                   ;λ

                                    ;λ

);(λ)λ,,(

2211λ

2

1

212

12

1

11

22112121

21

2

21

1

21

xpxpRL

pxxabL

pxxabL

xpxpRxaxxxLL

bb

x

bb

x

bb













 

Решим систему уравнений относительно неизвестных х1, х2, : 


















         ;

,0λ

,0λ

2211

2

12

2

1

12

1

2

2

11

11

Rxpxp

pxxab

pxxab
bb

bb

 





















                  ;

,

2

11

2

2

12

2

1

12

1

2

2

11

11

p

xpR
x

p

xxab

p

xxab
bbbb

 















;

    ,

2

11

2

22

2

11

1

p

xpR
x

xp

ab

xp

ab

  















.

   ,

2

11

2

21

112

2

p

xpR
x

pb

xpb
x

 

Исключая х2 из последней системы, будем иметь: 

11

1

112 xpR
b

xpb
 , или ,

1111112
Rbxpbxpb   

)(
211

1

1
bbp

Rb
x


 . 

Учитывая, что 1
21
bb , получаем: 
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1

1

1
p

Rb
x  . 

Подставляя найденное значение в одно из уравнений по-
следней системы, найдем: 

2

2

2
p

Rb
x  . 

Таким образом, мы получили единственную стационарную 
точку 











2

2

1

1*

2

*

1
;);(

p

Rb

p

Rb
xx , 

которая является искомой точкой глобального максимума 

функции 2

2

1

1

bb
xaxU   на отрезке 

.0;0;
212211
 xxxpxpR  Дело в том, что на концах 

этого отрезка, т.е. в точках 








2

;0
p

R
 и 








0;

1
p

R
, функция по-

лезности равна нулю. Следовательно, точка 








2

2

1

1 ;
p

Rb

p

Rb
, в ко-

торой функция полезности принимает положительное значение, 

не может быть точкой глобального минимума. В этом случае вер-
но противоположное утверждение, т.е. она является точкой гло-

бального максимума на заданном отрезке. 

Итак, точка спроса );( *

2

*

1
xx  найдена: 









2

2

1

1 ;
p

Rb

p

Rb
. 

Заметим, что одновременно получены аналитические выра-
жения для функций спроса: 

2

2

*

2

1

1

*

1
 ;

p

R
bx

p

R
bx  ,    (11) 

из которых следует, что для функций полезности неоклас-
сического типа спрос на соответствующий товар прямо пропорци-

онален бюджету потребителя и обратно пропорционален его 
цене. 
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Замечание. Для нахождения точки спроса можно восполь-
зоваться также формулой (8), полученной в п.1.2: 

.21

1

2

2

1 xxMRS
dx

dx

U

U

x

x





 

Вместе с бюджетным уравнением R = р1х1 + р2х2 это отно-

шение позволяет найти искомую точку спроса (разумеется, в тех 
случаях, когда точно известно, что она существует и единствен-

ная). 
Заметим, что для неоклассических функций полезности 

эта точка спроса является точкой касания бюджетной прямой 
и проходящей через эту точку кривой безразличия. Поэтому уг-

ловые коэффициенты указанных линий в точке спроса должны 

быть равны. 

Выразим из бюджетного уравнения х2 =
2

11 )(

p

xpR 
 и 

найдем 

2

1

1

2

p

p

dx

dx
  или 

2

1

1

2

p

p

dx

dx
 . Но 

1

2

2

1

dx

dx

U

U

x

x





. 

Отсюда следует: 

21

2

1

2

1 xxMRS
p

p

U

U

x

x





    (12) 

Вывод: для неоклассических функций полезности в точ-
ке спроса предельная норма замещения равна отношению соот-

ветствующих предельных полезностей и равна отношению их 
цен. 

Задача 7. Даны функция полезности U= 21xx и бюджет-

ная прямая 5х1+10х2 = 50. Найти точку спроса. 
Решение. Найдем 

.
2

1
;

2

1
2

1

2
2

1

1
2

1

2
2

1

1 21



 xxUxxU xx  

 
 

 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

106 

Решим систему: 











































.5,2

,5

501010

2

;50105

,
2

1

;

,::

2

1

22

21

21

1

2

2211

2121

x

x

xx

xx

xx

x

x

xpxpR

ppUU xx  

Ответ: ).5,2;5();( *

2

*

1 xx  

Задача 8. Даны функция полезности U=2х1+3х2 и бюд-

жетная прямая 2х1+5х2 =10. Найти точку спроса. 

Решение. 
Функция полезности U=2х1+3х2 не относится к функциям 

нео-классического типа. Поэтому воспользоваться методом, ко-
торый применялся в предыдущей задаче, нельзя. 

С другой стороны, применять метод Лагранжа было бы 

неоправданно сложно. Проще всего эта задача решается мето-
дом подстановки. Выразим из бюджетного уравнения 2x1 = 10 - 

5х2 и подставим это выражение в функцию полезности: U = (10 - 
5х2) + 3х2 =10 - 2х2. 

Очевидно, что наибольшее значение этой функции полу-
чается при х2 = 0. Подставляя х2 = 0 в бюджетное уравнение, 

находим x1 = 5. Следовательно, точка спроса: (5;0). 

Ответ: (5;0). 
 

1.5. Эффекты замещения и дополнения при  
изменении цены 

Для неоклассических функций полезности было установ-

лено, что оптимальным вектором потребления );( *

2

*

1 xx , при за-

данном бюджетном ограничении R = 2211 xpxp  , будет вектор: 

.;);(
2

2

1

1*

2

*

1 









p

Rb

p

Rb
xx     (13) 

При выборе этого вектора потребитель достигает уровня 

полезности 

.)()(

21

21

2

2

1

1*

2

*

1

*

bb

bb

p

Rb

p

Rb
axxaU 

















   (14) 

Если цена на один из товаров увеличивается, то уровень 
U*, очевидно, снижается. Допустим, что потребитель при любом 

изменении цен на товары стремится сохранить неизменным до-
стигнутый уровень полезности U*, даже за счет увеличения 
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бюджетных расходов R. То есть будем считать строго фиксиро-
ванным значение U*, а не R, как ранее. 

Рассмотрим кривую безразличия, заданную уравне-
нием U = U*. Учитывая (14), это уравнение можно записать в 

виде: 

.

21

21

2

2

1

1
21

bb

bb

p

Rb

p

Rb
axax 

















    (15) 

Сократим на множитель а и примем во внимание, что 

21 bb  = 1, так как функция полезности - неоклассическая. По-

этому в правой части уравнения (15) можно сделать 

упрощения: RRRR
bbbb


 2121 . Тогда уравнение (15) 

можно записать в виде: 
21

21

2

2

1

1

21

bb

bb

p

b

p

b
Rxx 

















 .   (16) 

В случае изменения цены 1p  на величину 1p  задачу 

нахождения оптимального вектора потребления, сохраняющего 
неизменной полезность U*, можно сформулировать следующим 

образом. 

Задача. На кривой безразличия, заданной уравнением 
(16), найти точку ее касания с бюджетной прямой 

22111
)( pxppxRR     (17) 

Решение.  
Из (16) найдем 

2

2

1

1

1
  

12

2

1

22

1

p

b

p

b
Rxx

b

b

bb

b













   (18) 

.
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1

22
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1
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1
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1
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1

1

1
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1
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b
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p

b

p

b
Rx

b

b

dx

dx





















  

(19) 

Из уравнения бюджетной прямой: 

.
2

11

1

2

p

pp

dx

dx 
      (20) 

Приравнивая полученные производные (20) и (19), полу-
чим: 
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.
2

11

1

1

2

1

11

1

2

1

22

p
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b

p

b
Rx

b

b

bb 













 

После возведения обеих частей в степень b2 и упрощений: 

,)( 2

1

21

11

1

1

1

1 b

b

bb

pp
p

bRx





 

x1 =x
  2

11

1

1

10

1 bb
ppp

Rb


     (20) 

Подставляя найденное значение 
0

11 xx  в (18), 

найдем
0

22 xx  : 





























2

2

1111

1

2

2

1

1

1 

111

10

22

2

21

2

1

2

2
1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

21

)(

)(

p

b
pppbR

p

b

p

b
R

ppp

Rb
xx

b

bb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b

bb

 

=  
1

1

11

2

2

2

21

11

1

1

b

bb

p

pp

p

Rb

p

b
pppR 







 



 (21) 

Заметим, что найденные функции спроса, полученные 

при условии U=U*, в случае 01 p дают вектор );( *

2

*

1 xx рас-

смотренный выше (13). Если 
1

p >0, то 




















 







.

,
)(

*

2

1

1

11

2

20

2

*

1

11

1

1

10

1

x
p

pp

p

Rb
x

x
ppp

Rb
x

b

b

    (22) 

При 01 p  неравенства (22) оказываются противопо-

ложными по знаку. 

 
Рассмотрим геометрическую интерпретацию изменения 

вектора оптимального потребления при изменении цены на 
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один из товаров. Пусть );( *

2

*

1 xx  - оптимальный вектор по-

требления при бюджетном ограничении R = p1x1+p2x2 (( ) М) 
(рис. 3). 

Если цена первого товара увеличивается на  р1 то при 

условии неизменности бюджетных расходов R потребитель вы-

нужден будет перейти к новому вектору потребления ((  ) N 
(см. рис. 3): 

  .;;
2

2

11

1

21 











p

Rb

pp

Rb
xx     (23) 

 
Рис. 3. Точки спроса при из-

менении цены на один из товаров и 
бюджетных расходов 

Этот новый вектор является оптимальным при указанных 

условиях (R-const), однако он приводит к снижению уровня 

полезности от значения 
*UU  до значения UU   . 

Если потребителя не устраивает вектор  21; xx  и он хочет, 

чтобы полезность потребления была прежней, т.е. U = U*, и 

готов для этого увеличить соответственно бюджетные расходы, 
то в этом случае оптимальным будет вектор потребления 
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);( 0

2

0

1 xx  - точка Р (см. рис. 3). 

Определение 5. Разность 
0

1

*

1 xx  - называется эффек-

том замещения при изменении цены р1 и обозначается 
1pS (Ef-

fet de substitution). 

Разность 1

0

1 xx   - называется эффектом дополнения (или 

эффектом «дохода») при изменении цены р1 и обозначается 

Rep1 (Effet Revenu). 

Знание эффектов замещения и дополнения позволяет 
дать более точную характеристику товаров и позволяет более 

точно прогнозировать изменения в структуре потребительского 

спроса при изменении цен на них. Заметим, что все «разум-
ные» решения потребителя находятся в пределах треугольни-

ка MNP (см. рис. 3). Вектор OM = (x1
*;x2

*) - характеризует вы-

бор потребителя, для которого главным является сохранение 

привычной структуры спроса. Вектор ON =(
21

; xx ) - выбирает 

потребитель, для которого любое увеличение бюджетных рас-

ходов R - неприемлемо. Вектор OP =  0

2

0

1
; xx - выбирает по-

требитель, который стремится сохранить привычный уровень 
полезности U*, не затрачивая при этом дополнительные сред-

ства ради сохранения прежней структуры спроса. 

Задача 9. Дана функция полезности 212 xxU  и 

бюджетная прямая 60003025 21  xx . Если цена на пер-

вый товар изменяется с 251 p до 401 p ,то как изменится 

оптимальный выбор потребителя? Найдите соотношение эффек-

тов замещения и дополнения. 
Решение. 

Дано: .
2

1
,6000,30,25 2121  bbRpp Функция по-

лезности неоклассичес-кого типа, поэтому координаты опти-

мального вектора потребления можно вычислить по формулам: 

.100
30

2

1
6000

;120
25

2

1
6000

2

2*

2

1

1*

1 






p

Rb
x

p

Rb
x  



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

111 

Полезность потребления: 

304010012022 *

2

*

1

*  xxU  

Пусть цена на первый товар увеличилась на 151 p  и 

стала равной 4011  pp . Координаты нового оптимального 

вектора потребления вычислим по тем же формулам: 

.100
30

2

1
6000

,75
40

2

1
6000

2

1
2

11

1
1 










p

Rb
x

pp

Rb
x  

Потребление первого товара снизилось, следовательно, 

снизится и полезность. Если поставить задачу нахождения опти-

мального вектора, сохраняющего полезность 3040* U , то 

для этого нужно применить формулы (22): 

.4,1261040
25

40

30
2

1
6000

.8,941030
4025

2

1
6000

)(

2

1

1

11

2

20

2

111

10

1

1

21




















 











b

bb

p

pp

p

Rb
x

ppp

Rb
x

 

Найдем эффекты замещения и дополнения: 

                       
.8,19758,94Re

;2,258,94120

1

0

1

0

1

*

1





xx

xxS
 

Общее изменение спроса на первый то-

вар 451

*

11  xxx  (или 45Re1  Sx ). 

Найдем процентное соотношение эффектов: 

%.44
45

%1008,19%100Re

%;56
45

%1002,25%100

1

1

















x

x

S

 

Замечание. Если функция полезности не является 
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неоклассической (например, не выполняется равенство 

121  bb , то эффекты замещения и дополнения можно вычис-

лить приближенно с помощью уравнения Слуцкого, которое рас-
сматривается далее.  

 

1.6. Уравнение Слуцкого 

Пусть заданы некоторая функция полезности 

),( 21 xxUU  , бюджетная прямая p1x1+p2x2=R. Допустим, что 

существует единственная точка максимума функции Лагран-

жа: 

)();(),,(
22112121

xpxpRxxUxxLL   , 

которая зависит от цен 1p и 2p
 
и бюджета потребителя R. 









).,,(

),,,(

212

*

2

221

*

1

Rppfx

Rppfx
    (23) 

Эта точка может быть найдена в результате решения 
системы уравнений: 















.

,0

,0

2211

2

1

2

1

Rxpxp

pU

pU

x

x





     (24) 

Пусть цена 1p  изменилась на величину 1dp . Тогда спрос 

*

1x  и спрос 
*

2x  изменяется на 
*

1dx  и 
*

2dx  соответственно. 

Найдём .
1

*

1

dp

dx
( 

1

*

2

dp

dx
находится аналогично). Для этого продиф-

ференцируем уравнения системы (24) по переменной цене 1p  по 

правилам дифференцирования сложной функции от нескольких 

переменных: 
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







































                      .

     ,0

     ,

                    ;0

     ,0

,0

*

1

1

*

2

2

1

*

1

1

2

1

*

2

1

*

1

1

1

*

2

1

*

1

1

*

2

2

*

1

1

*

1

1

1

2

1

*

2

1

*

1

1

1

1

*

2

1

*

1

12212

12111

2212

2111

x
dp

dx
p

dp

dx
p

p
dp

dx
U

dp

dx
U

p
dp

dx
U

dp

dx
U

dp

dx
px

dp

dx
p

dp

d
p

dp

dx
U

dp

dx
U

dp

d
p

dp

dx
U

dp

dx
U

pxxxx

pxxxx

xxxx

xxxx










 (25) 

Решим эту систему методом Крамера, который применяется 

для решения систем линейных уравнений, относительно неиз-

вестной 

1

*

1

dp

dx
: 

.
)(

 0                

        

          

:

0                -

               0  

                

 0              

-     

 -      

:

  0                -

 -             0  

-             

 

12

*

1

2

2

21

2

1

2

*

1

2

1

21

2

1

2

*

1

2

1

1

*

1

2221

2212

2121

22

21

2221

2121

22

21

D

pUpUx

D

p

pp

pUU

pUU

px

pU

pU

pp

pUU

pUU

px

pU

pU

dp

dx

xxxx

xxxx

xxxx

xx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx
































(26) 

Последнее равенство можно записать в форме дифферен-

циалов: 
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.
)(

1

12

1

2

2*

1
2221 dp

D

pUpUx
dp

D

p
dx

xxxx









 (27) 

Выясним экономический смысл слагаемых в правой части. 
Предположим, что потребитель при любом изменении цены 

1p
 старается сохранить полезность на прежнем уровне. То есть 

*UU  - постоянная величина. Тогда производные 21xxU 
  и 

22 xxU 
равны нулю, и получается: 

,1

2

2*

1 Sdp
D

p
dx 






   (28) 

где S - главная часть эффекта замещения. 

Второе слагаемое в этом случае представляет собой, оче-

видно, главную часть эффекта дополнения eR . 

Рассмотрим теперь изменение спроса на первый товар при 

увеличении (уменьшении) бюджета потребителя на dR и посто-

янных ценах 1p
и 2p

. 

Продифференцируем уравнения системы (24) по R. После 
очевидных упрощений получим: 





















;1

,0

,0

*

2

*

1

2

*

2

*

1

1

*

2

*

1

2212

2111

dR

dx
p

dR

dx
p

dR

d
p

dR

dx
U

dR

dx
U

dR

d
p

dR

dx
U

dR

dx
U

xxxx

xxxx





  (29) 

 

D

pUpU

D

pUpU

pp

pUU

pUU

p

pU

pU

dR

dx

xxxxxxxx

xxxx

xxxx

xx

xx

1212

21

2

1

2

*

1

22212221

2212

2121

22

21

)(

0              

-     

 -      

:

0             1

-        0

 -        0 



















 (30) 

Подставляя (30) в уравнение (26), получим: 
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.*

1

*

1

2

2

1

*

1 x
dR

dx

D

p

dp

dx






    

 (31) 

Учитывая, что первое слагаемое 

*1

*

1

2

2

UU
dp

dx

D

p






, по-

следнее равенство запишем в виде: 

constppUU
dp

dx
x

dp

dx

dp

dx





21
* ,1

*

1*

1

1

*

1

1

*

1
  (32) 

Уравнение (32) можно записать в форме дифференциалов, 

которая удобна для расчета соотношения между эффектами за-

мещения и дополнения в случае изменения 
.1p
 

. 
1

31

*

1

1

2

2*

1
eRSdp

D

Dx
dp

D

p
dx 








 (33) 

В случае изменения цены 
2

p : 

eRSdp
D

Dx
dp

D

p
dx  

2

32

*

2

2

2

1*

2









 (34) 

где D31 и D32 - соответствующие миноры, выделенные из 

определителя D. 
Уравнение (32) является следствием более общего уравне-

ния Слуцкого [4;7]. 

constpp
x

R

x

UUdp

dx

dp

dx
i

j

i

j

i

j
























2?1

*

*

*

**

 (35) 

где i, j = 1, 2,..., п, т.е. пространство товаров - n-

мерное. 

Уравнение Слуцкого играет важную роль в теории по-
требления и теории спроса. С помощью этого уравнения в тео-

рии спроса разработана классификация товаров. 
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Классификация товаров по Слуцкому 

№ Свойство 
Характеристика товара 
(товаров) 

Характеристика функции спроса 

1 

0
*


i

i

dp

dx
 Нормальный 

Функция спроса на нормальный товар явля-

ется убывающей функцией от цены 

0
*


i

i

dp

dx
 

Товар Гиффина 
Функция спроса на товар Гиффина является 

возрастающей функцией от цены 

2 

0
*


dR

dxi
 Ценный 

Функция спроса на ценный товар является 

возрастающей функцией от дохода 

0
*


dR

dxi
 Малоценный 

Функция спроса на малоценный товар явля-
ется убывающей функцией от дохода. 

3 

0
*

*






UU

ji

dp

dx

j

i
 

Товары i и j взаимозаме-

няемы 

Спрос на товар i возрастает при увеличении 

цены на товар j 

0
*

*






UU

ji

dp

dx

j

i
 

Товары i и j взаимодопол-

няемы 

Спрос на товар i убывает при увеличении 

цены на товар j 
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С помощью уравнения Слуцкого можно доказать общие 
свойства n-мерных оптимальных векторов потребления: 

1) Для каждого товара j существует товар i такой, что 
i и j – взаимозаменяемы. 

2) 1
1

*




n

i

i

i
dR

dx
p , следовательно все товары в век-

торе ),...,,( **

2

*

1

*

n
xxxx   не могут быть одновременно 

малоценными (условие агрегации Энгеля). 

3) 



n

i
j

i

ij
dp

dx
px

1

*

*
, для любого j=1,2,…,n (усло-

вие агрегации Курно). 

Замечание. S  и eR , найденные по формулам (33) и 

(34), в сумме дают частный дифференциал функции спроса 

),,(
211

*

1
Rppfx   по переменной 

1
p  либо по 

2
p , который, 

как известно из курса математического анализа, является главной 

частью частного приращения 
*

i
x , поэтому 

*

i
x  не совпадает с 

i
dx . Следовательно, значения S  и eR , как правило, отличают-

ся от «точных значений» S  и eR , которые были найдены, 

например, в задаче 9. Однако в случае, когда функция полезно-

сти не является неоклассической, отыскание точных значений S  

и eR  представляет собой довольно сложную задачу. В таких 

случаях разумнее пользоваться уравнением Слуцкого, которое 
позволяет выяснить соотношение между эффектами замещения и 

дополнения, хотя и приближенно, но вполне достаточно для слу-

чая небольших изменений цены pi. 
 

1.7. Эластичность функции. Свойства функции спроса 

Определение 6. Эластичностью (коэффициентом эла-

стичности) функции ),...,,(
21 n

yyyfZ   относительно 

),...,2,1( niy
i

  называется величина 

Z

y

y

Z
ZE i

i

iy





)(      (36) 

Коэффициент эластич- ности широко применяется в 
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экономическом анализе потому, что эластичность, в отличие от 
производной, представляет собой безразмерную величину. 

Эластичность позволяет вполне однозначно определить 
«чувствительность» функции Z к изменению одного из факто-

ров yi, независимо от того, в каких единицах измеряются ве-

личины Z и y i ( i = l,2,...,n). 
Иногда эластичность измеряют как отношение процент-

ных отношений: 

.

%100

%100

)(



























i

i

iy

y

y

Z

Z

ZE      (37) 

Заметим, что если функция Z возрастает по перемен-

ной
i

y , то эластичность положительна, а если убывает, то от-

рицательна. 

Определение 7. Функция ),....,,(
21 n

yyyfZ  назы-

вается: эластичной по 
i

y , если ;1)( ZE
iy

 неэластичной по 

i
y , если 1)( ZE

iy
; имеющей единичную эластичность по 

i
y , если .1)( ZE

iy
 

Коэффициент эластичности является одной из важней-

ших характеристик функций спроса. Заметим, что так как функ-
ция спроса обычно является убывающей функцией от цены и 

возрастающей функцией от дохода, то эластичности по ценам, 
как правило, отрицательны, а по доходу - положительны. 

Пусть ).;;(
21

*

1
Rppfx   

Если спрос эластичный по
1

p , т.е. ,1)( *

11
xE

p
то по-

вышение цены
1

p  на 1% вызовет понижение спроса 
*

1
x  более 

чем на 1%, и наоборот, понижение цены на 1% вызовет по-

вышение спроса 
*

1
x более чем на 1%. Если спрос неэластичный 

по цене 
1

p , т.е. ,1)( *

11
xE

p
то изменение 

1
p  на 1% вызовет 

изменение спроса менее чем на 1 %. 
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Для того чтобы вычислить эластичность функции спроса по 
ценам на товары или по доходу, достаточно знать ее аналити-

ческое выражение. 
Рассмотрим неоклассические функции спроса, выведен-

ные для функций полезности неоклассического типа (11). 

Найдем эластичность функции спроса 

1

1*

1
p

Rb
x   по цене 

1
p  и по доходу R. 

.1
/

)(

.1
/

)(

1

1

1

1

11

*

1*

1

1

2

1

2

1

1

11

1

1

*

1*

11













Rb

Rp

p

b

pRb

R

R

x
xE

Rb

p

p

Rb

pRb

p

p

x
xE

R

p

 

Отсюда следует, что неоклассические функции спроса об-

ладают постоянной единичной эластичностью, как по цене, так 
и по доходу (бюджету) потребителя. 

Функции совокупного спроса, которые встречаются на 

практике при анализе свойств какого-либо конкретного рынка 
товаров, могут значительно отличаться от неоклассических 

функций (11), полученных теоретическим путем. Задача опре-
деления реальной функции спроса на определенный товар на 

основании имеющихся статистических данных решается мето-

дами так называемого эконометрического анализа [5]. При 
этом статистические показатели эластичности спроса могут 

«подсказать» вид математической формы выражения функции 
спроса. Например, если эластичность постоянна и близка к 

единице, то, скорее всего, эта функция близка к неоклассиче-
ской. В противном случае она имеет другой вид. Чаще всего в 

этом случае встречаются линейные функции вида: хi* = а + bрi , 
где а>0 и b<0 - константы; pi - цена на i-й товар. 

В экономических исследованиях, посвященных анализу со-

вокупного спроса, его обозначают обычно буквой D (demand), 
записывая линейную функцию спроса от цены в виде D = а + 

bР. При этом подразумевается, что из контекста ясно о спросе 

на какой товар идет речь. 
Задача 10. Найдите эластичность линейной функции 

спроса bPaD   по цене и вычислите ее эластичность при 
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2

1
;4  ba  для цен P1=4 и P2=6. 

Решение. 

.
)(

)(
bpa

bp

bpa

p

P

pD
DE

p









  

При а =4;b =
2

1
 ;р = 

1
p  = 4 имеем 

;1
2

2

4
2

1
4

4
2

1

)( 








DE
p

 

При а = 4;b = 
2

1
 ;р = 

1
p  =6 имеем 

.3
1

3

6
2

1
4

6
2

1

)( 








DE
p

 

Вывод - эластичность непостоянна. Ответ. -1; -3. 
 

1.8. Задачи для самостоятельного решения 

Дана функция полезности U = U(х1,х2) и бюджетная пря-
мая р1х1 + р2х2=R. Найти: 1) точку спроса при ценах р1,р2 и 

бюджете R; 2) новую точку спроса при ценах 
21

, pp   и бюд-

жете R; 3) процентное соотношение между эффектами заме-

щения и дополнения (дохода) (с помощью уравнения Слуцко-
го). 

Варианты: 

1) 3;5;10;3;10;2
212121
 ppRppxxU . 

2) 8;5;20;4;5;
2

1
212121
 ppRppxxU  

3) 2;4;4;1;4;3
212121
 ppRppxxU . 
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4) .40;30;1000;40;25;4
212121
 ppRppxxU  

5) .800;200;10000;500;200;5
212121
 ppRppxxU  

6) .4;4;80;4;2;
4

1
212121
 ppRppxxU  

7) .5;3;15;5;2;
5

1
212121
 ppRppxxU  

8) .10;10;1000;20;10;
2

5
212121
 ppRppxxU  

9) .20;40;400;10;40;
3

2
212121
 ppRppxxU   

10) .8;8;160;8;4;
5

4
212121
 ppRppxxU  

11) .30;40;6000;30;25;2
212121
 ppRppxxU  

Решение варианта №11 

1)Так как функция полезности 
21

2 xxU  - неоклас-

сическая, то точку спроса, при ценах р1=25, р2=30 и дохо-

де R = 6000, находим по формулам (11): 

.100
30

5,06000
;120

25

5,06000 *

2

*

1






 xx  

2)Новую точку спроса при ценах 30 ;40
21
 pp  и до-

ходе R=6000 находим по тем же формулам: 

.100
30

5,06000
;75

40

5,06000
21







 xx  

Спрос на первый товар уменьшился на 45 ед. 
3) Процентное соотношение между эффектами замеще-

ния и дополнения найдем с помощью уравнения Слуцкого в 

форме: 
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.0365,0
305

1

120

100

25

11
:

,Re

*

1

*

2

1

1

31

*

1

1

2

2

1











x

x

p
где

Sdp
D

Dx
dp

D

p
dx





 

;9003022

2
p  

;152540
111

 ppdp  

0
21

22212

12111

pp

pUU

pUU

D
xxxx

xxxx





 =

03025

30
2

-
2

1

25
2

1

2
-

22

1

21

2111

2

xx

x

xx

xxxx

x

= 

=

03025

30
5

6

200

1
-

3040

1

25
3040

1

6

5

240

1
-

= 

= ;69,13
6

5

8

30

5

6

8

25
30

4

5
  

.274,0
20

30

5

6

8

1

40

30

30
100

120

200

1
-

25     
3040

1

31
D

 

Найдем: 
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1,36-
69,13

159000365,0
-

λ-
1

2

2 


 dp
D

p
S  

1,36-
69,13

15274,0120
-

-
 

1

31

*

1 


 dp
D

Dx
eR  

Вывод: Процентное соотношение между эффектами , S  = 

50%; %50 eR . 

§ 2. Теория производства. 

2.1. Производственные функции 

Производством, производственной деятельностью в эко-

номике называют процесс, в ходе которого предприятия (фирмы, 

производители) затрачивают различные ресурсы (факторы про-
изводства) и в результате выпускают ориентированную на ры-

нок продукцию (продукты производства). 
В качестве используемых ресурсов могут выступать разно-

образные виды сырья, технологического оборудования, труд ра-

ботников, фонды и т.п. 
В теории производства предполагается, что производ-

ственная деятельность любого производителя (предприятия, от-
расли или целой страны), связанная с выпуском какого-либо 

товара (или группы товаров), может быть математически опи-

сана с помощью так называемой производственной функции: 

),,.....,,(
21 n

xxxFy       (38) 

где у - количество единиц произведенного товара, 
х1,х2,...,хn - количество единиц затраченных для этого ресурсов. 

Для упрощения анализа производственной деятельно-

сти чаще всего рассматриваются производственные функции 
от двух-трех видов ресурсов, например, у = F(K,L), где К - 
накопленный труд в форме производственных и иных фондов 
(капитал); L - настоящий (живой) труд. 

При этом производственные функции подразделяются на 

следующие три основных типа: 
1.Функции с полным взаимозамещением ресурсов: 

у = а1х1 + a2х2 ( 1
a > 0; 

2
a > 0).   (39) 

Функции с полным взаимодополнением ресурсов: 
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)0;0(,;min
21

2

2

1

1 







 aa

a

x

a

x
y    (40) 

3. Функции смешанного замещающе-дополняющего 

типа (мультипликативные): 

).0;0;0(,
21

2

2

1

1
 AaaxxAy

aa
  (41) 

Функции третьего типа, для которых выполняется до-
полнительное условие а1+а2=1, называются неоклассическими 

Наиболее часто для описания производственной деятельности 

применяется функция Кобба-Дугласа, которая очевидно от-
носится к неоклассическим функциям третьего типа: 

,1 aa LKAy  (42) 

где 0 < a < l ; A > 0 ; K -  капитал, L - трудовые ресурсы. 

Другие виды производственных функций встречаются не 
так часто. Некоторые из них будут рассмотрены ниже. 

 
2.2. Предельные характеристики производства 

Определение 1. Предельной эффективностью ресурса 

производственной функции ),...,,(
21 n

xxxFy   называется 

соответствующая частная производная
ix

y . по этому ресурсу. 

Например, если производство описывает функция Кобба-

Дугласа, то: предельная эффективность по фондам (предель-
ная фондоотдача) находится по формуле: 

1














L

K
Ay

K
    (43) 

Предельная эффективность по труду (предельная произ-

водительность труда): 


 









L

K
Ay

L
)1(     (44) 

Значение и эффективность различных факторов производ-

ства (ресурсов) могут быть неодинаковыми. В случае когда про-
изводство описывается производственной функцией 1-го или 

3-го типа, возможна замена одного ресурса другим (другими, 

если ресурсов несколько). Пусть производственная функция 
имеет вид: у= F(x1;x2). 
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Определение 2. Отношение 

1

2-
dx

dx
, при условии 

0
yy  , 

называется предельной нормой замещения первого ресурса вто-
рым. Обозначается: MRS (marginal rate of substitution). 

Теорема. Предельная норма замещения одного ресурса 
другим равна отношению предельных эффективностей этих ре-

сурсов. 

Доказательство. 
Найдем полный дифференциал производственной функ-

ции, зависящей от двух ресурсов: 

.
2211

dxydxydy
xx
  

Если объем производства сохраняется на постоянном 

уровне у = у0, то dy=0, т.е.: 

,0
2211
 dxydxy

xx
 

откуда следует: 

)(

1

2

21

2

1

xx

x

x
MRS

y

y

dx

dx






     (45) 

Задача. Дана неоклассическая производственная функ-

ция 

)1;0;0;0(
2121

2

2

1

1
 aaAaaxAxy

aa
 

Найти .
)21( xx

MRS


 

Решение. 
Найдем предельные эффективности ресурсов: 

.)(

;)(

12

22

1

12

2

2

1

12

11

11

2

21

2

2

1

11









aa

x

aa

x

aa

x

aa

x

xaAxxAxy

xaAxxAxy

 

Найдем .
)21( xx

MRS


 

.:
1

22

1

11

12

22

1

1

11

11

2

2

21)21( 


















xa

xa

xaAx

xaAx
yyMRS

aa

aa

xxxx
 

.
12

21

)21(
xa

xa
MRS

xx



 Ответ: 
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Известны экономические законы, которые в курсе экономи-
ческой теории формулируются как: 

1.Закон убывающей предельной эффективности ресурсов. 
2.Закон убывающей предельной нормы взаимного за-

мещения ресурсов. 

Для того чтобы эти законы выполнялись, необходимо, что-
бы математическая модель производства включала в себя про-

изводственную функцию, обладающую следующими свойствами: 

1) 0)0;();0(
12

 xFxF , т.е. в случае полного отсут-

ствия одного из ресурсов производство невозможно; 

2) 0;0
21


xx
FF , т.е. увеличение количества любого из 

ресурсов, используемых в производстве, приводит к увеличе-

нию объема производства; 

3) ,0;0
2211


xxxx
FF . т.е. предельные эффективности 

ресурсов убывают; 

4) ,);();(
21

 xFxF  т.е. при неограниченном 

увеличении количества, по крайней мере, одного из ресур-
сов объем производства неограниченно растет. 

Непосредственной проверкой несложно убедиться в том, 
что неоклассическая (мультипликативная) производственная 

функция (и ее частный случай - функция Кобба-Дугласа) удо-

влетворяет всем четырем перечисленным свойствам. 
Важным свойством производственных функций является 

однородность: 

5) );(λ)λ;λ(
21

α

21
xxFxxF  , где  - параметр, харак-

теризующий изменение количества используемых ресурсов; 

 - коэффициент, характеризующий эффект от изменения 

количества ресурсов. 

Если  > 0, то в случае увеличения количества ресур-

сов в  раз (> 1) объем произведенной продукции увеличи-

вается более чем в  раз, точнее, в  раз. 

Нетрудно убедиться, что все рассмотренные выше произ-
водственные функции обладают свойством однородности. Для 

функций 1-го, 2-го типа и неоклассических функций коэффициент 

эффективности  = 1. 
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2.3. Эластичность производственной функции. Функция 
CES 

Известно, что эластичность функции z = f (
n

yyy ,...,,
21

) 

no переменной у вычисляется по формуле (см. гл. 2, п. 1.7)  

.)(
z

y

y

z
Z i

i

iy





  

Найдем эластичности производственной функции 

неоклассического типа 2

2

1

1

aa
xxAy   по ресурсам: 

.)(

.)(

22

2

1

1

2

12

22

1

1

2

12

2

1

1

1

11

11

2

2

1

a
xxA

xxaxA
y

a
xxA

xxaxA
y

aa

aa

x

aa

aa

x





















 

Таким образом, коэффициенты эластичности неокласси-

ческой производственной функции по видам ресурсов совпадают 
с показателями степени а1 и а2. Такой же результат получает-

ся, если неоклассическая функция содержит не две, а п пере-
менных х1, х2,..., хп с показателями а1, а2,...,ап соответственно. По-

казатели степени (т.е. эластичности по ресурсам) характеризу-

ют тем самым «чувствительность» производства к изменению ко-
личества соответствующего ресурса. Заметим, что сумма по-

казателей у любой неоклассической функции должна быть рав-
на 1. Поэтому эластичность этой функции по совокупности всех 

ресурсов равна 1. 
Эластичность производственной функции по совокупно-

сти ресурсов можно найти по формуле: 

)(

)(
lim))((

1 xf

xf
xf




















 

где x =(х1,х2,..., n
x ) - вектор ресурсов; )(xf  - произ-

водственная функция;  - вспомогательная переменная. 

Найдем эластичность производства по совокупности ре-

сурсов для функции Кобба-Дугласа: 
  1),( LKALKfy             ).10( 
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1lim
)(

lim

)()(

))()((
lim)),((

1

1

11

1

1

1

1

1













































































LKA

LKA

LKA

LKA

KKA

KKA
LKf

 

Найдем эластичность производства по совокупности ре-
сурсов для производственной функции с полным взаимозамеще-

нием ресурсов (функции 1-го типа): 

.1
)(

)(
lim

)(

))((
lim)),,((

).0;0;0(),,(

332211

332211

1

332211

332211

1
321

321332211221






















xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa
xxxf

aaaxaxaxaxxxfy



















 

Таким образом, обе эти производственные функции об-
ладают единичной эластичностью производства. 

Эластичности производственной функции по отдельным 
ресурсам связаны с предельной нормой замещения одного из ре-

сурсов другим. Рассмотрим двухфакторную производственную 

функцию: у = f(x1,x2). 
Известно, что: 

.
212

1

)21( 



























x

f

x

f

y

y
MRS

x

x

xx
 

С другой стороны: 

.
);(

));((;
);(

));((
21

2

2

212

21

1

1

211 xxf

x

x

f
xxf

xxf

x

x

f
xxf

xx










   

Тогда очевидно: 

1

2

21

21

)(
));((

));((

2

1

21 x

x

xxf

xxf
MRS

x

x

xx






   (46)  

Дробь 

1

2

x

x
, где 

1
x  - замещаемый, а х2 - замещающий ре-

сурсы, показывает, сколько единиц замещающего ресурса соот-
ветствует одной единице замещаемого ресурса. Введем понятие 
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эластичности замещения: 

  
.

ln

ln

)21(

1

2

1

2

)21()21(

xx

xxMRSxx
MRSd

x

x
d

x

x



































   (47) 

Вычислим эластичность замещения 
)21( xx 

  для функции 

неоклассического типа. Известно, что 

12

21

)21(
xa

xa
MRS

xx



. По-

этому: 
 

1
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1
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
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
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


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


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


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
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













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











































x

x
d

x

x
d

x

x

a

a
d

x

x
d

x

x

a

a
d

x

x
d
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

 










2

1ln
a

a
d =0, так как 

2

1ln
a

a
- постоянная величина. 

Функции неоклассического вида (в том числе и функция 

Кобба-Дугласа) обладают важным свойством постоянной элас-
тичности замещения, которая равна 1. Это свойство имеет боль-

шое значение, так как если эластичность замещения сохраняется, 

то производство обладает высокой степенью устойчивости. Если 
по какой-то причине возникает временная недостача одного из 

ресурсов, то производство не будет остановлено. Остановка 
производства, как правило, приводит к очень нежелательным 

последствиям для производителя. 
Существуют и другие виды производственных функций, ко-

торые также обладают свойством постоянной эластичности за-

мещения. К их числу относится так называемая CES-функция 
(constant elastic substitution): 

  p
pp xxaxxfy




 

2121
)1(),(    (48) 

где а > 0 ;   > 0 ; р > - 1 ; 0 <  < 1 -  коэффициенты. 

CES-функция применяется в тех случаях, когда производ-
ственную деятельность какого-либо производителя не удается 
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описать с помощью функций неоклассического типа. Подробнее с 
проблемами выбора подходящей производственной функции 

можно ознакомиться в курсе «Эконометрика» [5]. 
Задача 11. Найти эластичности по ресурсам производ-

ственной функции у=2х1 + 3х2 - 4 в точке (х1, х2) = (4;2). 

Решение. 
1.

8,0
42342

42

432

2
)(

21

11

1

1















xx

x

y

x

x

y
y

x
 . 

2.

6,0
42342

23

432

3
)(

21

22

2

2















xx

x

y

x

x

y
y

x
 . 

3.Найдём эластичность по совокупности ресурсов: 










 4)32(λ

λ

λ

)4)32(λ(
lim)432(ε)(ε

21

21

1λ
21λλ

xx

xx
xxy

 

.4,1
10

14

42342

2342

432

32

4)32(λ

λ)32(
lim

21

21

21

21

1λ















 xx

xx

xx

xx
 

Ответ: .4,1)(ε;6,0)(ε;8,0)(ε
λ21

 yyy
xx

 

 

2.4. Общая постановка «задачи фирмы» 

Пусть некоторая фирма (производитель) выпускает один 

вид продукции, используя при этом п видов ресурсов, и ее произ-
водственная функция имеет вид: 

у = F(x1, x2,...,хn). 

Допустим также, что цены на используемые ресурсы 
р1,р2,..., рп и цена на продукцию фирмы ру - относительно ста-

бильны. 
Тогда функция прибыли фирмы (производителя) будет 

иметь вид: 

П =ру F(x1, x2,...,хn) - (p1x1 + р2х2 + ... + рпхп).  (49) 
Задача производителя заключается в определении опти-

мального объема выпуска, при котором прибыль окажется мак-
симальной. На практике эта задача имеет обычно дополни-

тельные условия (ограничения), одним из которых может быть 
ограничение по объему издержек производства. Издержками про-

изводства называется выражение С = р1х1 + р2х2 + ... + рпхп. 
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Кроме того, возможны дополнительные ограничения по отдель-
ным ресурсам. В общем случае задача максимизации функции 

прибыли (см. гл. 1, п. 2.4) представляет собой задачу нелиней-
ного программирования. 

В большинстве практических задач для нахождения оп-

тимального объема выпуска достаточно исследовать соответ-
ствующую производственную функцию на условный экстремум 

(максимум). При этом функция издержек производства С = 
р1х1+ р2х2 + ... + рпхп играет роль уравнения связи. Можно 

доказать также, что оптимальный объем выпуска определяет-
ся однозначно, если матрица вторых производных производ-

ственной функции (матрица Гессе) - отрицательно опре-

делена (см. гл. 1, п. 2.3). 
Производственная функция в этом случае является вогну-

той. Не вдаваясь в математические подробности, можно заме-
тить, что задача определения оптимального объема выпуска 

(т.е. выпуска, при котором прибыль производителя максималь-

на) однозначно решается, если производственная функция име-
ет неоклассический вид, а функция издержек производства 

линейна. 
Задача 12. Производственная функция однопродуктовой 

фирмы имеет вид: у = F(x1,x2) = 
21

2 xx  . Стоимость одной 

единицы ресурсов: 
1x

p = р1 = 4; 
2x

p = р2 = 6. Стоимость одной 

единицы продукции ру =8. На оплату ресурсов фирма может 
истратить не более С=180(ден.ед.). Найти объем (точку) опти-

мального выпуска при заданных условиях и прибыль фирмы. 
Решение. 
Данная задача эквивалентна задаче исследования 

функции 
21

2 xx   на условный экстремум, при условии: С = 

р1x1 + р2х2, которое в нашем случае имеет вид 180 = 4x1 + 6х2. 

Составим функцию Лагранжа: 

).64180(λ2)λ,,(фф
212121

xxxxxx   

Найдем частные производные первого порядка: 

λ;4λ4
2

1
2

ф

1

2

1

2

1






x

x

x
x

x
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λ;6λ6
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.18064
λ

ф
21





xx  

Приравняем полученные частные производные к нулю и по-

лучим следующую систему уравнений: 
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 





















;5,145

    ,
4

1
λ

      ,
6

1

4

1

21

1

2

12

xx

x

x

xx

 





















        
;5,145

           ,
4

1
λ

),5,145(
6

1

4

1

21

1

2

22

xx

x

x

xx

 

 .15;5,22
21
 xx  

Учитывая, что производственная функция 
21

2 xxy   

есть функция Кобба-Дугласа, которая относится к производ-
ственным функциям неоклассического вида, обладающим свой-

ством вогнутости вверх, найденная точка - 15 ;5,22
21
 xx  

- является искомой точкой условного максимума. Подставляя ее 

координаты (т.е. найденные значения 
1

x  и 
2

x ) в производ-

ственную функцию, получим объем оптимального выпуска 

фирмы в заданных условиях: 

74,36615155,222 
опт

y  (ед.прод.) 
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Заметим, что поскольку заданная в данной задаче про-
изводственная функция является неоклассической, то решение 

задачи определения оптимального объема выпуска можно 
найти по формулам: 

15
6

2

1
180

;5,22
4

2

1
180

2

2

2

1

1

1









p

Ca
x

p

Ca
x .

   (50) 

Прибыль фирмы найдем по формуле (49): 

92,113180874,36  CpyП
yопт

 

(ден.ед.). 

Ответ: 92,113П ;15 ;5,22
21

 xx  (ден.ед.). 

 

2.5. Геометрическая интерпретация решения «задачи 

фирмы» 

Если производственную деятельность фирмы описывает 

производственная функция, зависящая от двух факторов, то за-
дача фирмы имеет достаточно ясную геометрическую интерпрета-

цию. При фиксированном объеме выпуска у= 1y
 
уравнение 

),( 211 xxFy         (51) 

задает в системе координат 21Oxx кривую, которая называ-

ется изоквантой, соответствующей у = 1y . Очевидно, что можно 

построить множество кривых (изоквант) соответствующих разным 

значениям у. Это множество иногда называют картой изоквант 

данной производственной функции. Если уравнение (51) нео-
классического типа, то карта изоквант представляет собой мно-

жество кривых гиперболического вида, расположенных в первом 
квадранте (рис. 4). В этой же системе координат при заданном 

значении затрат на ресурсы С можно построить прямую издержек 

производства 

2211
pxpxC       (52) 

Эта прямая называется изокостой. 
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Рис. 4. Карта изоквант и изокоста 
Для решения задачи фирмы, т.е. для нахождения точки оп-

тимального выпуска достаточно из множества изоквант выбрать 

такую, чтобы изокоста (52) являлась для нее касательной. Тогда 
координаты точки касания изокванты и изокосты укажут необхо-

димые для производства количества ресурсов, а соответствующее 
значение y1, которым помечена эта изокванта, укажет оптималь-

ный объем выпуска продукции. 
Задача 13. Дана производственная функция 

у=F( 1x , 2x )= 4

1

2

4

3

1
2 xx 

 
и функция издержек производства С = 

3 21 xx  . Построить изокосту при С = C 1 =12 и две изокванты 

при 61  yy  и 32  yy . 

 
Решение. 
1) При С = 12 из функции издержек получаем уравнение 

прямой 12=3 1x + 2x , или 2x  = 12 - 3 1x . Прямая, соответствую-

щая этому уравнению в координатах ( 21; xx ), представляет со-

бой искомую изокосту (см. рис. 4). 

2) Пусть у = 6. Тогда из производственной функции получа-
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ем уравнение 6= 4

1

2

4

3

1
2 xx  , или 3

1

2

81

x
x  . Это уравнение первой 

из искомых изоквант. Пусть у=3. Тогда получаем 3= 4

1

2

4

3

1
2 xx  , 

или 3

1

2
16

81

x
x  . Это уравнение второй изокванты. Построим 

изокванты и изокосту на одном чертеже. Для этого предвари-

тельно составим таблицы значений функций: 
 

 

,
81

3

1

2
x

x   

 
 

,
16

81
3

1

2
x

x   

 
Изокоста 

проходит через точки (0;12); (4;0), (3;3). Заметим, что поскольку 

точка (3;3) является точкой касания изокосты и первой изокван-
ты, то тем самым найдена точка оптимального выпуска. Это точка 

(3;3). 
 

2.6. Оптимизация издержек производства при заданном 
объеме выпуска 

В рыночной экономике любой производитель (фирма) 

обычно стремится к достижению максимально возможной прибы-
ли в сложившихся реальных условиях. Однако если фирма рабо-

тает в кооперации с другими фирмами и в рамках этой коопера-
ции берет на себя обязательство обеспечить некоторый обяза-

тельный объем выпуска определенного продукта, то задача фир-

мы приобретает другую форму. В этом случае целевой функцией 
становится не функция прибыли, а функция издержек производ-
ства. Нужно определить необходимые для производства количе-

ства ресурсов 
21

, xx  так, чтобы функция издержек 

1x  2 3 4 6 

2x  
1

0 
3 

1

,25 
0

,4 

     

1x  1 2 3 4 

2x  5 
0

,6 
0

,2 
0

,1 
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2211
pxpxC   приняла наименьшее значение, при условии 

выполнения определенного плана выпуска продукции 

);(
21

* xxFy  . 

Решим эту задачу для случая, когда производственная 

функция является неоклассической, т.е. 

.1 ,0;0 ,
2121

2
2

1
1

*  aaaaxxAy
aa

 

  (53) 

Из уравнения (53) выразим: 

.
1

1

2
2

*

1

a

a
Ax

y
x 










      (54) 

Подставим это выражение в функцию издержек 

.
22

1

2

2

1

1
*

1
xpx

A

y
pC

a

a
a













    (55) 

Функция издержек (55) является функцией одной перемен-

ной х2. Найдем минимум этой функции средствами дифферен-
циального исчисления. 

Для этого найдем производную: 

2

1

2

1

2

1
*

1

2

1

2
1

px
a

a

A

y
p

dx

dC a

a
a






















, 

или, учитывая, что 1
21

 aa , 

2

1

2

1

2

1
*

1

2

1

1

px
a

a

A

y
p

dx

dC a
a






















. 

Найдем значение 
2

x , при котором эта производная равна 

нулю. 

,
1

1

1

*

2

1

1

2

1
 a
a

y

A

a

a

p

p
x 




























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.
*1

21

12

2
A

y

ap

ap
x

a













    (56) 

Из характера задачи ясно, что при найденном значении 2x  

функция издержек имеет условный минимум. Соответствующее 

значение 1x , находится аналогично: 

A

y

ap

ap
x

a
*

21

12

1

2









 .     (57) 

Таким образом, оптимальные количества ресурсов найдены. 
Подставляя выражения (56) и (57) в функцию издержек произ-

водства, можно найти минимальные издержки для выполнения 
плана у*. 

.

21

21

212121
1

21

2

21

12

2

2

1

1

*

21

2121

*

1

2

21

2

1

21

**

2

 

21

12

*

1

21

12

aa

aa

aaaaaa
a

aa

a

aa

aa

a

p

a

p

A

y

aa

aa

A

ppy

a

a
pp

a

a
pp

A

y

A

y
p

ap

ap

A

y
p

ap

ap
C





























































































 

.

21

2

2

1

1

*
aa

a

p

a

p

A

y
C 

















      (58) 

Задача 14. Производственная функция фирмы 

21
2 xxy  . Функция издержек производства 

21
63 xxC  . 

Найти оптимальные количества ресурсов 1x  и 2x  для выполнения 

плана производства у* = 600. Найти минимальные издержки про-
изводства. 

Решение. 
Заданная производственная функция относится к неоклас-

сическому типу: 2

1

2
2

1

1
2 xx  . Найдем оптимальные количества 

ресурсов по формулам (56) и (57), учитывая, что 
2

1
21
 aa ; 

.2;6;3
21

 App  
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  .600
2

600
2

2

1
*2

21

12

1











A

y

pp

ap
x

a

 

  .300
2

600

2

600
2

2

1
 

1 *
 

21

12

2














A

y

ap

ap
x

a

 

Необходимые минимальные издержки найдем по формуле (58) 

3600126
2

600
2

2

2

1

1

1

*




















aa

a

p

a

p

A

y
C . 

Другой способ нахождения минимальных издержек заклю-

чается в простой подстановке значений 
1

x  = 600 и 
2

x  = 300 в 

функцию издержек: 

3600180018003006600363
21

 xxC

. 

Ответ: 3600;300;600
min21
 Cxx . 

Задача 15. Даны производственная функция 
2

21
3 xxy   

и функция издержек производства 
21

xxC  . Найти минималь-

ные издержки для производства у*=162 ед. продукции. 

Решение. 
Производственная функция не является неоклассической, 

поэтому воспользоваться формулой (58) мы не можем. Из урав-

нения 
2

21

* 3 xxy   выразим 
2

2

*

1
3/)( xyx  . Или 

2

21
3/162 xx  , 

2

2

1

54

x
x  . 

Подставляя в функцию издержек, найдем: 

.
54

2

2

2
x

xC   

01081
3

2

2




x
dx

dC
, откуда следует: 
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31

33

2

2

3
;43108  xx . 

Подставляя 
31

2

3
x  и 

3

2
43x в функцию издержек, 

найдем: 

14,7
2

9

2

241
343

2

3
33

33

3

321min










 
 xxC

. 

Ответ: 14,7
min

C . 

 
2.7. Задачи для самостоятельного решения 

Производственная функция однопродуктовой фирмы имеет 
вид: Y = F(K,L). Стоимости одной единицы ресурсов: РK(ден. ед); 

РL(ден. ед.). На оплату ресурсов фирма может истратить не более 

С (ден. ед.). Найти: 
а)эластичность выпуска по каждому из ресурсов; 

б)уравнения изоквант и изокост, и построить 2 изокванты 
при различных значениях выпуска X и 2 изокосты при различных 

значениях С (на одном чертеже); 

в)«точку оптимального выпуска» при заданных условиях; 
г)норму замены ресурса L на ресурс К в точке выпуска.  

Варианты: 

1) 100;6;4;4  CPPKLY
LK

. 

2) 180;6;12;33 2  CPPKLY
LK

. 

3) 12;4;12;24 3  CPPKLY
LK

. 

4) 15;5;2;
3

1 3 2  CPPLKY
LK

. 

5) 1000;20;10;
2

1
 CPPKLY

LK
. 

6) 20;4;5;24 3  CPPLKY
LK

. 
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7) 80;4;2;
4

1
3 2  CPPKLY

LK
. 

8) 40;1;4;33 2  CPPLKY
LK

. 

9) 10;4;10;
2

3
 CPPKLY

LK
. 

10) 16;8;4;4 3  CPPKLY
LK

. 

11) .150;10;5;3 3

1

3

2

 CPPLKY
LK

 

Решение варианта 11. 

.150;10;5;3 3

1

3

2

 CPPLKY
LK

 

а) Найдем предельные эффективности ресурсов: 

3

1

3

1
 

3

1

2
3

2
3 












K

L
KLF

K
 

.
3

1
3

3

2

3

2
 

3

2













L

K
LKF

L
 

Найдем коэффициенты эластичности: 

.
3

2
3:2: 13

1

3

23

1





















 KLK

K

L

K

Y
Fe

KK
 

3

1
3:: 13

1

3

23

2





















 LLK

L

K

L

Y
Fe

KL
. 

б) Уравнения изоквант получаются из производственной 

функции при различных значениях выпуска Yi; в виде: 

.3 3

1

3

2

LKY
i

  

Уравнения изокост получаются при различных значениях 

бюджетного ограничения iC  в виде:
LKi

PLPKC  , или, 

учитывая условие задачи: 
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LKC
i

105   

При различных значениях Ci, например C1=100; C2=400, по-

лучаются следующие уравнения изокост: 20 = К +2L и 80 = К + 
2L. 

Для построения изоквант уравнение 
3

1

3

2

3 LKY
i

  лучше 

записать в виде LKY
i

23 27 , или: 
2

3

3









 K

Y
L i

. Выбрав 

два значения 
i

Y , например, 
1

Y  = 27 и 
1

Y =36, получаем 

2

729

K
L  , 

2

1728

K
L   уравнения изоквант. Построить на одном 

чертеже графики изоквант и изокост в координатах (K,L) неслож-
но (сделать самостоятельно). 

в) Задача нахождения точки максимального выпуска при 
данных ограничениях эквивалентна задаче исследования функции 

Y=F(K,L) на условный экстремум, при условии 150 = 5К + 10L. 

Составим функцию Лангранжа: 

Ф = Ф(К,L,) = F(K,L) - (150 - 5К- 10L). 


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Учитывая, что производная функции F(K,L) = 3К 3

2

·L
3

1

 — яв-

ляется вогнутой, в найденной точке К* = 20, L* = 5 - функция 
имеет максимум: 
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.8,375203);( 3

1

3

2

**

max
 LKFY  

г) Найдем норму замещения ресурса L на ресурс К в «точке 

выпуска» (20;5) 

2
5

20

2

1

2

1
2::

3

1

3

2

)(





























L

K

K

L

L

K

K

F

L

F
MRS

KL

 

Вывод: одна единица ресурса L может быть заменена двумя 

единицами ресурса К. 

§ 3. Модели взаимодействия потребителей и произ-
водителей 

3.1. Понятие рыночного равновесия. Паутинообразная мо-

дель установления равновесной цены 

Проблема математического моделирования экономических 
макросистем, включающих различные типы рынков с большим 

количеством взаимосвязанных сегментов и огромным количеством 
участников - крайне сложна (подробнее об этом см. гл. 3). 

В этом параграфе рассматриваются математические модели 

функционирования экономических микросистем, в которых опи-
сывается либо взаимодействие потребителей и производителей 

на рынке одного товара, либо случаи, когда количество участни-
ков рынка ограничено. Тем не менее в этих упрощенных ситуаци-

ях удается выявить характерные рыночные механизмы, что ока-

зывается полезным и при формировании более содержательных и 
приближенных к реальности математических моделей. 

Одна из важнейших задач, в случае моделирования взаимо-
действия потребителей и производителей, - это моделирование 

рыночного равновесия. Понятие рыночного равновесия приводит 
к понятиям равновесной цены на товар, равновесных цен на ре-

сурсы производства, равенства спроса и предложения. Рыночное 

равновесие для участников рынка должно характеризоваться 
определенной степенью устойчивости от возмущающих воздей-

ствий. С точки зрения теории игр, подобный тип рыночного рав-
новесия можно классифицировать как равновесие по Нэшу (см. 

гл. 1, п. 3.2). 

Заметим также, что равновесное состояние на рынке не мо-
жет установиться (или восстановиться, если оно было нарушено) 

мгновенно. Поэтому математические модели функционирования 
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рынка должны быть динамическими, т.е. включать в качестве од-
ной из независимых переменных время. 

Рассмотрим рынок одного товара, на котором цена на товар 
является функцией времени р = p(t). Функции совокупного спроса 

D(p) и предложения S(p) в этом случае также являются функция-

ми времени: 

D = D(t) = a + bp(t) S= S(t) = c + dp(t-l).  (59) 

Выражение для функции предложения содержит функцию 

p(t-1). В этом заключается одно из главных положений паути-
нообразной модели. «Спрос рождает предложение» - следова-

тельно, первичен спрос, а предложение - это реакция (с некото-

рым отставанием во времени) на спрос и цены. Перейдем к кон-
кретному описанию модели. 

1)Коэффициенты в выражениях функций спроса и предло-
жения удовлетворяют следующим условиям:       а > с; b < 0; d > 

0; |b| > |d| 
2)Спрос D(t) определяется ценой на момент покупки p(t), a 

предложение S(t) определяется ценой предшествующего момента 

времени p(t - 1); 
3)Цены каждого момента p(t) устанавливаются так, чтобы 

спрос равнялся предложению D(t) = S(t). 
4)Исходя из требования равенства спроса и предложения 

3), D(t) = S(t), получим: 

a + bp(t) = c + dp(t-1), 

p(t) =
b

d

b

ac



p(t-l).     (60) 

Рекуррентная формула (60) позволяет вычислить цену p(t), 

если известна цена в предшествующий момент времени p(t - 1). 
Заметим, что, согласно условию 1), |b| > |d|, т.е. предложение S 

= с + d   p(t -1) реагирует на изменение цены p «слабее», чем 
спрос D = а + b   p(t). Запишем формулу (60) в виде: 

)()1( tp
b

d

b

ac
tp 


 .    (61) 

Вычитая из (61) равенство (60), найдем: 

p(t+1)-p(t)=
b

d   (p(t)-p(t-1)), 

.1
)1()(

)()1(






b

d

tptp

tptp
    (62) 

Неравенство (62) гарантирует, что с увеличением t разность 
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между ценами p(t + 1) и p(t) будет уменьшаться и на рынке дан-
ного товара будет установлена так называемая «равновесная це-

на». В случае, когда |b| < |d|, т.е. предложение более «активно» 
реагирует на изменение цены, чем спрос, установить равно-

весную цену невозможно. 

Процесс установления равновесной цены можно проиллюст-
рировать графически на примере решения конкретной задачи. 

Задача 16. Даны функция спроса D(t)=8-p(t) и предложе-

ния S(t)=2+
2

1
·p(t-l). 

а)Найдите рекуррентное соотношение, определяющее цены 

на товар в моменты времени 1t  = 1; 2t = 2; 3t  = 3 и т.д., и соот-

ветствующие им значения спроса и предложения, если цена в 

момент времени 0t  = 0 была 0p  = 6. 

б)Найдите равновесную цену p* и дайте графическое реше-
ние задачи. 

Решение. 
а) Из условия D(t) = S(t) следует: 

8-p(t) = 2 +
2

1
 p(t-l), 

p(t) = 6-
2

1
p(t-1).     (63) 

Из рекуррентной формулы (63) найдем: 

p( 1t ) = p(1) = 6- 
2

1
p(0) = 6-3 = 3; 

p( 2t ) = p(2) = 6- 
2

1
p(1) = 6-

2

3
 = 4,5; 

p( 3t ) = p(3) = 6- 
2

1
p(2) = 6-2,25 = 3,75; 

…………………………………………. 
1

2

1
4)()(













n

n nptp .    (64) 

Из функции спроса: 

D0= D(0) = 8 - Р(0) = 8-6 = 2; 
D1= D (l) = 8 - P(l) = 8-3 = 5; 

D2= D(2) = 8 - Р(2) = 8 - 4,5 - 3,5; 

D3= D(3) = 8 - Р(3) = 8 - 3,75 = 4,25 и т.д. 
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Учитывая, что D(t) = S(t), значения функции предложения: 
S1= 5; S2= 3,5; S3=4,25 и т.д. 

б) Найдем равновесную цену. Учитывая формулу (64): 

4
2

1
4)(

1

*

limlim 



























n

n
n

n

tpp  

Соответствующие значения равновесного спроса и предло-

жения: D* = S* = 4. На рис. 5 изображены линии спроса и пред-

ложения D = D(p) = 8 - p и S = S(p) = 2 + 
2

p
 и точки D0, S1, D1, 

S2, D2, S3, D3, координаты которых были вычислены раньше. Со-
единив их в порядке возрастания номера, получаем паутинооб-

разную линию, которая показывает, как с течением времени цена, 

спрос и предложение приближаются к своим равновесным значе-
ниям: p* = 4 и D* = S* = 4. 

 
Рис. 5. Графическая иллюстрация процесса установления 

равновесной цены p*, спроса D* и предложения S* 
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3.2. Модель Эванса установления равновесной цены на 
рынке одного товара 

Рассмотрим ситуацию, аналогичную той, которая рассмот-
рена в предыдущем пункте. Пусть имеется рынок одного товара, 

функции спроса и предложения являются функциями от цены p, 

которая изменяется во времени: 

D = D(t) = a + bp(t); S = S(t) = c + dp(t-l). 
Считая время непрерывным, функцию p=p(t) - дифферен-

цируемой, зададимся вопросом: от чего зависит приращение цены 

за промежуток времени t ? Очевидно, от величины превышения 

спроса над предложением и от длительности этого превышения, 
т.е.: 

 p = k (D-S)· t, 
где k - коэффициент пропорциональности. 

Переходя к пределу при  t   0, получаем дифференци-

альное уравнение: 

dt

dp
= k ((a-c) + p (b-d)), или 

dt

dp
= k (b-d)  p(t) + k (a-c).    (65) 

Это уравнение, совместно с условиями: a > с; b < 0; d > 0, - 

составляет основу так называемой модели Эванса. Если коэф-
фициенты функций спроса и предложения, а также коэффициент 

пропорциональности известны, то, зная цену в начальный момент 

времени p(0) = p 0 , можно найти функцию изменения цены p = 

p(t). 
Для этого достаточно найти частное решение линейного 

дифференциального уравнения (7), удовлетворяющее начальному 

условию p(0)=p 0 . Это можно сделать, например, с помощью ме-

тода вариации произвольных постоянных. В результате получит-

ся: 

)1()( )()(

0

tbdktbdk e
bd

ca
ePtPP  




  (66) 

При t  со цена p(t) стремится к своему равновесному 

значению 
bd

ca
p




*

, которое совпадает с абсциссой точки 

пересечения прямых спроса и предложения. 
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3.3. Натуральный двусторонний обмен. Ящик Эджворта 

Известно, что в периоды высокой инфляции деньги утрачи-
вают роль надежного платежного средства и перестают интере-

совать участников рынка. В такие периоды могут возникать и су-

ществовать какое-то время рынки натурального обмена товаров. 
В этом случае разница между потребителем и производителем 

товаров стирается, так как для участия в натуральном обмене 
нужно обладать определенным количеством как минимум одного 

товара. Натуральный обмен широко практикуется и в междуна-
родной торговле. Например, одна страна поставляет другой трубы 

для строительства нефтепровода, а другая оплачивает эти по-

ставки нефтью, которая перекачивается по этому нефтепроводу. 
Рассмотрим взаимодействие двух участников натурального 

рынка, каждый из которых обладает определенным количеством 
товара X и определенным количеством товара Y. Допустим, что у 

первого (x 1 ,y 1 ) а у второго (x 2 , у 2 ). Для того чтобы проще было 

разобраться в механизме взаимодействия участников натурально-
го рынка предположим, что: 

1)других товаров, кроме X и Y, на рынке нет; 

2)количество товара X равно x 1  + x 2 ; количество товара Y 

равно у 1  + y 2 , т.е. эти два участника являются единственными 

обладателями данных товаров; 
3)каждый из участников рынка имеет свою индивидуальную 

функцию полезности: первый - U = U(x;y), второй - V = V(x;y) 
(обе - неоклассического типа). 

Какие действия должны предпринять эти участники рынка? 

Для анализа этой ситуации наиболее подходит так называе-
мый «ящик Эджворта». 

В системе координат хОу отложим на оси абсцисс и оси ор-

динат точки А(х 1 + х 2 ;0) и В(0;у 1  + у 2 ), а также точку O 1 (x 1  + 

x 2 ; y 1  + у 2 ) (рис. 6). Проведем прямые O 1 A и О 1 B, парал-

лельные осям координат системы хОу, и перевернем полученное 
изображение «вверх ногами». Будем считать точку О1 началом 

новой системы координат x’О 1 у’. Эту систему координат далее 

будем называть противоположной. 

Прямоугольник ОАО 1 В, образованный осями координат этих 

систем, называется «ящиком Эджворта». Изобразим в ящике 
Эджворта карты кривых без- различия участников рынка, 
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построив их для первого участника в системе координат хОу 
(сплошные линии), а для второго в противоположной системе 

x’О 1 у’ (пунктирные линии). 

 
Рис. 6. Линзы компромиссов в ящике Эджворта 

Рассмотрим точку C(x 1 ,y 1 ). Ее координаты указаны в систе-

ме хОу. В противоположной системе - ее координаты С(х 2 ,у 2 ). 

Эта точка характеризует начальное имущественное состояние 

участников натурального рынка. Кривые безразличия первого и 
второго участников, проходящие через точку С, образуют так 

называемую «линзу компромиссов» (на рис. 6 она заштрихована). 

Любая точка М, расположенная внутри линзы, характерна тем, 
что, судя по картам кривых безразличия, значения функций по-

лезности обоих участников в этой точке превосходят значения 
полезности в начальной точке С. Это означает, что взаимный об-

мен товарами между участниками рывка, переводящий их из 

начального состояния, характеризуемого точкой С, в состояние, 
характеризуемое точкой М, будет выгоден обоим участникам рын-

ка. Значения их функций полезности в результате этого обмена 

увеличатся. Для перехода из состояния C(x 1 ,y 1 ) в состояние 

М(x m ,у m ) первый участник должен передать второму (y 1  - y m ) 

единиц товара Y, получив взамен (х 1  - х m ) единиц товара X. 

Новое состояние участников рынка, характеризуемое точ-

кой М, допускает построение новой «линзы компромиссов», обра-
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зуемой кривыми безразличия, проходящими через точку М. Эта 
линза имеет меньшую площадь, однако ее наличие означает, что 

возможен дальнейший взаимовыгодный обмен между участника-
ми. Последовательность взаимовыгодных обменов может быть 

довольно длинной и закончится только если после очередной 

сделки состояние участников будет характеризовать точка, для 
которой нельзя будет построить линзу компромиссов. 

 
3.4. Оптимальность по Парето и задача определения рав-

новесных цен при двустороннем обмене 

Принцип доминирования применяется обычно при решении 

оптимизационных задач с заданной областью допустимых ре-

шений D и несколькими целевыми функциями (критериями) 

Z 1 ,Z 2 ,...,Z m , 

Определение 1. Если X и Y два допустимых решения и: 1) 

для всех i = 1,2,...,m - Z i (X)   Z i (Y); 2) существует такая целе-

вая функция Z k , что Z k (X)>Z k (Y), то говорят, что решение X до-

минирует Y. 
Определение 2. Решение X называется недоминируемым, 

если не существует в области D такого решения, которое доми-

нировало бы X. 
Определение 3. Множество всех недоминируемых реше-

ний, принад-лежащих области D, называется множеством реше-
ний, оптимальных по Парето. 

Найдем множество решений (точек), оптимальных по Паре-
то, для ситуации двустороннего натурального обмена двумя ви-

дами товаров, которая описана выше. Обозначим: а=х 1 +х 2  -

количество товара X у обоих участников; b=y 1 +y 2  - количество 

товара Y. 

Тогда функции полезности участников рынка относительно 

системы координат уОх можно записать в виде: 
2121 )()(;

rrll
ybxaVyxU   

Можно доказать следующую теорему: 
Теорема. Точка Т является оптимальной по Парето, если 

кривые безразличия участников рынка имеют в этой точке общую 

касательную. 
Не доказывая строго эту теорему, выясним ее смысл. Если 

кривые безразличия участников имеют в точке Т общую каса-
тельную, то эта точка является единственной общей точкой 
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этих кривых. В этом случае «линза компромисса» в ящике 
Эджворта отсутствует. Следовательно, нет точек, которые доми-

нировали бы точку Т. 
Поэтому точка Т является оптимальной по Парето. 

Для того чтобы кривые безразличия участников, проходя-

щие через точку Т, имели в ней общую касательную, необходимо 
и достаточно, чтобы нормальные векторы (градиенты) к этим кри-

вым были коллинеарны. То есть должно выполнятся равенство: 

.::
y

V

x

V

y

U

x

U

















     (67) 

Последнее равенство означает также, что предельные нор-

мы замещения обоих участников равны и поэтому у них нет сти-
мула произвести какой-либо обмен одного товара на другой. 

Равенство (67) запишем в виде: 

1

2

1

1

1

2

1

1

21

21

21

21

)()(

)()(
















rr

rr

ll

ll

ybxar

ybxar

yxl

yxl
  

 (68) 

.
2

1

2

1

xa

yb

r

r

x

y

l

l




      (69) 

Обозначим отношения показателей функций полезности: 

.;
2

1
2

2

1
1

r

r
k

l

l
k   

Тогда равенство (69) можно записать в виде: k 1 y(a - х) = 

k 2 x(b - у), или: 

.
121

2

xkxkak

xbk
y


      (70) 

Если отношения показателей одинаковы, т.е. k 1  = k 2 , то из 

(70)следует: 

.
a

b
xy   

В ящике Эджворта уравнение 
a

b
xy   учитывая, что 

12
yyb  ; 

12
xxa   задает прямую OO 1  т.е. диагональ 
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прямоугольника OAO 1 B. 

Таким образом, множество точек, оптимальных по Парето 

(в случае k1=k2), образует диагональ ОО1 ящика Эджворта. Если 
начальное состояние участников рынка характеризовалось точкой 

С и соответствующей ей «линзой компромиссов», то множество 

конечных состояний будет находиться на пересечении диагонали 
ОО1 и линзы, т.е. на отрезке KL. 

Замечание 1. Если отношения показателей функции по-

лезности  

2

1
2

2

1
1 ;

r

r
k

l

l
k   не равны, то множество точек, опти-

мальных по Парето, будет находиться на кривой, заданной урав-

нением (70). 
Пересечение этой кривой с линзой компромиссов, которую 

определяет начальная точка С, дает множество конечных состо-
яний. В этом случае товары X и Y имеют для участников рынка 

неодинаковую ценность. 

Замечание 2. Если 21 kk  , то можно определить равно-

весные цены на единицы товаров X и Y. Так как рынок натураль-

ный, то в данном случае имеется ввиду относительная ценность 
одной единицы товара X к ценности одной единицы товара Y. 

Отношение этих ценностей, т.е. отношение равновесных 

цен, может быть найдено как отношение предельных полезностей 
товаров X и Y (см. § 1, п. 1.2) 

2

1

1

2

1:
p

p

a

b
k

x

y

l

l

y

U

x

U









 

Отсюда следует, что отношение равновесных цен 

2

1

p

p
 об-

ратно пропорционально отношению общих количеств товара на 

рынке 
b

a
 с коэффициентом пропорциональности k 1 . 

Замечание 3. Если функции полезности участников нату-

рального рынка одинаковы, причем отношения показателей рав-

ны (k 1 =k 2 =1), то из множества равновесных состояний, которое 

представлено отрезком KL, можно легко выделить единственную 

равновесную (справедливую) точку. В случае k = 1 отношение 
равновесных цен обмениваемых товаров обратно пропорцио-

нально их общему количеству на рынке. Поэтому если из на-
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чальной точки С провести прямую, параллельную диагонали ВА, 

до пересечения с диагональю OO 1  то полученная точка пе-

ресечения С* будет являться точкой, характеризующей конечное 
равновесное состояние. Дело в том, что при движении из точки С 

в точку С* параллельно диагонали ВА между участниками совер-

шаются обмены, которые не нарушают отношения цен товаров 

p 1 :р 2 = b:а. 

 
3.5. Поведение производителей на конкурентных рынках. 

Точка равновесия Курно и точки Стакельберга 

Рассмотрим ситуацию, когда несколько производителей од-
ного и того же товара предлагают этот товар на рынке. Если про-

изводителей много, то эту ситуацию можно считать случаем со-
вершенной конкуренции, когда от выбора стратегии предложения 

товара отдельным производителем мало что зависит. Если же 

производителей мало или один из производителей производит 
большую часть предлагаемого на рынке товара, то от его дей-

ствий могут весьма существенно зависеть цена на данный товар и 
прибыли производителей. 

Рассмотрим случай, когда производителей двое. Производ-

ственные функции их известны: х 1  = F 1 (К; L); х 2  = F 2 (K; L). 

Цена на производимый ими товар зависит от суммы выпус-

ка: р = р (x1 + x 2 ), причем p' 1x  < 0, р' 2x < 0, т.е. при возрастании 

выпуска одного из производителей цена снижается. Будем счи-
тать также, что конкуренция на рынке используемых произво-

дителями ресурсов отсутствует. Положим, что заданы функции 

издержек производства С 1  = сх 1  + d и С 2  = сх 2 +d и зависи-

мость цены от предложения товара р = а - b(x 1  + x 2 ). 

Заметим, что функции издержек приняты одинаковыми, т.е. 
ни один из производителей не обладает изначальными техноло-

гическими преимуществами над другим. Функция издержек, как 

известно, состоит из двух слагаемых: первое Сх - переменные из-
держки, которые зависят от х - объема выпуска; второе d - посто-

янные издержки, например, аренда производственных помеще-
ний, земли и т.п. 

Найдем выражения для функций прибыли. 
Прибыль первого производителя: 

;))(( 1121 dcxxxxba     (71) 

прибыль второго произ- водителя: 
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.))(( 2221 dcxxxxba     (72) 

Найдем значения выпуска, при которых прибыль макси-

мальна. 

,2
1

2

121

1

1

dx

dx
bxbxbxca

x





 

.2
2

1

212

2

2

dx

dx
bxbxbxca

x





 

Приравнивая найденные производные к нулю, получим: 

,02
1

2

121


dx

dx
bxbxbxca  

.02
2

1

212


dx

dx
bxbxbxca  

откуда следует 

,2
1

2
12 










dx

dx
bbxbxca  

.2
2

1
21 










dx

dx
bbxbxca  

или 

.

2

;

2
2

1

1

2

1

2

2

1

dx

dx
bb

bxca
x

dx

dx
bb

bxca
x









   (73) 

При этих значениях х 1  и х 2  функции прибыли П 1  и П 2 , со-

ответственно, принимают максимальные значения. Обозначим: 

.0
b

ca
x


  Смысл х 0  становится ясен, если в выражение для 

прибыли П 1  или П 2  вместо х 1  + х 2  подставить х 0 . Тогда прибы-

ли первого и второго производителя окажутся равными -d, т.е. 
той части издержек производства, которая не связана с объемом 

производства. Таким образом, х 0  есть величина суммарного вы-

пуска товара обоими производителями, при которой у обоих про-

изводителей выручка от продажи товара совпадает с расходами 
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на их производство. Прибыль в этом случае отрицательна и равна 
-d, т.е. величине постоянных издержек, не связанных с производ-

ством товара. 

Используя обозначение х 0  = 
b

ca 
, выражение (73) можно 

записать в виде: 

2

1

10

2

1

2

20

1

2

;

2
dx

dx

xx
x

dx

dx

xx
x









      (74) 

В случае, когда оба производителя не пытаются изменить 

соотношение предлагаемых на рынке товаров, 0;0
2

1

1

2 
dx

dx

dx

dx
, 

получаем: 

,
2

;
2

10

,2

20

,1

xx
x

xx
x kk





     (75) 

или: .
3

0

,2,1

x
xx

kk
  

Полученные значения выпуска товаров производителями 

называются точкой равновесного выпуска Курно. Точка Курно 
характеризует стратегию поведения производителей на рынке, 

при которой они оба честно «делят рынок пополам», не пытаясь 
получить дополнительную выгоду за счет другого. 

Допустим, что такая стратегия, приводящая к точке равно-

весия Курно, не устраивает первого производителя и у него воз-
никло желание воспользоваться «честностью» второго и получить 

дополнительную прибыль. 

Значение выпуска x 1 , при котором прибыль первого произ-

водителя максимальна, было найдено выше (74): 

.

2
1

2

20

1

dx

dx

xx
x




  

Значение выпуска х 2  второго производителя, который дей-

ствует по Курно: 

2

10

2

xx
x


  
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Из (75) найдем 
2

1

1

2 
dx

dx
и подставим в (74). Получим:  
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1
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Отсюда следует: 
2

0
1

x
x  . 

Значение выпуска второго производителя в этом случае бу-

дет: 

.
422
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2

00
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2

xx
x

xx
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






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Мы получили первую точку Стакельберга: 

4
;

2

0

1;2

0

1;1

x
x

x
x ss        

 (76) 

Разумеется, первая точка Стакельберга невыгодна второму 
производителю, который вынужден выпускать в два раза меньше 

продукции, чем первый при тех же производственных воз-
можностях. 

Если второй производитель станет действовать так же, как 

первый, т.е. не по Курно, а будет придерживаться стратегии: 

2

1
2

10

2






xx
x , то, учитывая, что первый поступает так же, 

получим симметричную ситуацию: 
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Из этих двух уравнений находим вторую точку Стакельбер-

га: 
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ss
     (77) 
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Выпуск продукции во второй точке Стакельберга у обоих 
производителей увеличился. Он больше, чем в точке Курно. Дру-

гими словами, между производителями началась конкурентная 
борьба, которая, очевидно, невыгодна обоим. Поэтому вторую 

точку Стакельберга называют также точкой неравновесия. 

Рассмотрим подробнее реакцию рынка и «выгоды» произво-
дителей: 

1)Период «честного дележа» рынка (точка Курно):  
Суммарный выпуск продукции: 

.
3

2
0,2,1

xxx
kk
  

Цена одной единицы продукции: .
3

2
0

bxap   

Прибыли производителей: .
9

;
9

2

0

2

2

0

1
d

bx
Пd

bx
П  . 

2)Период «нечестной игры» первого производителя (первая 

точка Стакельберга): 
Суммарный выпуск: 

4

3
0

2;21;1

x
xx

ss
 . 

Цена одной единицы: .
4

3
0

bxap   

Прибыли производителей: .
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;
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1
d
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П   

3)Период обоюдной конкурентной борьбы производителей 

(вторая точка Стакельберга): 
Суммарный выпуск: 

.
5

4
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x
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  

Цена одной единицы: .
5

4
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Прибыли производителей: .
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Таким образом, в ре- зультате перехода из точки 
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равновесия Курно во вторую точку Стакельберга суммарный вы-
пуск продукции вырос, цена упала, прибыли производителей 

уменьшились. 
Замечание 1. Казалось бы, что мы имеем типичный случай 

равновесия по Нэшу. То есть ситуацию, в которой отклонение от 

оптимальной стратегии, приводящей к точке равновесия Курно, 
невыгодно никому из производителей. Поэтому возвращение к 

точке равновесия неизбежно, и рыночная стимуляция, связанная 
с этой точкой равновесия, является достаточно устойчивой по 

отношению к «эгоистичным» действиям отдельных производите-
лей. Но, к сожалению, это не так. У производителей есть более 

эффективный способ увеличения прибыли, нежели «честное со-

трудничество» в духе Курно. Этот способ - образование так назы-
ваемого картеля, т.е. объединение своих возможностей влияния 

на рынок. 
Рассмотрим подробнее ситуацию, при которой производите-

ли решили объединиться. Их общая функция прибыли будет тогда 

иметь вид: 

,2)(21 dcxxbxaППП   

где х - величина общего выпуска. 
Тогда П'x = -2bх + а - с. 

Пусть –2bх + а - с = 0, получаем х = 
b

ca

2


, или х = 

2

0x
. 

В этом случае цена за одну единицу продукции составит Р = 

а
2

0bx
 , т.е. окажется самой высокой по сравнению с ценами в 

точках Курно и Стакельберга. Общая прибыль составит: 

.2
4

2
42

2
42

)(

2
242

2
222

2

0

2

0

2

0

2

0

0

0

2

00000

d
bx

d
bxbx

d
bx

x
ca

d
cxdxax

d
cxxbx

aП
















 

Поделив прибыль пополам, каждый из производителей по-

лучит по d
bx


8

2

0
 (ден. ед.), т.е. больше, чем даже в точке Кур-

но. 

Таким образом, вместо конкурентной борьбы производите-
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лям выгоднее объединиться. Потребителям же образование кар-
теля производителей крайне невыгодно. Для них выгоднее, когда 

между производителями идет конкурентная борьба, приводящая к 
точкам Стакельберга. 

Замечание. Действия производителей товара, которые 

объединились в картель и пытаются определять выгодную им це-
ну и объем предложения на рынке, приводят обычно к тому, что 

потребители замещают этот товар на другой товар сходного на-
значения. Если им удается это делать, то спрос на первый товар 

снижается, а следовательно, снижается его цена и прибыли про-
изводителей-монополистов. В результате на рынке восстанав-

ливается равновесие, близкое к точке Курно. Если же произ-

водителям-монополистам удается контролировать предложение и 
цены всей группы сходных товаров и замещение их для потреби-

телей невозможно, то на этом сегменте рынка складывается ситу-
ация неравновесия, которое вызвано искусственным завышением 

цены. Длительное сохранение такой ситуации может привести к 

неблагоприятным макроэкономическим последствиям. 
 

3.6. Задачи для самостоятельного решения 
Даны функция спроса D(t) = а + b • P(t) и предложения S(t) 

= = с + d • p(t - 1). 
а) Найдите рекуррентное соотношение, опре-

деляющее цены на товар в моменты времени t=1; t=2; 

t=3;...; t=n и соответствующие им значения спроса и 

предложения, если цена в момент времени t = 0 была р 0 . 

б) Найдите равновесную цену р* и дайте графическое 

решение задачи. 
Варианты: 

1)  D = 200 - 20р; S = 100 + 10р; р 0  = 5. 

2)  D - 800 - 20р; S = 200 + 10р; р 0  = 30. 

3)  D = 900 - 30р; S = 100 + 10р; р 0  = 30. 

4)  D = 400 - 20р; S = 70 + 10р; р 0  = 20. 

5)  D = 600 - 20р; S = 120 + 10р; р 0  = 24. 

6)  D = 400 - 20р; S = 100  + 5p; p 0  = 20. 

7)  D = 500 - 30р; S = 50 + 15р; р 0  = 15. 

8)  D = 250 - 10р; S = 100 + 5р; р 0  = 15. 
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9)  D = 400 - 40р; S = 200 + 10р; р 0  = 8. 

10) D = 800 - 20р; S = 100 + 10р; p 0  = 30. 

11) D = 8 -р; S = 2+0,5р; Р = 6. 
Решение варианта 11) см. в п. 3.1, задача 16. 

 

§ 4. Основные результаты, контрольные вопросы и 
тесты. 

4.1. Основные результаты и выводы. 

1.Существуют несколько типов функций полезности отра-

жающих субъективное отношение потребителя к выбору наиболее 
предпочтительного для него набора товаров (то есть вектора по-

требления (х1,х2,…,хn)). 

Чаще других встречается неоклассический тип функции по-
лезности: 

,...21

21

nв

n

вв
xxaxU   

Где .0,...,0   ;1...   ;0 121  nn вввввa  

2.Предельной полезностью товара называется соответству-
ющая частная производная первого порядка от функции полезно-

сти. 

3.Отношение предельных полезностей 
21

: xx UU   равно пре-

дельной норме замещения первого товара вторым, которое обо-

значается 
21 xx

MRS


. 

4.Если функция полезности  21 , xxUU   известна, то при 

каждом заданном уровне полезности 1U  в системе координат 

 21 , xx  можно построить линию   121 , UxxU  , которая назы-

вается кривой безразличия. 

5.Уравнение Rxpxp  2211  где 21 , pp  - цены, R – бюд-

жет потребителя, называется бюджетным уравнением, а соответ-

ствующая ему прямая в координатах  21 , xx  называется бюд-

жетной прямой. 

6.Задача потребителя заключается в том, чтобы из всех до-

ступных ему векторов потребления выбрать тот, при котором по-
лезность будет наибольшей. Если товаров только два и функция 

полезности неоклассическая, то эта задача интерпретируется 
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графически. 

Оптимальным вектором потребления  *

2

*

1 , xx  (точкой спро-

са) является точка касания бюджетной прямой и одной из кривых 

безразличия. 
7. Для функций полезности неоклассического типа, при 

условии 121  вв , оптимальное решение задачи потребителя 

(точка спроса) можно найти по формулам: 

2

2*

2

1

1*

1  ;  
p

Rв
x

p

Rв
x   

8.Для неоклассических функций полезности в точке спроса 
предельная норма замещения равна отношению их цен: 

.
21

2

1

2

1

xx
x

x
MRS

p

p

U

U







 

9.Функции    212

*

2211

*

1  ;  ,pR,pfx,pR,pfx   называются 

функциями спроса на соответствующие товары. 

10. Если цена на один из товаров изменилась (например, 

она увеличилась: 11 pp  ), то у потребителя есть выбор между 

следующими вариантами поведения: 
1) Найти новую точку спроса, сократив потребление 

2

2

2

11

1

1  ;  
p

Rв
x

pp

Rв
x 


  

2) Сохранить прежнюю точку спроса  *

2

*

1 , xx , увеличив 

расходы. 
3) Сохранить прежнюю полезность потребления увеличив 

расходы и изменив соотношение между потребляемыми товарами 
1

21

1

11

2

20

2

111

10

1
;

)(

в

вв
p

pp

P

Rв
x

ppp

Rв
x 







 



  

Разность 
1

0

1

*

1 pSxx   называется эффектом замещения; 

Разность 
1

Re1

0

1 pxx   называется эффектом до-

полнения (эффектом дохода) 
11. Для произвольной дважды дифференцируемой функции 

полезности изменение спроса в случае изменения цены 11 pp   

можно вычислить приближенно с помощью уравнения Слуцкого: 
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.eR1

31

*

1

1

2

2*

1 





 Sdp
D

Dx
dp

D

p
dx


 

12. Эластичностью функции  nyyyfZ ,...,, 21  относи-

тельно iy  называется величина: 

  .
Z

y

y

Z
ZE i

i

yi





  

Неоклассические функции спроса обладают постоянной 

единичной эластичностью как по цене, так и по бюджету потре-
бителя. 

13. Существует несколько типов производственных функций 

из которых чаще других встречается неоклассическая производ-
ственная функции Кобба-Дугласа 

  1LKAy  

Где KA    ;0   ;10   - капитал, L  - трудовые ресур-

сы. 

14. Предельной эффективностью ресурса называется соот-
ветствующая частная производная по этому ресурсу. Отношение 

предельных эффективностей двух любых ресурсов равно пре-
дельной норме замещения первого из этих ресурсов вторым. 

15. Эластичность производной функции 
na

n

aa
xxxAy  ...21

21
 неоклассического типа по каждому из 

ресурсов равна соответствующему показателю степени в данной 

производственной функции   .ix ayE
i

 Эластичность по сово-

купности всех ресурсов для функции этого типа равна 1. 

16. Функции неоклассического типа обладают также важным 
свойством постоянной эластичности замещения, одного из ресур-

сов другим, которая равна 1. Существуют и другие производ-

ственные функции, обладающие этим свойством, например CES  

- функция. 
17. «Задача фирмы» в общей постановке заключается в 

определении такого объема выпуска оптY , который при выполне-

нии ограничений по издержкам производства, обеспечивает мак-

симальную прибыль. Для неоклассических функций оптимальные 

затраты ресурсов для обеспечения оптY  вычисляются по форму-

лам:  
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i

i

i
P

Ca
x   

Где С – издержки производства; 

i  - 1,2,…, n. 

iP  - цена одной единицы ресурса. 

18. Геометрическая интерпретация задачи фирмы (для слу-

чая двух ресурсов) заключается в том, чтобы из множества 
изоквант выбрать такую, что изокоста, описывающая ограничения 

по издержкам, являлась для нее касательной. В этом случае ко-

ординаты точки касания укажут необходимые для производства 
количества ресурсов, а соответствующее этим количеством зна-

чение производственной функции – оптимальный объем выпуска 
продукции. 

19. При заданном объеме выпуска «задача фирмы» заклю-
чается в определении необходимых для производства количеств 

ресурсов, при которых функция издержек производства принима-

ет наименьшее значение. 
20. Модель установления равновесной цены на рынке одно-

го товара включает в себя функции спроса и предложения линей-
ного типа: 

   tpвatDD     (функция спроса) 

   1 tpdctSS    (функция предложения), 

удовлетворяющие следующим условиям: 

   .  ;  ;0  ;0  ; tStDdвdвca   

В этом случае последовательное изменение цены определя-
ется рекуррентной формулой: 

   ,1


 tp
вв

ac
tP


 

а равновесная цена: 
.

*

вd

ca

dв

ac
p









  

21. Разрешение конфликта интересов участников рынка 

(бизнесменов) в некоторых случаях можно представить в виде 

графической модели. Например, в случае когда две стороны яв-
ляются участниками рынка с двумя типами товаров (ценностей) 

для облегчения поиска компромиссных решений можно использо-
вать так называемый «ящик Эджворта». 

22. Точка равновесия Курно характеризует ситуацию, когда 

бизнесмены (фирмы) производящие один товар честно выполня-
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ют  имеющиеся между ними соглашения о стратегии предложения 
этого товара на рынке. Если же один из бизнесменов попытается 

нарушить эти соглашения и получить дополнительную прибыль 
увеличив предложение данного товара, то получается ситуация 

характеризуемая первой точкой Стакельберга. Эта ситуация затем 

неминуемо преобразуется в ситуацию острой конкретной борьбы, 
характеризуемую второй точкой Стакельберга, которая невыгодна 

конкурирующим бизнесменам. 
Выход из этой последней ситуации заключается либо в воз-

ращении к точке Курно (то есть игры по правилам), либо в обра-
зовании картеля производителей данного товара. 

 

4.2. Контрольные вопросы 

1. Опишите три основных типа функций полезности. 

2. Сформулируйте основные общие свойства функций по-
лезности. 

3. Дайте графическую интерпретацию «задачи потребите-

ля». 
4. Что такое эффект замещения и эффект дополнения при 

изменении цены на один из товаров? 
5. Напишите уравнение Слуцкого в общем виде и приведите 

соответствующую классификацию товаров. 
6. Что такое эластичность функции? Дайте определение 

единичной эластичности спроса по цене и доходу. 

7. Опишите три основных типа производственных функций. 
8. Дайте определения предельных характеристик производ-

ства и сформулируйте основные свойства производственных 
функций. 

9. Сформулируйте основные определения эластичности 

производственных функций. 
10. Какие производственные функции обладают постоянной 

эластичнотью замещения? 
11. Сформулируйте «задачу фирмы» в общей постановке и 

опишите методы ее решения. 

12. Дайте геометрическую интерпретацию решения задачи 
фирмы. 

13. Сформулируйте задачу оптимизации издержек произ-
водства и опишите методы ее решения. 

14. Опишите паутинообразную модель установления равно-
весной цены. 

15. Опишите конструкцию «ящика Эджворта» и методику 
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применения этой модели. 
16. В чем заключается оптимальность по Парето тех реше-

ний об обмене товарами, которые принимают экономические 
субъекты? 

17. Какие стратегии поведения конкурентов приводят их к 

точке Курно и к точкам Стакельберга? 
 

4.3. Контрольный тест №2 

1.Какой из векторов потребления:  ;2;2;21 A  

 ;1;9;32 A   ;0;32;23 A   1;4;74 A  является наиболее 

предпочтительным для потребителя, функция полезности которо-

го ?321 xxxU   

Варианты ответов: 

а) 1A ;  б) 2A ;  в) 3A ; г) 4A . 

 

2.Проанализируйте следующие высказывания: 
а) Для любой функции полезности в точке спроса 

отношение предельных полезностей товаров равно отно-
шению их цен. 

б) Если  точка ( 21; xx ) является единственной об-

щей точкой бюджетной прямой и одной из линий безраз-
личия, то эта точка является точкой спроса. 

в) Для того, чтобы некоторая точка ( 21; xx ) явля-

лась точкой спроса, необходимо, чтобы она была точкой 
касания бюджетной прямой и какой-либо из линий без-

различия. 
г) Точка спроса – есть точка глобального максимума 

заданной функции полезности. 
Какое из этих высказываний является верным? 

Варианты ответов: 

а)   ;   б)   ;   в)   ;   г)   . 
 

3.Разность 

11

1

1

1

pp

Rв

p

Rв


  представляет собой (для 

неоклассических функций полезности): 

Варианты ответов: 

а) эффект замещения; б) эффект дополнения (дохода); 
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в) приращение потребительского спроса; г) прираще-
ние полезности потребления. 

 
4.Если с увеличением дохода потребителей спрос на дан-

ный товар увеличивается, то этот товар является: 

Варианты ответов: 
а) нормальным;   б) малоценным;  в) товаром Гиффина; г) 

ценным. 
 

5.Формула  
2

1

2 a

a
MRS xx   описывает: 

       а) Закон убывающей нормы взаимного замещения ре-
сурсов; 

б) предельную норму замещения первого ресурса вто-
рым для производственных функций с полным взаимодопол-

нением ресурсов; 
г) предельную норму замещения первого ресурса вто-

рым для производственным функций с полным взаимозаме-

щением ресурсов; 
д) предельную норму замещения первого ресурса вто-

рым для неоклассических производственных функций. 
Варианты ответов: 

а)    ;  б)   ;  в)  ;   г)  . 

 
6.Если у производственной функции Кобба-Дугласа зафик-

сировать объем производства 1yy  , и изобразить в системе ко-

ординат ( ),( LK  кривую соответствующую уравнению 

  1

1 LKAy , то получается кривая, которая называется: 

Варианты ответов: 
а) изокостой;   б) кривой безразличия;   в)кривой спроса;    

г)изоквантой. 
 

7.Какое из следующих утверждений является принципиаль-

но неверным? 
а) Если объем выпуска продукции фирмы определен 

некоторыми обязательствами, то задача фирмы заключается 
в нахождении необходимых для производства количеств ре-

сурсов, при которых издержки производства минимальны. 

б) Если из множества изоквант выбрать такую, что за-
данная изокоста является для нее касательной, то координа-
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ты точки касания указывают необходимые количества ресур-
сов производства для обеспечения оптимального объема вы-

пуска. 
в) Для того чтобы определить оптимальный объем вы-

пуска необходимо найти максимум функции прибыли, пред-

ставляющей собой разность производственной функции и 
функции издержек производства. 

г) Если производственная функция имеет неоклассиче-
ский вид и функция издержек производства является линей-

ной, то задача определения оптимального объема выпуска 
имеет единственное решение. 

Варианты ответов: 

а)    ;  б)   ;  в)  ;   г)  . 
 

8.Два бизнесмена договорились о натуральном обмене 
между собой двумя видами товаров. Ситуация после обмена пред-

ставлена графически в ящике Эджворта. В каком случае можно 

однозначно утверждать, что производственный обмен оказался 
невыгоден одному из них? 

Вариант ответов: 
а) Если точка, характеризующая ситуацию  после обме-

на товарами, не является оптимальной по Парето. 
б) Если точка, характеризующая ситуацию после обме-

на товарами, не принадлежит первоначальной линзе компро-

миссов. 
в) Если для точки, характеризующей ситуацию после 

обмена товарами, невозможно построить линзу компромис-
сов. 

г) Если точка, характеризующая ситуацию после обмена 

товарами, расположена выше диагонали ОО1 ящика Эджвор-
та. 

 
9.В какой точке прибыль одной из двух конкурирующих 

фирм будет наибольшей? 

Варианты ответов: 
а) в точке Курно, б) в первой точке Стакельберга, 

в) во второй точке Стакельберга, г) в случае образования 
Картеля. 

 

10.Даны функции спроса    tptD  6  и предложения 
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 1
2

1
3  tpS . Найдите равновесную цену р. 

Варианты ответов: 

а) 4;   б)  3;   в)  2;   г) 1. 
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ГЛАВА 3. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

МАКРОЭКОНОМИКИ 

§ 1. Балансовые модели и модели экономического 
роста 

В отличие от микроэкономики, которая анализирует пове-

дение и взаимосвязи отдельных, индивидуальных субъектов рын-

ка - потребителей и производителей товаров, макроэкономика 
занимается анализом механизма взаимодействия крупных эконо-

мических образований - отраслей, корпораций и т.п. При этом 
возникают иногда ситуации, когда некоторые понятия микроэко-

номики могут быть перенесены в макроэкономику. Например, 

можно говорить о производственной функции отрасли и даже це-
лой страны, а также о функции спроса населения какой-либо об-

ласти, функции прибыли ТНК и др. Если анализировать деятель-
ность отраслей, на которые условно разделена экономика страны, 

то можно заметить, что каждая отрасль, с одной стороны, являет-

ся производителем какого-либо вида продукции, а с другой - по-
требителем продукции, выпускаемой другими отраслями. Возни-

кает задача расчета связи между отраслями. 
 

1.1. Модель Леонтьева многоотраслевой экономики 

Пусть производственная сфера некоторой корпорации (или 

даже страны) разбита на n отраслей, каждая из которых произ-

водит свой продукт (например: автостроение-автомобили, станко-
строение-станки, оборонная промышленность - военную технику 

и т.д.). 
Для обеспечения производства каждая отрасль использует 

продукцию других отраслей. 

Обозначим: 

i
x  - валовый выпуск i-й отрасли; 

ij
x - объем продукции i-й отрасли, потребляемый j-й отрас-

лью для обеспечения своего валового выпуска; 

i
y  - объем продукции i-й отрасли, предназначенный для 

реализации, т.е. конечный продукт. 
В.В. Леонтьев предложил гипотезу линейности, т.е. просто-

го сложения составляющих объемов: 

iniiii
yxxxx  ...

21
    .,....,1 ni    (1) 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

169 

Если все слагаемые представлены в стоимостном выраже-
нии, то выражения (1) называют соотношениями баланса. 

Кроме того, Леонтьев заметил, что на протяжении значи-

тельного отрезка времени отношения 
jijij

xxa  , практически 

не меняются (гипотеза технологического консерватизма). Сами 

числа 
jijij

xxa   - названы им коэффициентами прямых за-

трат. Соотношения баланса можно теперь записать в виде систе-

мы следующих линейных уравнений: 

























nnnnnnn

nn

nn

yxaxaxax

yxaxaxax

yxaxaxax

...

...

...

2211

,222221212

,112121111

  (2) 

Введем понятия: 

Вектор 























n
x

x

x

x
...

2

1

 - вектор валового выпуска; 

Вектор 



















n
y

y

y ...

1

 - вектор конечного продукта; 

Матрица коэффициентов прямых затрат (технологическая 

матрица): 



















nnn

n

aa

aa

A

.....

.....

1

111

-матрица коэффициентов прямых затрат 

(технологическая матрица) 
Тогда система уравнений (2) может быть записана в крат-

кой матричной форме: 
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.yxAx        (3) 

Тем самым модель Леонтьева сформирована. Ее можно 
использовать для решения следующих двух задач: 

1)Пусть вектор x  - известен. Рассчитать вектор ко-

нечного продукта y . 

2)Пусть задан вектор конечного продукта y . Требуется 

рассчитать вектор валового выпуска отраслей x . 

Определение вектора 
конечного продукта в много-
отраслевой экономике 

Из матричного уравнения (3) следует: 

xAxy  , или   ,xAEy   

где Е - единичная матрица; А - технологическая мат-

рица; x  -вектор валового выпуска. 

Задача 1. Пусть даны вектор валового выпуска и техноло-

гическая матрица: 

.

6,02,02,0

1,03,02,0

01,03,0

  ;

400

200

300


































 Ax  

Найти вектор конечного продукта y . 

Решение. 

  





































































400

200

300

6,02,02,0

1,03,02,0

01,03,0

100

010

001

xAEy

 

.

60

40

190

16040-60-

40-14060-

020-210

400

200

300

4,02,0-2,0-

1,0-7,02,0-

01,0-7,0






































































 

Определение вектора валового выпуска 
Задача определения вектора валового выпуска, если из-

вестна технологическая матрица А и задан вектор конечного про-

дукта y , не всегда имеет решение. 
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Для того чтобы решение существовало, необходимо, чтобы 
выполнялась теорема: 

Теорема: Если сумма элементов матрицы А, стоящих в 

любом столбце (строке) 



n

i

ija
1

1 (причем хотя бы для одного 

столбца (строки) эта сумма меньше 1), и все элементы матрицы 
А неотрицательны, то решение матричного уравнения (3) суще-

ствует (матрица А в этом случае называется продуктивной). 

Вектор валового выпуска в этом случае определяется в виде: 

  ,
1

yAEx 


 

где   1
 AE  - матрица, обратная матрице (Е -А). 

Задача 2. Даны технологическая матрица и вектор ко-
нечного продукта  

.

10

60

40

  ;

20,010,020,0

40,010,010,0

40,035,005,0


































 yA

 
Найдите вектор валового выпуска x . 

Решение. 
1)Очевидно, что матрица А удовлетворяет всем усло-

виям теоремы продуктивности. 
2)Найдем матрицу Е - А. 

  514,0det  ;

8,01,02,0

4,09,01,0

4,035,095,0
























 AEAE

. 

3)Найдем обратную матрицу   1
 AE  

  .

595,1321,0370,0

817,0323,1311,0

973,0623,0323,1

82,0165,019,0

42,068,016,0

5,032,068,0

514,0

11





































AE  

4)Найдем вектор валового выпуска: 
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.

50

100

100

10

60

40

595,1321,0370,0

817,0323,1311,0

973,0623,0323,1



















































x  

 
1.2 Модель Неймана 

Модель Леонтьева, которая позволяет решать задачи пла-
нирования валового выпуска отраслей, все же недостаточно отра-

жает реальные взаимосвязи между отраслями. Главными недо-

статками этой модели являются: 
1)отсутствие динамики, т.е возможности проследить 

взаимодействие отраслей во времени. 
2)предположение о том, что каждая из отраслей произ-

водит только один продукт. 
Более общая модель была предложена Нейманом. В мо-

дели Неймана предполагается, что производится п продуктов 
(товаров) и для этого существует т способов их производства. 

Каждый j -й способ задается вектором затрат 
j

a  и вектором 

выпуска 
j

b  

.
...

  ;
...

2

1

2

1













































nj

j

j

j

nj

j

j

j

b

b

b

b

a

a

a

a  

В результате производство определяется следующими 

матрицами затрат А и выпуска В: 

.

...

...

...

  ;

...

...

...

21

22221

11211

21

22221

11211















































nmnn

m

m

nmnn

m

m

bbb

bbb

bbb

B

aaa

aaa

aaa

A  

Предполагается также, что для реализации любого про-
изводственного процесса необходимы затраты хотя бы одного 

продукта и для каждого продукта существует хотя бы один спо-
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соб его производства. Поэтому и в матрице А, и в матрице 
В в каждой строке и в каждом столбце должен быть хотя бы 

один положительный элемент. 
Для моделирования динамики процесса производства 

функционирование экономики рассматривается на некотором 

конечном промежутке времени, разбитом на единичные отрез-

ки точками: t0 = 0, 1t , t2,...,T. В качестве единицы измерения 

можно выбрать один год или один месяц. Тогда получаем дис-
кретный спектр времен: 0,1,2,...,Т. 

В модели Неймана вводится понятие интенсивности про-

изводственного процесса. Интенсивности задаются вектором 

t
x . Кроме того, вводится вектор цен продуктов (товаров) 

t
p : 

      tptptpp

tx

tx

tx

x
nt

m

t
;.... ;  ;

)(

...

)(

)(
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2

1























  

Функционирование экономики в модели Неймана определя-

ется следующей системой уравнений и неравенств: 





























(4)                                         

(3)                                                   ;

(2)                                          ;

 (1)                                                      ;

1

1

1

1

tttt

tt

tttt

tt

xBpxAp

BpAp

xBpxAp

xBxA

 
В результате производство определяется следующими 

матрицами затрат А и выпуска В: 

.
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






nmnn

m

m
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m
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bbb

bbb

bbb

B

aaa
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aaa

A  

Неравенство (1) указывает, что затраты продуктов на 

производство 
t

xA   в момент времени t не могут превышать 
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выпуска продуктов в предшествующий период 
1


t

xB  

Неравенство (3) указывает, что в данной модели вся со-

вокупная «выручка» Bp
t
 , полученная в момент t, не превыша-

ет «издержек» Ap
t


1
,  которые были в предшествующий мо-

мент t - 1. Это условие неприбыльности в модели Неймана яв-

ляется условием равновесия. Другие условия равновесия пред-

ставлены уравнениями (2) и (4). Уравнение (2) показывает, что 
объем денежной массы в модели Неймана является постоян-

ным, а уравнение (4) говорит о том, что вся эта денежная масса 
постоянно находится в обращении. 

Модель, представленная условиями (1-4), разумеется, явля-
ется неполной и не отражает многие реальные макроэкономи-

ческие процессы. В частности, эта модель не отражает непроиз-

водственное потребление, накопление, инфляцию, проблемы 
занятости и т.д. 

Заметим также, что, например, трудовые ресурсы не могут 
являться продуктом какого-либо производственного процес-

са и должны иметь особый статус. В какой-то мере некоторые 

недостатки модели, описанной условиями (1-4), могут быть 
устранены за счет введения дополнительных параметров. На-

пример, можно ввести дополнительный вектор трудовых за-

трат L =(L1,L2,...,Ln). В некоторых исследованиях экономистов, 

применяющих модель Неймана, вводятся дополнительно и дру-
гие конкретизации и обобщения. Подробнее об этом можно 

узнать из [2; 4]. 

Модель Неймана позволяет описать сбалансированный 
экономический рост. Для этого вводится специальный параметр 

, который называется показателем роста. 
Предполагается, что вектор интенсивностей 

  ,0   ,1
1





tt

tx     (4) 

одновременно возрастает по всему спектру производствен-

ных процессов (1,2,...,m). 
Кроме того, вводится параметр r, который называют 

обычно нормой процента. Предполагается, что вектор цен 

,0  ,
1

1 


  r
r

p
p t

t
     (5) 

одновременно снижается по всему спектру производи-

мых продуктов (1,2,...,n). 
С помощью введенных параметров условия, опреде-
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ляющие модель Неймана, можно записать в так называемой 
стационарной форме: 

 

 

 

 



















,1

;1

;1

;1

ttt

t

ttt

tt

yBpxApr

BpApr

xBpxAp

xBxA





 

где .0  ,0  r  

Экономика, описываемая этой моделью, развивается по 
траектории равновесного динамического роста. Однако при 

определенных значениях 
*   и 

*rr   может достигаться 

максимальный темп такого роста. Определяемый в этих услови-

ях оптимальный вектор интенсивностей производственных 
процессов называют «лучом Неймана». 

Общая теория оптимальных магистральных траекторий 

развития экономики, которая опирается на обобщенную модель 
Неймана, достаточно сложна (см. [4]). 

Большинство частных задач практического характера, 
возникающих в рамках этой теории, имеет вид задач линейно-

го программирования. 
Задача 3. Даны матрица затрат А и матрица выпуска В. 

Вектор цен в данный момент времени 1tt   также задан: 

 4;1
1


t
p . Выпуск продукции в предшествующий период 

известен: 












20

10
11t

xB  Найти оптимальный вектор интенсивно-

стей ,
1t

x  при котором стоимость выпущенной продукции в 

данном периоде 
1

t  будет максимальной, если: 

.
124

44
  ;

102

24

















 BA  

Решение. 
Для решения задачи необходимо найти максимум  
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    ,522020;52
124

44
4;1

21

2

1

2

1

1
xx

x

x

x

x
xBp

tt


























  

при условии выполнения основного неравенства модели 

Неймана. 


















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
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
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Данная задача представляет собой типичную задачу ли-
нейного программирования с целевой функцией 

.max2520
21
 xx  

Изобразим область допустимых значений (рис. 1). 

Целевой вектор  2,5;21,0 n  указывает, что 

наибольшее значение целевой функции достигается в точке 

М. 

 
Рис. 1. Графическое решение задачи 3 
 

Координаты точки М найдем, решив систему: 
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Ответ: .
3

5
;

3

5
1











t
x  

 

1.3 Модель Солоу 

Основными предпосылками экономического роста в модели 

Неймана являлись: 1) постоянное увеличение компонент векто-

ра интенсивностей производственных процессов 
t

x ; 2) постоян-

ное снижение компонент вектора цен 
t

p  на производимую про-

дукцию. В условиях дополнительных ограничений (явно не ры-

ночного характера), таких как отсутствие накопления и полное 
инвестирование всей денежной массы и всех ресурсов в произ-

водство, постоянный объем денежной массы - экономический 
рост по Нейману - должен происходить по линейной траекто-

рии. Однако вывод о линейности и постоянстве прираще-

ния объемов производства явно противоречит получаемым на 
практике данным. Для того чтобы теоретическая траектория 

экономического роста была нелинейной, приходится оказаться 
от весьма привлекательной гипотезы линейности и предполо-

жить, что производство продукции описывается нелинейной 

производственной функцией от ресурсов. В этом случае сама 
модель должна быть существенно иной. Одна из наиболее про-

стых нелинейных моделей экономики была предложена Солоу. 
Модель Солоу сводит функционирование экономики к 

взаимодействию между следующими пятью переменными: Y(t) - 
конечный универсальный продукт; L(t) - наличные трудовые 

ресурсы; K(t) - производственные фонды (капитал); I(t) - инве-

стиции в производство; C(t) - объем непроизводственного по-
требления. 

Модель Солоу задается следующей системой уравнений: 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Естественные науки 

 
 

178 

 

 

 
    






















.  ,

;

;;

;1

0

0

KOKtKYp
dt

tdK

eLL

LKFY

IYYрС

rt



  (6) 

Из первого уравнения следует, что конечный продукт Y 
полностью используется на непроизводственное потребление С и 
инвестиции в производство I, так как Y = С + I. Причем I = 
pY, где р - норма инвестиций (0 < р < 1). Второе уравнение - это 

производственная функция (возможно, функция Кобба-Дугласа). 
Третье уравнение описывает прирост трудовых ресурсов 

(оно хорошо известно в демографическом анализе). 
Четвертое уравнение показывает, что приращение фондов 

пропорционально приращению инвестиций в производство I = pY, 

с учетом естественного выбытия фондов - Kt, где 0  - ко-

эффициент износа фондов в расчете на единицу времени 
(например, 1 год). 

Заметим, что в модели Солоу экономика рассматривается 
как единое целое (без отраслей и сегментов). 

В этой экономике производится некий универсальный 
продукт (возможно, деньги?), который потребляется как в не-

производственной сфере, так и в производственной. 

Конечно, это упрощение реальной ситуации, однако некото-
рые макроэкономические аспекты эта модель отражает доста-

точно точно и помогает выяснить механизм взаимозависимости 
между перечисленными выше переменными. 

Сформулированная в виде условий (6) модель может быть 

дополнена и конкретизирована в зависимости от той задачи, ко-
торая ставится перед нею исследователем. 

Мы ограничимся выяснением, при каком условии будет 
иметь место экономический рост и какую форму будет иметь тра-

ектория этого роста. 
Для этого введем лишь одну конкретизацию. Допустим, что 

производственная функция в модели Солоу представляет собой 

известную функцию Кобба-Дугласа: 

 .10   1   aa LKAY    (7) 

Учитывая третье уравнение в условиях модели Солоу, 

т.е. что 
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,
0

rteLL   

получаем: 
 artaa eLAKY   11

0
    (8) 

Тогда четвертое уравнение в условиях Солоу примет вид: 

  .11

0

aarta KepALK
dt

dK
     (9) 

Уравнение (9) представляет собой дифференциальное 

уравнение 1-го порядка Бернулли. Решая его, получим, что 
rteLKtK 

01
)(      (10) 

Подставляя (10) в уравнение (8) найдем функцию, описы-

вающую изменение объема производства в модели Солоу: 

.)(
01

rta eLAKtY       (11) 

Постоянная К1 в уравнениях (10) и (11) экономически ин-

терпретируется как «фондовооруженность» и определяется как 

отношение K(t)  L(t) = К1. Если величина К1 - постоянна, то гово-

рят, что «экономика развивается по стандартной траектории», 
определяемой уравнениями (10) и (11). 

Согласно уравнению (11) объем производства увеличивает-
ся по экспоненциальному закону пропорционально росту трудо-

вых ресурсов. Несложно доказать, что и все остальные макроэко-

номические переменные в модели Солоу растут также пропорцио-
нально трудовым ресурсам. Таким образом, траектория эконо-

мического роста в данной модели нелинейна и выражается экспо-
нентой. Заметим также, что экономический рост в модели Солоу 

может определяться и увеличением коэффициента А, который в 

функции Кобба-Дугласа характеризует интенсивность производ-
ственного процесса. 

 
1.4. Задачи для самостоятельного решения 

1)По заданной технологической матрице А составить мате-
матическую модель Леонтьева баланса доходов отрасли. 

2)Проверить технологическую матрицу на продуктивность и 

рассчитать матрицу полных материальных затрат отраслей 

  1
 AEB . 

3)Найти вектор валового выпуска x , зная вектор конечного 

продукта y . 

Варианты: 
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Решение варианта № 11 дано в п. 1.1. 
 

§ 2. Модели общего макроэкономического равнове-
сия 

2.1. Модели конкурентного равновесия Вальраса и  

Эрроу—Дебре 

Известно, что рыночная экономика обладает механизмами 

само-регулирования, важнейшим из которых является меха-
низм конкуренции. В результате индивидуальных действий много-

численных участников рынка, конкурирующих друг с другом, мо-

гут возникать и поддерживаться какое-то время так называе-
мые «равновесные состояния». Подобные ситуации частично 

описаны в гл. 2, § 3. 
Первая попытка формирования общей математической 

модели конкурентного равновесия принадлежит Вальрасу. В 
модели Вальраса рассматривается экономика с l потребителями, 

т производителями, п типами товаров. Товарами в этой модели 

считаются как потребительские товары, так и ресурсы произ-
водства; n-мерному множеству (пространству) товаров Rn соот-

ветствует n-мерный вектор их цен p  =(р1,р2,...,рп). Компоненты 

вектора цен могут быть различными (но не отрицательными). 
Множество всех возможных векторов цен называется простран-

ством цен и обозначается Р. 
Каждый потребитель характеризуется своим вектором 
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(функцией) спроса  pDx
ii

 , доходом  pK
i

 и начальным 

запасом товаров 
ni

Rb  , где 
n

R  - пространство товаров. 

Каждый производитель характеризуется своим вектором 

затрат-выпуска  
nk

yyyy ,...,
21

  Положительные компоненты 

этого вектора представляют собой количество выпускаемого про-

изводителем товара данного типа, а отрицательные - коли-
чество затрачиваемого ресурса данного типа. 

Скалярное произведение векторов 
k

yp   в этом случае 

представляет собой прибыль k -го производителя. 

Функцией совокупного спроса (потребителей) называет-

ся функция 

  



l

i
i

xpD
1

.  

Функцией совокупного предложения (потребителей и 

производителей) называется функция 

   
 


l

i

m

k
ki

ybpS
1 1

. 

Набор допустимых векторов 

(
***

2

*

1

**

2

*

1
,,...,,,,...,, pyyyxxx

ml
) задает конкурентное равнове-

сие в модели Вальраса, если выполняются условия: 















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 



 

  

 

  

l

i
i

m

k

l

i
ik

m

k

l

i

l

i
iik

xpbyp

xby

1

**

1 1

**

1 1 1

**

.

;

 

Вектор 
*p  называется равновесным вектором цен. 

Первое условие следует понимать в том смысле, что век-

тор-функция совокупного спроса покомпонентно не превосхо-
дит вектор-функцию совокупного предложения. 

Второе условие означает, что стоимость совокупного спро-
са равна стоимости совокупного предложения. 

Можно теоретически доказать существование конкурент-

ного равновесия в модели Вальраса, если потребовать, чтобы 
дополнительно выполнялось несколько условий, важнейшими 

из которых являются следующие: 
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1) задача определения оптимального вектора по-

требления 
*

ix имеет единственное решение для каждого 

потребителя; 
2) каждый потребитель обладает положительной 

начальной собственностью, т.е.  ;,...,2,1  0 lib
i

  

3) задача определения оптимального векто-

ра затрат-выпуска 
*

k
y  имеет единственное решение 

для каждого производи теля. 

Модель Вальраса, с включением в нее этих дополнительных 
условий, называют иногда моделью Эрроу-Дебре, а теорему, в 

которой доказывается существование конкурентного равнове-

сия, - теоремой Эрроу-Дебре. Доказательство этой довольно 
сложной теоремы можно найти в [4]. 

Модели Вальраса и Эрроу-Дебре не могут, однако, претен-
довать на описание всех особенностей функционирования ры-

ночной экономики. Дело в том, что в современной рыночной 

экономике наряду с рынком товаров функционируют также ры-
нок рабочей силы и финансовый (фондовый) рынок, которые 

тесно взаимодействуют друг с другом. Поэтому проблема общего 
(глобального) рыночного равновесия оказывается более слож-

ной. 
 

2.2. Классическая модель общего рыночного равновесия 

Классическая модель, которая сформировалась благодаря 
работам экономистов конца XIX - начала XX в., представляет 

собой систему из трех взаимосвязанных моделей: модели рынка 
товаров, модели рынка рабочей силы и модели рынка денег 

(фондов). Таким образом, важнейшие ресурсы производства -

рабочая сила и фонды (капитал) - получают в этой модели осо-
бый статус, в отличие от моделей Вальраса и Эрроу-Дебре, где 

эти ресурсы, по сути, включались в список товаров. Другое от-
личие классической модели заключается в том, что эта модель 

одно-продуктовая, т.е. предполагается, что экономика произво-
дит некий обобщенный продукт, который затем распределяется 

по рыночным законам спроса и предложения. 

Детально этот механизм в данной модели не описывает-
ся. 

Классическая модель оперирует со следующими основ-
ными макроэкономическими показателями: 

Y - валовый внутренний продукт (объем производства); 
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р - цена одной единицы обобщенного продукта; 
w - ставка заработной платы; 

r - ставка (норма) процента за кредиты; 
L - объем рабочей силы; 

К - объем фондов (капитал). 

Перейдем к описанию моделей рынков, составляющих 
классическую модель. 

1. Рынок рабочей силы. 
Пусть Y = F(K;L) - макроэкономическая производственная 

функция, удовлетворяющая обычным условиям, налагаемым на 
функции подобного рода (см. гл. 2, § 2). 

Тогда функцию прибыли можно записать в виде: 

П = р F(K,L)-wL 
Найдем: 

pL

F
p

L

П 
 















L

F
  :или  0  

Отношение 
p


 интерпретируется как реальная заработная 

плата. Продифференцируем последнее равенство по 
p


: 

.1
2

2




















p

L

L

F


 

Так как 0
2

2






L

F
 (это следует из общих свойств производствен-

ных функций), то 
D

L

p

L






)(


 также меньше нуля. То есть 

спрос на рабочую силу LD снижается при росте реальной зара-

ботной платы. С другой стороны, очевидно и следующее утвер-

ждение: чем больше реальная заработная плата, тем больше 
предложение рабочей силы Ls. 

Пересечение линий спроса и предложения рабочей силы 
определяет в классической модели равновесные значения ре-
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альной зарплаты 

0










p


 и занятости L0 на рынке рабочей силы 

(рис. 2). 

 
Рис. 2. Определение равно-

весных значений реальной зарпла-
ты и занятости на рынке рабочей си-
лы 

Конкретные уравнения этих линий могут быть найдены в 

результате эконометрического анализа с использованием кон-
кретных статистических данных. 

2. Рынок товаров. 
В классической модели предполагается, что реальная 

занятость (например, L0) определяет объем производимой про-

дукции Y = F(K;L0), так как производственные фонды (капитал) 
в меньшей степени подвержены резким изменениям. Поэтому 

предложение производимого экономикой продукта на рынке то-
варов определяется величиной (Ys)0 = F(K;L0). 

Спрос на продукт определяется как сумма спроса на по-

требительские товары и инвестиционные товары (акции) 
YD=C(r) + I(r), 
где r - норма (ставка) процента на рынке денег; С(r) - 

функция спроса на потребительские товары; I(r) - функция спроса 

на инвестиционные товары. 

Обе эти функции убывают с ростом r, так как при увеличе-
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нии ставки процента r увеличивается интерес к операциям на 
рынке денег, а не на рынке товаров. 

Если исходить из предположения, что спрос на рынке това-
ров YD равен предложению (YS)0. то получаем уравнение, из ко-

торого, зная равновесное значение L0, можно найти равновесное 

значение ставки процента r0: 

     .,
000

rYrCLKF   

Конкретные аналитические выражения для функций 
С(r), Y(r) определяются на основе анализа статистических дан-

ных. 

3. Рынок денег. 
В классической модели спрос на деньги MD зависит от 

объема произведенного продукта Y в его денежном выраже-
нии: 

,pYkM
D

  

где р - цена единицы продукта; k - коэффициент про-
порциональности. 

Предложение денег MS - предполагается постоянной ве-
личиной. Условие равенства спроса и предложения денег вы-

полняется, если  
00

pYkMM
DS

 . Учитывая, что рав-

новесное значение объема выпуска определено на рынке то-
варов в виде Y0 = F(K, L0), из условия равенства 

00
pYkM

S
  можно найти равновесную цену: 

 
.

,
0

0
LKFk

M
p S


  

Таким образом, все три рынка оказываются взаимосвязан-
ными. Каждый из них характеризуется своими функциями 

спроса и предложения и своими точками равновесия. Если на-
рушается равновесие на одном из рынков, то все три рынка 

оказываются в состоянии динамического неравновесия. В ре-

зультате действия внутренних механизмов саморегулирования 
или под действием директивных внешних (возможно, государ-

ственных) целенаправленных изменений экономических пока-
зателей экономика может перейти в новое равновесное состоя-

ние. Это состояние будет характеризоваться другими равновес-

ными значениями основных макроэкономических показателей 

.,,,
0000

prYL  
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2.3. Модель Кейнса 

Экономический кризис 1929-1933 гг., поразивший большин-

ство развитых стран с рыночной экономикой, показал суще-
ственные недостатки классической модели. На основе анализа 

статистических данных Дж. Кейнсу удалось доказать, что полная 

занятость в рыночной экономике может возникнуть только слу-
чайно. Дело в том, что производители не могут продать 

столько, сколько они хотят, но производят и продают только в 
объеме спроса. На практике объем фактического производ-

ства Y* меньше потенциально возможного (равновесного) объ-
ема Y0. 

Поэтому реальный спрос на рабочую силу L* определяется 

не величиной Y0, а величиной Y*. 
Другой особенностью подхода Кейнса является суще-

ственно иное определение равновесного совокупного спроса Y0. 
Известно, что функция спроса на обобщенный продукт эконо-

мики в самом общем виде имеет вид: 

nD
XGICY   

где С = а + bY - функция спроса на потребительские това-

ры; I - функция спроса на инвестиционные товары; G - госу-
дарственные расходы; Хп - экспорт. 

Функция совокупного предложения продукта YS в моде-

ли Кейнса определяется производственной функцией. Равно-
весное значение объема выпуска Y0 можно найти из равен-

ства YS = YD, т.е.: 

.
1

,

0

00

b

XGIa
Y

XGIbYaY

n

n








 

Графическое определение равновесного значения объема 

выпуска можно изобразить в форме так называемого «креста 

Кейнса» (рис. 3). 
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Рис. 3. Определение равновесного 

объема выпуска (кейнсианский крест) 
Спрос на деньги в модели Кейнса описывает функция 

 rqLYpkM
DD

 , 

где р - цена единицы продукта; Lq(r) - спрос на облига-

ции, зависящий от ставки процента r и количества занятых в про-

изводстве L; k - коэффициент пропорциональности. 
Предложение денег MS, как и в классической модели, счита-

ется заданной величиной. 
Из условия равенства спроса и предложения MS=MD, 

или  rqLYpkM
DS

 , можно при заданном значении YD 

= Y0 определить равновесное значение ставки процента r = r0, и 
наоборот. Для этого необходимо иметь аналитическое выраже-

ние функции q(r). 
Приближенный вид этой функции, который обычно исполь-

зуется в модели Кейнса, следующий: 

q(r)=hr, 
где h - коэффициент пропорциональности. 

Если равновесие на рынке товаров и на рынке денег до-
стигнуто и найдены равновесные значения Y0, r0, то можно 

определить соответствующую потребность в рабочей силе L0 из 
производственной функции Y0 = F(K,L0). Как уже отмечалось 

выше, это значение только случайно может совпасть с равно-
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весным значением L*, получаемым в результате пересечения 
кривой предложения рабочей силы и кривой спроса на рабо-

чую силу. Практически всегда в рыночной экономике имеется 
безработица, определяемая разностью L* - L0. 

Для снижения уровня безработицы требуется изменить 

каким-то образом один из равновесных макроэкономических по-
казателей. Кейнс считал, что необходимо принять меры  для 

увеличения спроса на товары путем снижения процентной ставки 
r. Однако в начале 1970-х гг. М. Фридменом рекомендации Кейнса 

были подвергнуты серьезной критике. Обоснованный Фридменом 
«монетаристский» подход заключается в том, что основной спо-

соб регулирования экономики состоит в контроле количества 

денежной массы MS. 
Монетаристы считают, что увеличение предложения денег 

приводит к росту цен и увеличению инфляции. Объем произ-
водства слабо зависит от MS. 

Для современного макроэкономического анализа характе-

рен критический подход к такого рода однозначным рекомен-
дациям. В определенных условиях экономика функционирует в 

соответствии с моделью Кейнса, в других - в соответствии с 
классической моделью. 

В случае высокой инфляции наиболее разумным оказы-
вается монетаристский подход. Если уровень инфляции невы-

сок, то следует придерживаться рекомендаций Кейнса. 

 

§ 3. Проблемы верификации макроэкономических 
моделей и теорий 

3.1. Проблема нефальсифицируемости 

При оценке «качества» математических моделей макро-

экономики, т.е. соответствия их экономической реальности, объ-
ективный исследователь обычно сталкивается с двумя следующи-

ми проблемами: 
1) проблема принципиальной нефальсифициру-

емости рассматриваемой модели; 

2) проблема учета возможных изменений в эко-
номической политике, которые в данной модели не 

предусмотрены. 
Первая проблема - методологическая. Принцип фальсифи-

цируемости заключается в том, что любая научная теория (мо-

дель) должна содержать условия, при которых она сама при-
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знает себя ложной. К сожалению, большинство макроэкономи-
ческих моделей пренебрегает этим принципом. Более того, мно-

гие частные экономические теории и модели не дают даже воз-
можностей для их верификации, т.е. проверки на практике. 

Например, известно следующее уравнение (модель), которое 

предлагается некоторыми экономистами для определения ожи-
даемого уровня инфляции [1]: 




...1,02,04,0
321

ППППе σ  (12) 

где П-1 - уровень инфляции прошлого года; П-2- уровень 

инфляции двухгодичной давности и т.д.; σ - показатель эффек-

тивности внешних регулирующих воздействий на инфляцию. 
При этом не указана точная процедура определения показа-

теля σ. Поэтому все недостатки модели (12) можно объяснить 
несовершенством методики расчета σ. Нет указания, в каких слу-

чаях следует отвергнуть саму модель (12) и попытаться по-

добрать другую, более приемлемую. 
Пренебрежение принципом фальсифицируемости обыч-

но приводит к неблагоприятным последствиям. Содержание 
науки оказывается «перегруженным» нефальсифицируемыми 

частными теориями и моделями, так как нет оснований отверг-
нуть ни одну из них, даже в случае, когда они напрямую проти-

воречат друг другу. Известный американский экономист Мак-

Клоски дает следующую оценку современному состоянию эко-
номической теории [10]: 

«Большую часть того, что мы привыкли называть "теори-
ей", на самом деле лучше трактовать как риторику, то есть 

как драматическое средство, призванное убеждать других лиц 

или производить на них впечатление». 
Выход из создавшегося положения заключается в развитии 

экспериментальных методов в экономике. Свидетельством того, 
что экспериментальные и эконометрические методы призна-

ны в настоящее время наиболее перспективным направлением, 
является присуждение Нобелевских премий в 2000-2003 гг. 

исследователям, работающим именно в этой области: Дж. Хек-

ману, Д. Мак-Фаддену, Р. Энглу и др. 
 

3.2. Проблема учета изменений в экономической  
политике 

Макроэкономические модели обычно содержат так называе-

мые внешние факторы: ставка процента за кредит, объем де-
нежной массы, госрасходы и др. Последствия, вызываемые вне-
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запным и произвольным изменением этих факторов, не в состо-
янии удовлетворительно прогнозировать ни одна из известных 

макроэкономических моделей. 
В качестве примера рассмотрим статистические данные, 

описывающие динамику темпов роста ВВП в США во второй по-

ловине XX века. В следующей таблице представлены данные, 
соответствующие тем периодам времени, когда президентами 

США были представители республиканской партии [1]. 

Президент Годы правления и темпы роста ВВП, % 

 1-й 2-й 3-й 4-й 

Эйзенхауэр 4,0 -1,3 5,6 2,1 

Эйзенхауэр 1,7 -0,8 5,8 2,2 

Никсон 2,4 -0,3 2,8 5,0 

Никсон/Форд 5,2 -0,5 -
1,3 

4,9 

Рейган 1,9 -2,5 3,6 6,8 

Рейган 3,4 2,8 3,4 3,9 

Среднее значе-
ние 

3,1 -0,4 3,3 4,1 

Несложно заметить, что на каждый второй год правления 
президента-республиканца приходится спад производства. 

Это объясняется тем, что команда экономистов-республиканцев 
считает приоритетной задачу снижения уровня инфляции и 

сразу же после прихода к власти принимает антиинфляционные 
меры. Эти меры отрицательно сказываются на уровне занятости 

населения и темпах роста ВВП. «Одумавшись», республиканцы 

пытаются снизить уровень безработицы, так как иначе в год 
выборов их партия может проиграть демократам. В результа-

те к четвертому году уровень безработицы снижается, ВВП 
растет и экономические перспективы кажутся вполне сносны-

ми для среднего американца. Правда, уровень инфляции снова 

довольно высок, но все уверены, что если президент-
республиканец будет избран на очередной четырехлетний срок, 

то борьба с инфляцией возобновится с новой силой. 
Изменения в экономической политике США, обусловлен-

ные тем, сколько лет прошло и сколько лет осталось до оче-
редных президентских выборов, безусловно отражаются на со-

стоянии мировой экономики, поскольку США - крупнейшая ми-

ровая держава. Возникает вопрос: каким образом можно учесть 
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эти периодические колебания в макроэкономических моделях 
динамического равновесия? Казалось бы, для этого можно вве-

сти дополнительную искусственную переменную с четырехлет-
ним периодом, особым образом задать функцию ее изменения. С 

точки зрения математики - это возможно. Однако рассмотрим 

теперь таблицу, описывающую темпы роста ВВП в США в годы 
правления президентов-демократов: 

 

Президент 
Годы правления и темпы роста ВВП, 

% 
1-

й 
2-й 3-й 4-й 

Трумэн 0,
0 

8,5 10,3 3,9 

Кеннеди/Джонсон 2,
6 

5,3 4,1 5,3 

Джонсон 5,

8 

5,8 2,9 4,1 

Картер 4,

7 

5,3 2,5 -0,2 

Среднее значение 3,

3 

6,2 5,0 3,3 

Из этой таблицы следует, что на каждый второй год 

правления демократов приходится период роста ВВП и, как след-
ствие, снижение безработицы. Это стимулирует инфляцию, демо-

краты начинают борьбу с инфляцией, и в результате к концу 
четырехлетнего цикла приходят в среднем к таким же темпам 

роста ВВП, что и республиканцы (т.е. 3-4% в год). 

Поскольку экономическая политика демократов в тече-
ние четырехлетнего цикла отличается от политики республи-

канцев, то искусственную переменную, которую мы предполагали 
ввести в гипотетическую макроэкономическую модель мировой 

экономики, следует снабдить существенно иной функцией ее из-

менения во времени, но с тем же четырехлетним периодом. Воз-
можно ли это? Возможно. Но как предугадать, какая партия 

придет к власти в США в очередное четырехлетие? Кто из рос-
сийских политиков придет к власти на будущих выборах и ка-

кую экономическую политику будет проводить? Какие военные 
конфликты и какие природные катаклизмы, вызывающие уве-

личение госрасходов, произойдут в ближайшие годы? 

Предугадать это невозможно, следовательно, невозмож-
но, например, построить математическую модель развития эко-

номики России в ближайшие 5-7 лет. Тем не менее возможно-
сти для моделирования некоторых экономических и политиче-

ских ситуаций все же имеются. Одна из таких возможностей - 

агентное моделирование, которое заключается в попытке ими-
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тации реальной ситуации с участием реальных и искусственных 
агентов [10]. Для предварительного обучения искусственных 

агентов применяются методы, разработанные в области искус-
ственного интеллекта. Для обучения реальных агентов (людей) 

- метод аналогичных теоретико-игровых ситуаций. Исследова-

ния в этом направлении продолжаются. 
 

§ 4. Основные результаты, контрольные вопросы и 
тесты. 

4.1. Основные результаты и выводы. 

1.Балансовые модели многоотраслевой экономики модели-
руют межотраслевые связи и объясняют почему компоненты век-

тора конечного продукта y  меньше компонент вектора валового 

выпуска x . В статической модели Леонтьева они связаны между 

собой с помощью матричного уравнения 

,yxAx 
 

где А – технологическая матрица 

Если матрица А продуктивна (см. теорему в п. 1.1.), то за-

дача определения компонент вектора x  из матричного уравне-

ния Леонтьева решается однозначно: 

  .
1

yAEx 


 

2.Модель Неймана описывает динамическое функциониро-
вание экономики в которой производится n видов в товаров и для 

этого существует m способов производства. Эта модель опреде-
ляется следующий системой матричных уравнений и неравенств: 


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где: A – матрица затрат, В – матрица выпуска, tP  - вектор 

цен, tx  - вектор интенсивностей производственных процессов. 

(Компоненты tP  и tx  зависят от времени t  и являются неотрица-

тельными). 
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Модель Неймана определяет условия сохранения состояния 
динамического равновесия в экономике характеризуемой непри-

быльностью ( BPAP
tt


1
) и постоянным объемом денежной 

массы. 

3.В модель Неймана можно ввести дополнительно два па-

раметра   - показатель роста и r  - норма процента с помощью 

формул: 

 

.0  ,
1

,0  ,1

1

1












r
r

P
P

xx

t

t

tt


 

В этом случае модель Неймана позволяет описать «равно-

весный экономический рост». 

4.Модель Солоу описывает динамическое функционирова-
ние экономики, в которой производится один универсальный про-

дукт. Эту модель определяет следующая система уравнений: 

 

 
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где:  tY  - конечный продукт; L (t) – трудовые ресурсы; 

K(t) – производственные фонды; I(t) – инвести-

ции в  производство; C(t)- непроизводственное потреб-
ление; p – норма инвестиций (0<p<1). 

5.Модель Солоу описывает равновесный экономический 
рост в однопродуктовой экономике, который развивается по не-

линейной траектории (по экспоненте) в результате естественного 

прироста трудовых ресурсов. 
6.Модель Вальраса представляет собой попытку описать 

конкурентное рыночное равновесие в экономике, имеющей l по-
требителей, m производителей и n типов товаров. При условии, 

что вектор – функция совокупного спроса покомпонентного не 
превосходит вектор – функцию совокупного предложения, кото-

рое задано в модели Вальраса, существование такого равновесно-

го состояния, доказать невозможно. Необходимы дополнительные 
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условия, которые формулируются в теореме Эрроу - Дебре (см. п. 
2.1.). 

7.Классическая модель общего рыночного равновесия пред-
ставляет собой систему из трех взаимосвязанных между собой 

моделей: модели рынка товаров, модели рынка рабочей силы и 

модели рынка денег. Равновесные значения на всех трех рынках 
определяются исходя из соотношений между спросом и предло-

жением. 
8.Классическая модель описывает экономику в которой дей-

ствует механизм совершенной конкуренции и нет безработицы. С 
помощью этой модели невозможно описать процесс возвращения 

к новому состоянию равновесия, если это состояние было нару-

шено на одном из трех моделируемых рынков. 
9.Модель Кейнса подобна классической модели. Основные 

отличия заключаются в следующем: 
а) Равновесное значение объема выпускаемой продукции на 

рынке товаров определяется с помощью «креста Кейнса» при 

условии равенства планируемого спроса и фактического предло-
жения. 

б) Равновесие на рынке рабочей силы может быть достиг-
нуто только при условии равновесия на рынке товаров. При этом 

спрос на рабочую силу определяется фактически востребованным 
количеством товаров (фактическим спросом на рынке товаров). 

10. Основной недостаток модели Кейнса, по мнению моне-

таристов, (М. Фридман и др.) заключается в недооценке влияния 
рынка денег. Монетаристы считают, что главным фактором, вли-

яющим на основные макроэкономические показатели, является 

величина  SM  - предложение денег. При этом, увеличение SM  

не всегда автоматически проводит к увеличению объема произ-

водства, как это следует из модели Кейнса, но увеличивает ин-

фляцию и способствует росту цен. 
11. Одной из проблем, затрудняющей дальнейшее развитие 

макроэкономики, является перегруженность ее содержания не-
фальсифицируемыми частными теориями и моделями (в том чис-

ле математическими). Эту проблему, а также проблему непред-

сказуемых изменений в экономической политике, можно решить, 
развивая новые экспериментальные и эконометрические методы и 

совершенствуя на их основе методику принятия управленческих 
решений в области экономической политики. 
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4.2. Контрольные вопросы. 

1. Какой вид имеет основное матричное уравнение модели 

Леонтьева? 
2. Какие две основные задачи межотраслевого баланса ре-

шаются с помощью модели Леонтьева? 

3. Напишите систему уравнений и неравенств, определяю-
щих модель Неймана, и дайте их экономическую интерпретацию. 

4. Что такое «луч Неймана»? 
5. Назовите пять основных экономических переменных в 

модели Солоу. 
6. Сформулируйте модель Вальраса. 

7. Каковы основные условия рыночного равновесия в моде-

ли Вальраса? 
8.Назовите основные переменные классической модели ры-

ночного равновесия. Какие из них можно назвать экзогенными? 
9.Пользуясь классической моделью, оцените, как изменится 

спрос на рабочую силу, если цена одной единицы обобщенного 

продукта уменьшится, а ставка заработной платы останется неиз-
менной? 

10. Напишите общую формулу, которая определяет спрос 

DY  на рынке товаров в классической модели. 

11. Напишите общую формулу для определения спроса DY  

на рынке товаров в модели Кейнса. 
12. Как с помощью «креста Кейнса» определяется равновес-

ное значение объема выпуска DY ? 

13. Пользуясь моделью Кейнса, оцените, как изменится 

спрос на деньги DM , если увеличить ставку процента r ? 

14. Как оценивается величина безработицы в модели Кейн-
са? 

15. В чем заключаются особенности «монетаристского под-
хода»? 

16. Приведите примеры нефальсифицируемых положений в 

экономике. 
17. Приведите примеры, доказывающие непредсказуемость 

экономической политики в долгосрочной перспективе. 
 

4.3.Контрольный тест №3. 

1) Модель Леонтьева задана матричным уравнением 

,yxAx   где: 
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 yA  

Можно ли решить задачу нахождения вектора валового вы-

пуска x ? 

Варианты ответов: 
а) нет, так как сумма элементов последнего столбца матри-

цы А равна 1; 
б) нет, так как для заданной матрицы А невозможно найти 

обратную матрицу; 

в) нет, так как сумма элементов второй строки матрицы А 
больше 1; 

г) нет, так как сумма элементов первой строки матрицы А 
меньше 0.5. 

 

2)В каком случае экономика, описываемая моделью Нейма-
на, имеет динамический рост? 

Варианты ответов: 

а) если норма процента 0r ; 

б) если выручка BPt   не превышает издержек APt 1 ; 

в) если объем денежной массы увеличивается; 

г) если параметр   в модели Неймана положителен. 

 
3. Изменение какого параметра в наибольшей степе-

ни влияет на темп экономического роста в экономике, описывае-
мой моделью Солоу? 

Варианты ответов: 

а) нормы инвестиций p ; 

б) параметра r , определяющего рост трудовых ресурсов; 

в) параметра 
1

K , характеризующего «фондовооружен-

ность»; 

    г) параметра A , характеризующего интенсивность произ-
водственного процесса. 

 
4. Какое из перечисленных ниже условий не является необ-

ходимым для доказательства существования конкурентного рав-

новесия в экономике, описываемой моделью Вальраса? 
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Варианты ответов: 
а) постоянный объем денежной массы; 

б) равенство стоимости совокупного спроса и  стоимо-
сти совокупного предложения; 

в) вектор – функция совокупного спроса покомпонентно 

не превосходит вектор-функцию совокупного предложения; 
г) каждый из потребителей должен обладать положи-

тельной начальной собственностью. 
 

5. В экономике, которую описывает классическая модель, 
ставка процента r увеличилась. Как изменяется другие экономи-

ческие переменные? 

Варианты ответов: 
а) увеличится спрос на рабочую силу; 

б) увеличится предложение денег; 
в) уменьшится объем производства; 

г) увеличатся инвестиции в производство. 

 
6. В экономике, которую описывает модель Кейнса, про-

изошло резкое увеличение госрасходов  ТС . Что произойдет с 

другими экономическими переменными в краткосрочной перспек-

тиве? 

Варианты ответов: 
а) увеличится спрос на рынке товаров; 

б) увеличатся инвестиции в производство; 
в) увеличится экспорт; 

г) уменьшится спрос на рабочую силу. 
 

7. Какую из следующих моделей можно назвать однопро-

дуктовой? 
Варианты ответов: 

а) модель Леонтьева; 
б) модель Неймана; 

в) классическую модель; 

г) модель Вальраса. 
 

8. В случае если в экономике страны длительное время со-
храняется высокий уровень инфляции, то какой макроэкономиче-

ской моделью предпочтительнее пользоваться? 

Варианты ответов: 
а) классической моделью; 

б) моделью Кейнса; 
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в) моделью Кейнса с учетом рекомендаций Фридмена; 
г) моделью Вальраса. 
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