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ВВЕДЕНИЕ 

    Пособие составлено в соответствии с требованиями к 
минимуму содержания и уровню подготовки обучающихся фа-

культетов и отделений предвузовской формы подготовки ино-
странных граждан (отраслевого стандарта), с программой высших 

учебных заведений технического профиля по математике. 
    В пособии содержатся структурированный учебный мате-

риал по тригонометрии, необходимые методы решения наиболее 

распространѐнных видов тригонометрических уравнений, словарь 
формул и банк упражнений для закрепления изучаемого материа-

ла. 
    Предлагаемые тексты адаптированы к уровню знаний 

студентов по научному стилю речи на соответствующем этапе 

обучения. 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

 6 

 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ 

Для любого угла   понятия  tg,cos,sin  определены 

в курсе геометрии. 

Рассмотрим прямоугольный треугольник ABC , где AB – 

гипотенуза, 
                                  AC и BC – катеты.  

 

 

На рис 1: 
AB

AC
cos . 

Определение. Синусом острого угла  (обозначается sin  ) 

называется отношение противолежащего катета BC к гипотенузе 

AB (рис.1)  

AB

BC
sin  

Определение. Тангенсом острого угла   (обозначается tg 

 ) называется отношение противолежащего катета BC к приле-

жащему AC (рис. 1)  

AC

BC
tg   

Косинус, синус и тангенс угла зависят только от градусной 

или радианной меры угла (от величины угла).  

В геометрии рассматривают повороты отрезка OA около 
точки О на любой угол. Возьмем окружность с центром в точке О 

и радиусом 1OA . При повороте около точки О на угол 

 начальный радиус ОА переходит в радиус ОВ. Тогда:  (см. рис. 

2) 
 

 

 
 

 

Пусть A .  

Определение. Косинусом 
острого угла прямоугольного тре-

угольника называется отношение 

прилежащего катета к гипотенузе. 
Косинус угла  обозначается так: 

cos  .  
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рис. 2 

 
 

Абсцисса х точки В числовой единичной окружности назы-

вается косинусом угла  :  
cosx  

Ордината y точки В числовой единичной окружности назы-
вается синусом угла  :  

siny  

 
Отношения синуса угла   к его косинусу называется тан-

генсом угла  :  






cos

sin
tg  

Отношение косинуса угла   к его синусу называется котан-

генсом угла  :  






sin

cos
ctg  

Величина, обратная косинуса угла  , называется секансом 

угла  : 




cos

1
cec  

Величина, обратная синусу угла  , называется косекансом 

угла  : 




sin

1
cos ec  

Теперь можно говорить о тригонометрических функциях 
произвольного угла х, таких как:  
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.cos

;

;

;

;cos

;sin

ecxy

sekxy

ctgxy

tgxy

xy

xy













 

На основании определений  решить задачу: для данного уг-
ла  в прямоугольной системе координата измерить 

 ctgtg ,,cos,sin . Решение покажем на рисунке 3:  

 
Упражнения для самостоятельного решения: 

На прямоугольной системе координат показать 

.180;270;90sin;90cos;200;45;120sin;30cos 00000000 tgctgctgtg

 

Знаки тригонометрических функций по четвертям. 
Из определений тригонометрический функций следует, что 

знак sin  совпадает со знаком ординаты точки В, а знак cos  

совпадает со знаком абсциссы точки В. (рис. 4) 
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2. ОСНОВНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 

ТОЖДЕСТВА 

Пусть 1АО


. Построим OXAB  и AOB . Тогда по 

теореме Пифагора:  

,222 OABAOB  где 22 sinOB ; 

22 cosBA ; 

12 OA  

 
 

 
 

 
 

 

1)  
 

 
 

  если  k


 
2

      0cos  

 

 
 

                                          если   k        0sin  

  

                                         



tg

ctg
1

             

4) 



ctg

tg
1

  

 
 

1sincos 22  
 

 22 sincos1   

 22 cossin1   





tg

cos

sin
 





ctg

sin

cos
 

1  ctgtg  

ес-

ли












k




2  
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Разделим левую и правую части равенства (1) на 

0cos2  (на 0sin2  ) 

 Получим: 

 
5)  

 
 

 

6)  
 

 
Упражнения для самостоятельного решения: Упро-

стить: (устно) 

1.  0202 5cos5sin                       

2.  3cos1 2
 

3.    1sin2 d  

4.     ctgtgd2cos  

5.   tgctg2sin2
 

Упростить (самостоятельно): 

1.     cossin2cossin
2

 

2.  
 

   
 



















sin1

sin12

cossin1cossin1

sin1sin2cos2

 

Доказать тождества:  

1. 


 2

422

422

sinsincos

coscossin
tg




 

2. 







22

2

2

2

cos

1

sin1

1cos

cos21

1sin2










 

Найти значения:  









 


  2  ,

2

3
  и  

25

7
sin  если    ,,cos tg  

 
 

 

 
 

 




 2

2

2 sec
cos

1
1  tg  




 2

2

2 cos
sin

1
1 ecсtg   
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3. ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ СИНУСА, КОСИНУСА, 

ТАНГЕНСА И КОТАНГЕНСА НЕКОТОРЫХ УГЛОВ 

 

 
 
 

Можно говорить о синусе, косинусе, тангенсе и котангенсе 
не только угла, но и числа, используя радианную меру угла:  

,57
180

1 0
0

. 










рад   .017,0.

180
10 радрад 


 

Например,   00 228sin574sin4sin  , 

4

5
cos

180
225cos225cos 0 









 . 
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4. ЧЕТНОСТЬ, НЕЧЕТНОСТЬ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 
 

Если при повороте вокруг точки 0 на угол Х начальный ра-
диус ОА переходит в радиус ОВ, а при повороте на угол (-Х) 

начальный радиус ОА переходит в радиус ОВ1 , симметричный ОВ 

относительно оси абсцисс (рис. 4)  
 

рис. 4 
 

 

то абсциссы точки В и В1 равны, а ординаты равны по моду-

лю, но противоположны по знаку. Это значит, что:  

   xx coscos  - чѐтная функция; 

  xx sinsin   

  tgxxtg               нечетные функции.  

  ctgxxctg   
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5. ПЕРИОДИЧНОСТЬ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ 

 
Определение: Функция f называется периодической, если 

существует такое число 0T , то при любом  из области опре-

деления функции числа T , также принадлежат этой области 

и выполняется равенство:     fTf  . В этом случае число 

T называется периодом функции f, ее периодами являются также 

числа вида 0  ,  ,  nZnnT . Все тригонометрические функции 

периодические.  
Наименьший положительный период для синуса и косинуса 

равен 2 , а для тангенса и котангенса он равен  . 

 Периодичность тригонометрических функций можно выра-

зить тождествами:  

  Zkk  ,2sinsin   

  Zkk  ,2coscos   

  Zkktgtg  ,  

  Zkkctgctg  ,  

При этом 2T - основной период sin  и cos ; 

T - основной период tg и ctg  

Пример. Вычислить 
0765sin . 

Решение. 

   
2

2
45sin360245sin72045sin765sin 000000   

Вычислить: 1)
03660cos ; 2) 










3

19
sin5,4cos2


 ; 3) 

   00 150300sin  tg ; 4) 

















4

21

4

13 
ctgtg  
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6. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ 

 

 

Формулы приведения позволяют выразить тригонометриче-

ские функции углов  





 2    ;
2

3
    ;    ;

2
 через 

тригонометрические функции угла  , где   - острый угол. Это 

формулы, которые применяют для замены функций любых углов 

функциями острых углов.  
 

 
 
 

При применении формул приведения нужно использовать 

следующие правила:  

1. Если в левой части формулы угол равен 



2
или 





2

3
, то синус заменяется на косинус, тангенс – на котангенс 

и наоборот. Если угол равен   , то замены не происходит.  

2. Знак, с которым нужно брать тригонометрическую функ-

цию в правой части, находится по знаку левой части, где 

0< <
2


. 
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Пример. Вычислить 
0225sin . 

Решение  
2

2
45sin45180sin225sin 0000    

Вычислить: 1) 
0150cos ;  2) 

0135tg ;  3) 
0240cos ;  4) 

0330sin  
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7. ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ 

 
 
 

Скалярное произведение можно выразить и через коорди-

наты векторов.  

  sin,cos1 AO


;   sin,cos2 AO


   

 sinsincoscos21  AOAO


   (II)   

Из равенства I и II следует:  
 

а)  

 
 

б) 

          sinsincoscoscoscos , 

применяя правила четности и нечетности функций, получаем 

формулу 
 

  
в) 

   


















sin
2

sincos
2

cos

2
cos

2
cos

2
cossin

























































  

Применяя формулы дополнительных углов, получаем фор-
мулу:  

 
  

 

Пусть 1AO


 (рис. 5) 

Сделаем поворот этого 

вектора на угол  , потом на 

 . Найдем скалярное произ-

ведение этих векторов. 

 

   I      cos

cos2121







 AOAOAOAO


 

   sinsincoscoscos   

   sinsincoscoscos   

   sincoscossinsin   
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г) 

          sincoscossinsinsin , 

применяя правила четности и нечетности, получаем 
 

 

 

д)  
 
  








sinsincoscos

sincoscossin

cos

sin









tg , 

разделим числитель и знаменатель на 0coscos   ,  

получим  

 

 
 

 
 

 

 
 

Упражнения для самостоятельного решения:  

1. Дано: 
15

8
ctg ;  

24

7
ctg ;   

   0000 180,90 ,90,0    

Найти:   cos . 

2. Упростить выражения:  

а)  12cos18sin18cos12sin 000
 

б)  25,4cos11,1sin11,1cos25,4sin  

в) 
21

5
cos

7

3
cos

21

5
sin

7

3
sin


 

г) 




12040

2040
00

00

tgctg

tgctg
 

д) Найти:  , tg  если ,5tg  5,1tg  

3. Доказать тождества:  

а) 
 
 





ctg

tg

tg





0

0

451

451
 

б)         2  ctgtgtgctgtgtg  

4. Закрепить тему «Формулы сложения»  
1) Чему равно? (устно)  

   sincoscossinsin   

 





tgtg

tgtg
tg






1
 

 





tgtg

tgtg
e






1
-    tg)  
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а) 
0000 17sin43sin17cos43cos   

б) 
000202 15sin45sin15cos45cos   

в) 
0000 17sin107cos17cos107sin   

г) 

15

4

15
1

15

4

15 0





tgtg

tgtg





 

д) 
00

00

22821

2282

tgtg

tgtg




 

2) Вычислить:   sin , если 
13

12
sin  , 

5

4
sin  ,  

0<
2

2 


 ,  <  < 
2

3
 

3) 







 0

3



tg , если 

4

3
sin  , 

2


< <  

4) Доказать:  







 045
sincos

sincos
tg  
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8. ФОРМУЛЫ ДВОЙНЫХ АРГУМЕНТОВ 

  Вспомнить и записать формулы сложения 

   sinsincoscoscos   

   sincoscossinsin   

Пусть   , тогда 

 22 sincos2cos   или 

  1cos22coscos1cos2cos 222    

 2sin212cos   

 cossin22sin   

Эти формулы позволяют выразить 2sin  и 2cos  через 

2cos  

2

2cos1
sin2 




 , 
2

2cos1
cos2 




  

Из формулы  





tgtg

tgtg
tg






1
, положив    

получим  






21

2
2

tg

tg
tg


  

где zmmzkk    , 
2

  и    ,
24







  

Упражнения для самостоятельного решения: 
1. Закрепить формулы. 

2. Чему равно? (устно)  

а) 00 15cos15sin  

б) 
 02

0

151

152

tg

tg
 

в)   2cossin21 2
 

г)   22 cossin41  

д)   44 sincos  

е) 
2

cos
2

sin81 22 
 

3. Доказать:  
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а) 



2sin

4

12cos 2

22


 tgctg
 

б) 








tg

tg








1

1

2cos

2sin1
 

4. Упростить: 




tgctg

tgtg



 21
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9. ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В СУММУ. 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СУММЫ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В 

ПРОИЗВЕДЕНИЕ. 

  Вспомним формулы     -sin и sin  . 

   

   








B      sincoscossinsin

A     sincoscossinsin




 

Сложим левые и правые части равенства (А) и (В)  

     cossin2sinsin  , выразим произ-

ведение через сумму: 

 
 

(1) 
 

Аналогично используем  

формулы      cos   и   cos : 

   

   








Д      sinsincoscoscos

C     sinsincoscoscos




 

     coscos2coscos   

 
              (2) 

 

Вычитая из равенства (С) равенство (Д) получим:  
 

 
 (3) 

Например: 1) 

4

3

2

1

2

2

3
1

2

60sin90sin
75cos15sin

00
00 






  

2) 
2

4cos2cos
coscos





  

II. Пусть в формулах (1), (2), (3) 

   
2

sinsin
cossin





  

   
2

coscos
coscos





  

   
2

coscos
sinsin





  
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2

yx

y

x 


















;  

2

yx 
  

Из формулы (1) получим: 

2

sinsin

2
cos

2
sin

yxyxyx 






 или  

 

        (4) 

 
 

 
Заменив y на    –y  из формулы (4) легко получить:  

 

 (5) 
 

 
 

Из формулы (3) получим: 

2
sin

2
sin2coscos

yxyx
yx





  

2
sin

2
sin2coscos

xyyx
yx





  














coscos

sincoscossin

cos

sin

cos

sin




 tgtg  

 

 
 

 (4) 
 

 

 
Аналогично доказывается формула 

 





sinsin

sin




 ctgctg  

Например: Преобразовать в произведение выражения: 

 1)  cossin  ,  2) 1cos2  , 3)  22 sinsin   

Решение:  

1) 

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx





  

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx





  

 





coscos

sin




 tgtg  
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 

   














000

00
0

45cos245cos45sin2

2

90
cos

2

90
sin290sinsincossin  

2) 















































62
cos

62
cos4

2

3cos
2

3cos22
3

coscos2
2

1
cos21cos2












 
 

3) 
   

   




















sinsin

2

sinsin2

2

2cos2cos

2

2cos1

2

2cos1
sinsin 22

 

Упражнения для самостоятельного решения:  
1. Упростить:  

а)   3cos2coscos2                                                 

б) 
















 







12

5
cos

12

5
sin22sin                             

в)   2cos
2

1
4cos

4

1
cos2cos 2

                             

2. Преобразовать в произведение:  

а)  cos23  

б) 
4

3
sin2   

в)  231 ctg  
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10. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

ПОЛОВИННОГО АРГУМЕНТА 

Если в формулах xx 2sin212cos  ; 

1cos22cos 2  xx  предположить, что 
2


x , то получим: 


2

sin21cos 2      

 

 
 

  
 

 

 

 1
2

cos2cos 2   

 
 

 
  

 
 

 

 
 

 
 

  
     2

2

2

2

2
cos1

sin

cos1

cos1

cos1

cos1cos1

2 






















tg

 

 
 

 

Знак   не берѐм, т.к. 
2

2
cos2

2
cos

2
sin2

cos1

sin

2










tg






 

По этим формулам, например, можно вычислить без таблиц 

 


cos1
2

sin2 2
 

2

cos1

2
sin

 
  




cos1
2

cos2 2   

2

cos1

2
cos

 
  





cos1

cos1

2 


tg  





cos1

sin

2 
tg  
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015tg  

32
1

23

43

23

23

1

2

32

2

1

30cos1

30sin
15

0

0
0 


















tg

 
Упражнения для самостоятельного решения: 

1.Дано: 
13

12
cos  ,  < <

2

3
   

Найти: 
2

  ,
2

cos  ,
2

sin


tg   

2.Вывести формулы: 









24
cos2sin1 2 

  

  









24
sin2sin1 2 

  

3.Упростить: 

а) 









24
1 2 

tg  

б) 













24sin1

sin1 2 




tg  

4.Доказать: 
2cos1

cos

2cos1

2sin 








tg





 

 
Выражение тригонометрических функций 

,  ,cos  ,sin  tg  

 через 
2


tg . 

А) 
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2
1

2
2

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2sin

2

2

2

2

2

2

22 






















tg

tg

















 
 

 

 
 

 
 

 

Б) 

2
1

2
1

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
coscos

2

2

22

22

22












tg

tg











  

 
 

  

где   Zkk     ,12   

 

 
 

В) 

2
1

2
2

2
1

2
1

1

2
2

cos

sin

2

2

2

2


















tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg










  

 

Znn

Zkk





   ,2

  ,
2







 

 

2
1

2
2

sin
2 





tg

tg



  

2
1

2
1

cos
2

2







tg

tg





  

2
1

2
2

2 




tg

tg

tg



  
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Упражнения для самостоятельного решения: 

1.Найти значение ,
sin

sin









tg

tg
 если 

15

2

2



tg  

2.Вычислить ,
4


ctg  если 0<

4


<900 и 

5

3
cos   

3.Дано: 
13

5
sin  ;   5,1 ;   . Найти 

2
sin


. От-

вет 
26

265
 

4.Дано: 28,0sin  ; 







  2 ;

2

3
 


 . Найти 
2


tg . 

Ответ 
7

1
  

5.Доказать тождества:  

а) 





tg

tgctg

tgtg

2

1

22

2
81























 

б)
 

22cos1

8cos

2
sin1

2sin 









tg















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11. ФОРМУЛЫ ПОНИЖЕНИЯ СТЕПЕНИ 

Знаем, что ,1cossin 22    а  2cossincos 22  , 

находим, что ,
2

2cos1
cos2 




  аналогично находим, что 

2

2cos1
sin2 




  

Эти формулы называются формулами понижения степени. 
Используя эти формулы, можно получить следующие равенства:  

2

cos1

2
sin2 xx 

 ; 
2

cos1

2
cos2 xx 

  

Например. Доказать тождество:  

x

xx
tg

cos1

sin

2 
  

Решение:  

2

2
cos

2
sin

2
cos2

2
cos

2
sin2

cos1

sin

2

x
tg

x

x

x

xx

x

x



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12. РЕШЕНИЕ ПРОСТЕЙШИХ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Уравнения   ctgxtgxxx    ;   ;cos   ;sin назы-

вают простейшими тригонометрическими уравнениями. 

1. xsin  

Синусом называется ордината единичного вектора, поэтому 

посмотрим на чертеже, какой вектор имеет ординату a. (рис. 6) 

Уравнение имеет смысл, если 1a  

если а=0, то ,0sin x  ,kx   Zk ; 

если а=1, то ,1sin x 


kx 2
2
 , Zk ; 

если а= -1, то ,1sin x  


kx 2
2
 , Zk  

 

 
 

Если а>0, тогда векторы BOиAO


  имеют ординату а. век-

тор  AO


показывает углы kx  21  ; вектор BO


показывает 

углы kx  22  , Zk . Преобразуем формулы:  

kx   21 ;  122  kx   

Эти формулы можно объединить в одну:  

  ,1 kx
k

  Zk . 

При 2k , получим х1, при 12  kk , получим х2.  - 

это главное значение угла.  

Можно доказать, что для любого  1;1a  справедлива 

формула 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

 31 

  aa arcsinarcsin  . Тогда общая формула решения 

уравнения ax sin , где -1<а<0 будет иметь 

  kax
k




arcsin1
1

Zk . 

Главное значение угла называется арксинусом числа а, по-

этому:   kax
k

 arcsin1 .  1;1a  

Определение. Арксинусом числа а называется угол из ин-

тервала 









2
;

2


, синус которого равен а. ,arcsin a  если 

asin и 
22





  

Например: 

1)
42

2
arcsin


 ,  

так как 
2

2

4
sin 


 и 

242


  

2) 
32

3
arcsin

















 , 

так как 
22

3

22

3

3
sin











 и  

Решить уравнения:  

1) 
2

2
sin x  

  kx
k


2

2
arcsin1 , 

  Zkkx
k

   ,
4

1 


 

2) 
2

3
sin x  

  kx
k

















2

3
arcsin1 , 
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    ,
3

1 


kx
k









   


kx

k




3
1

1
. 

2. Решить уравнение: ax cos  

Уравнение имеет смысл, если 1a . При  

 а=0,  ,0cos x  ,
2

kx 

  Zk ; 

 а=1, ,1cos x kx 2 , Zk ; 

 а= -1,  ,1cos x  kx  2 , Zk  

Косинусом угла называется абсцисса единичного вектора. 

Пусть 0<а<1, векторы BOиAO


  имеют абсциссу а. (рис. 7)  

 

 
 

 

Вектор  AO


показывает углы kx  21  , вектор BO


 по-

казывает углы kx  22  . Поэтому, уравнение 

ax cos имеет формулу решения: ,2 kx   Zk . 

 - главное значение угла и называется арккосинусом чис-

ла а. Если 0<а<1, то   заканчивается в первой четверти, если -

1<а<0, то   заканчивается во второй четверти  1;1 . Аркко-

синусом числа а называется угол на интервале  ;0 , косинус 

которого равен а. ,arccos a  если   0  ,cos a  

Для уравнения ax cos ,  kx 2arccos  , Zk . 

Можно доказать, что для любого  1;1а  справедлива формула 

  aa arccosarccos   . Тогда общая формула решения урав-

нения ax cos , где -1<а<0 будет иметь вид 

   kx 2arccos  Zk . 

Например:  
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1) 
62

3
arccos


 , так как 

2

3

6
cos 


 и 




6
0 ; 

2) 
6

5

2

3
arccos

















 , так как 

2

3

6

5
cos 


и 





6

5
0 . 

Решить уравнения:  

1) 
2

3
cos x ,  

kx 2
2

3
arccos  , 

kx 


2
6
 , Zk . 

2) 
2

1
cos x , 

kx 2
2

1
arccos 








 , 

kx  2
2

1
arccos 








 , 

kx 


 2
3









 , 

kx 


2
3

2
 , Zk . 

3.  atgx   

Уравнение atgx  , решается по формуле: 

karctgx   , Zk . 









2
;

2


 

     actgx   

Уравнение actgx  , решается по формуле 

karcctgx   , Zk .  ;0  

4. Для отрицательного а     0 ;a  формулы решений 

имеют вид: для atgx  : karctgx   , Zk  и для 
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aсtgx  :   karcctgx   , Zk .  

Упражнения для самостоятельного решения: 

Решить уравнения: 

1. 
2

1
sin x  

2. 
2

1

6
sin 











x  

3. 12cos2 x  

4. 
2

3

3
4cos 











x  

5. 0
44










x

tg  

6. 3
2

2 
x

ctg  

7. 5
2

sin 
x

 

8. 
2

2
sin  ctgxx  

9.  030sin
5

2
cos 

x
 

10. 0coscos2 2  xx  

11. 1sin2sin3 2  xx  

12. 0sinsin2  xx  

13. xx sin72cos3   

14. xx sin22sin   

15. xx 2sin22cos   

16. xxx 2sin
2

3
cossin2 22   

17. 02sinsincos3 22  xxx  

18.  
4

1
cos90cos 20  xx  

19.     1270sin180sin 020  xx  
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20. 
2

1

6
sin

6
sin 

















 xx


 

21. 0coscossinsin2 22  xxxx  

22. xx sin3sin   
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13. НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Если уравнение не простейшее, то проблема в том, чтобы 
получить из данного уравнения одно или несколько простейших 

уравнений, объединение которых эквивалентно данному уравне-
нию.  

Для этого познакомимся с некоторыми методами решения 

не простейших тригонометрических уравнений.   
Для тригонометрических уравнений не существует единого 

метода решения. В каждом конкретном случае успех определяет-
ся знанием тригонометрических формул и навыками решения 

упражнений.  

1. Введение нового неизвестного  
Уравнение вида:  

  0sin,cos2 wxwxf  , 

  0cos,cos2 wxwxf , 

  0cos,sin2 wxwxf , 

  0sin,sin2 wxwxf , где f - некоторая функция данных 

аргументов, решаем с помощью формул xx 22 sin1cos   и 

xsx 22 co1sin  . Получаем уравнение квадратного вида.  

Замечание: получаем ту функцию, которая есть в данном 

уравнении в меньшей степени.  

Например:      xxx   4sincos2cos 22
. 

Применяя формулы периодичности и четности тригономет-
рических функций, имеем: 

  01coscos2     ,0cos1coscos,sincoscos 22222  xxxxxxxx

 .  

Обозначим ,cos tx   тогда получим 012 2  tt . По 

теореме, обратной теореме Виета, найдем корни квадратного 

уравнения: 
2

1
,1 21  tt  

1)  12,1cos 1  nxx  ; 

2) kxx 


2
3

2
,

2

1
cos 2   
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  12  nxxS   или Zknkx  ,,2
3

2



. 

К этому методу сводятся решения уравнений вида:  

  0,2 tgwxwxtgf , 

  0,2 ctgwxwxctgf  

Уравнения   0sin,sin 24 wxwxf , 

  0cos,cos 24 wxwxf решаем как биквадратные. Уравнения 

для самостоятельного решения.  

1) 5cos2sin8 2  xx . 

2) 01cos22cos2  xx  

3) xx sin42cos5   

4)    xtgx  


 2sin
4

3
36sin2

. 

5) 0323 23  tgxxtgxtg  

6)    
2

5
sin62322 

  xtgxtg  

7) 12cos3sin  xx . 

2. Получение одной тригонометрической функции 
В этом методе как и в I получаем уравнения для одной три-

гонометрической функции, а затем используем введение новой 

переменной. Для этого применяем формулы понижения степени и 
выражаем тригонометрические функции через тангенс половин-

ного угла.  

Знаем ,
2

2cos1
sin2 x

x


  

,
2

2cos1
cos2 x

x



x

x

x

x

x

x
xtg

2sin

2cos1

2cos1

2sin

2cos1

2cos12 








 , 

x

x

x

x

x

x
xctg

2sin

2cos1

2cos1

2sin

2cos1

2cos12 








  

Например xxxtg 2coscos26 22  . 

Применяя формулы xx 2cos1cos2 2  и 

x

x
xtg

2cos1

2cos12




 , где nx 




2
, 

Zn 







  ууравненикорнем  яявляетсне 

2


x , получим 
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 
  xx

x

x
2cos2cos1

2cos1

2cos16





 

Обозначим ,2cos tx   тогда данное уравнение можно пе-

реписать в виде 0
1

592 2






t

tt
. Найдем корни уравнения: 

;0592 2  tt  5,
2

1  tt .  

1) ,
6

,
2

1
2cos kxx 


 Zk  

2) 52cos x  не имеет решения, так как  1,15   









 ZkkxxS ,
6




 

Упражнения для самостоятельного решения: 

1) 42cos4cos3cos8 6  xxx  

2) axx  cos33cos4  

Тригонометрические уравнения вида 

  ,0,,cos,sin ctgxtgxxxf где f - некоторая функция данных 

аргументов, решают заменой всех тригонометрических одной 

функцией  
2

a
tg  с помощью формул универсальной подстановки : 

,

2
1

2
2

sin
2 x

tg

x
tg

x



 ,

2
1

2
1

cos
2

2

x
tg

x
tg

x





 ,

2
1

2
2

2 x
tg

x
tg

tgx





2
2

2
1 2

x
tg

x
tg

ctgx



 . 

В этих формулах левые части определены для всех значе-

ний x , а правые для всех x , кроме Znn
x

 ,
22




. Поэтому 

при использовании такого метода нужно вначале подставить эти 

значения в данное уравнение и проверить, является или нет эти 
углы решениями.  

Например 12cos2sin  xx  
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Если ,
2

nx 

  имеем 

1
1

1

1

2
2

2

2







 xtg

xtg

xtg

tgx  
,0

1

12
2






xtg

tgx
 

Zkkxtgx  ,
4

,1 


. 

Но, Zkkx  ,
2




, так же является решением данного 

равнения, так 1
2

2cos
2

2sin 
















 kk 





. 









 ZnnxkxxS ,
4

,
2







 

Замечание: уравнение, к которому приводит метод универ-
сальной подстановки, часто получается сложным. А так же про-

верка корней Znnx  ,
2




иногда трудная. Поэтому нужно 

искать другие методы решения и только, если их нет, использо-

вать метод универсальной подстановки.  
 

Упражнения для самостоятельного решения: 

1) 22:sin  ctgxx  

2) 12cos2cos2sin2sin  xxxx  

3) 52cos52sin5  tgxxx  

4) 5sin4cos3  xx  

 
3. Однородные уравнения 

Однородными уравнениями называются уравнения вида:  

0cossin  kxbkxa , 

0coscossinsin 22  ksckxkxbkxa , 

0coscossincossinsin 3223  ksdkskxckxkxbkxa , 

где Rdcba ,,, , или  

0cos...cossincossinsin 22

2

1

10   xacxaxxaxa n

n

nnn

, где naaa ,..., 10 - действительные числа, x - неизвестные угол. 

Уравнение ,coscossinsin 22 dkxckxkxbkxa  где 

0d , так же однородное, поэтому числа d можно заменить вы-
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ражением  kxkxd 22 cossin  . Тогда имеем эквивалентное од-

нородное уравнение: 

    0coscossinsin 22  kxdckxkxbkxda .  

В этих уравнениях 0cos kx  для любого угла х, так как 

если 0cos kx , тогда получим уравнение 0sin kx , но нет та-

кого угла, для которого синус и косинус одновременно равны ну-
лю.  

Разделим обе части однородного уравнения на ,cos kxn
где 

n - это старшая степень уравнения. В результате получим урав-

нение: 0...1

1  

n

nn akxtgakxatg , которое решаем введе-

нием новой переменной (1). Например. 

    0cos2:sincossincossin32:3cossin3 2222  xxxxxxxx 

. 
Для решения данного уравнения используем формулы при-

ведения, имеем:  

0coscossincossin3sin3 3223  xxxxxx . 

Разделим обе части уравнения на x3cos . 

Получим 0133 23  tgxxtgxtg , 

   0113 2  tgxxtg . 

1) ,013 2  xtg   


.,16
6

,
3

3
Znxtgx   

2)   Zkkxtgxtgx  ,14
4

,1,01


. 

   








 ZknkxnxxS ,,14
4

,16
6


 

Упражнения для самостоятельного решения: 
1) 

      







 xxctgxxx

2
cos4sin3

4

9
22sincos46cos5 2 






. 

2) 0cos2cossin3sin 22  xxxx  

3) xx cossin2 3   

4)    
4

5
2cos86cossin52sin3 22 

 tgxxxx   

4. Разложение на множи- тели  
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Уравнения вида: 0sinsin  bxax ,  

                             0coscos  bxax             (2) 

решаем  с помощью формул преобразования суммы триго-

нометрических функций в произведение.  

Например. 04sin6sin  xx  

По формуле 
2

cos
2

sin2sinsin
yxyx

yx


 имеем эк-

вивалентное уравнение: 

0cos5sin2 xx . Это уравнение равносильно двум урав-

нениям: 

1) Zn
n

xx  ,
5

,05sin


 

2) Zkkxx  ,
2

,0cos 


 









 Zknkx
n

xxS ,,
2

,
5




 

Замечание: уравнения 0cossin  axax можно преобра-

зовать в уравнения (2), если использовать формулы приведения. 

Упражнения для самостоятельного решения. 

1)   xx 2cos2sin    . 

2) 05sin3sin 22  xx  

3) xx sin3cos   

Преобразование уравнения методом разложения на множи-
тели по формулам сокращенного умножения или выделением об-

щего множителя часто бывает наиболее коротким путем решения. 

Например. 012cossin3sin2sinsin  xxxxx  . 

Данное уравнение эквивалентно следующему уравнению:  

    02cos1cos2sin3sinsin  xxxxx , 

0cos2cossin2cos2sin2 2  xxxcoxxx , 

  0cos21sin22sin2cos  xxxx . 

Преобразуем выражение в скобке:  

       01sin2cos21cos21cos21sin2cos21sin2cossin4  xxxxxxxxx

. 

Получаем уравнение:    01sin2cos21cos  xx , кото-

рое эквивалентно трем уравнениям: 

1) 1
2

,0cos kxx 

 , 
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2) ,2
3

2
,0cos21 2kxx 


  

3)   ,
6

,1,01sin2 kxx
k



  

 








 ZmnkmxnxknxxS
m

,,,
6

1,2
3

2
,

2







 

Уравнения для самостоятельного решения: 

1) xxx sin2cossin2 23   

2) 04sin7sin5sin2sin4  xxxx  

3) 1
2

12
cos

2

12
cos 





xx  

4) 1
3

cos
3

cos 



















xx  

5) xxxx 5sin3cos7sincos   

5. Введение нового угла  
Уравнения вида 

0 и  если ,,, где ,x cosx sin 2222  babacRcbacba 

 разделим на число ,22 ba   получим 

, cosx sin
222222 ba

c
x

ba

b

ba

a








  

Очевидно 
22 ba

a


<1, 

22 ba

b


<1, и 

1

2

22

2

22































 aa

b

ba

a
 

Тогда можно обозначить:  

   где ,sin и cos
2222





 ba

b

ba

a
- новый угол, 

такой что 
a

b
tg  , Zkk

a

b
arctg  , . 

Данное уравнение эквивалентно следующему 
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22
sin coscos sin

ba

c
xx


   

Используем формулу для синуса суммы углов: 

 
22

 sin
ba

c
x


 . Получим простейшее тригонометриче-

ское уравнение   ,arcsin1
22

n
ba

c
Wx

a
 


  

 
  Zknkn

wba

c

wa

b
arctg

w
X

n





 ,arcsin

11

22



. 

Например. 12cos2sin  xx  

Разделим обе части уравнения на 2 , получим  

,
2

2
2cos

2

2
2sin

2

2
 xx или 

2

2

4
sin2cos

4
cos2sin 


xx , 

  nxx
n
















4
1

4
2,

2

2

4
2sin

1
, 

  nx
n







44
12

1
,  

   Zn
n

x
n




2
11

8

1 
 

   







Zn
n

xxS
n

,
2

11
8

1 
. 

Упражнения для самостоятельного  решения: 

1) 13sin5cos12  xx  

2)    
4

4sin2cos3


 tgxxx   

3) 5cos7sin  xx . 

6. Оригинальная замена переменных  
Уравнения вида: 

  0cossin,cossin  xxxxf , где f - некоторая функ-

ция данных аргументов, решают заменой xxt cossin  . 
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Знаем 

  ,cossin21cossin2cossincossin 222
xxxxxxxx 

тогда  

2

1
cossin

2 


t
xx или 

2

1
cossin

2t
xx


  

Тогда данное уравнение эквивалентно уравнению 

0
2

1
,

2








 t
tF . 

Например 0cossin22cossin  xxxx . 

Обозначим txx  cossin , тогда 
2

1
cossin

2 


t
xx  

Имеем 022 2  ttt . Корнями этого квадратного 

уравнения будут числа ,21 t
2

1
2 t  

Решение данного уравнения эквивалентно решению двух 

тригонометрических уравнений: 2cossin  xx и 

2

1
cossin  xx  

Используем метод введения нового угла и умножим обе ча-

сти этих уравнений на число 
2

1
. Тогда: 

 1) 1cos
2

1
sin

2

1
 xx , 

1cos
4

sinsin
4

cos  xx


, 

,1
4

sin 










x Zkkx  ,2
4




. 

2) 21cos
2

1
sin

2

1
 xx  

    kxx 





461,
2

1
4sin

1
, 

  Zk
k

x 






 



,

4

14
61

1



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  











 



Zkn

k
xkxxS

n
,,

4

14
61,24

1


 

 
Упражнения для самостоятельного решения: 

1) 1cossincossin  xxxx  

2) xxx 2sin1cossin   

     
4

13
2sincos42sin62sin


 tgxxxx   

Замечание: целочисленные параметры в разных множе-
ствах решений одного уравнения можно обозначить разными бук-

вами n и k или одной буквой n. 

Другие методы решения тригонометрических уравнений 
рассмотрим на конкретных примерах.  

Решить уравнения: 

Пример 1. 212coscos2cossin  xxxx  

Левая часть этого уравнения формула косинуса разности 

двух углов. 

Имеем Zkkxx  ,23,21cos   

 ZkkxxS  ,23  . 

Пример 2. 812cossincos  xxx . 

Для решения данного уравнения дважды используем фор-

мулу синуса двойного угла xxx cossin22sin  . 

2
14sin,814sin41,812cos2sin21  xxxx , 

    Znnxnx
nn

 ,4241,614   

   ZnxxS
n

 ,4241   

Пример 3. 814cos2coscos  xxx . 

Умножим обе части уравнения на xsin8 , только в резуль-

тате обязательно уберем из ответа решение уравнения 

0sin x т.е. Znnx  , . 

Получим эквивалентное уравнение 

xxxxx sin4cos2coscossin8  . 

Последовательно три раза используем формулу синуса 

двойного угла.  

Имеем: xxxx sin4cos2cos2sin4   

xxx sin4cos4sin2   
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0sin8sin,sin8sin  xxxx . 

Преобразуем левую часть уравнения в произведение: 

,0
2

9
cos

2

7
sin 

xx
откуда 

1) Zkkx
x

 ,72,0
2

7
sin  . 

2) 
 

Zm
m

x
x




 ,
9

12
,0

2

9
cos


 

Если ,7nk  то ,2 nx  если ,49  m то  12  nx   

поэтому  

  ZmnknmmxnkkxxS  ,,,,49,9:12,7,2 

. 

Пример 4. ,cossin 66 axx  где а- заданное число. 

Преобразуем левую часть данного уравнения как сумму ку-

бов: 

      

 
xx

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx

22

22222222244

224422323266

cossin31

cossin3cossincossin3cossin2cossin

cossincossincossincossincossin







 

Знаем, что xxx cossin2sin
2

1
 , тогда получим эквива-

лентное уравнение: 

 
3

14
2sin,2sin

3
1 22 a

xax


  

Если 
 

3

14
0

a
 <1, т.е. 

4

1
<а<1, то уравнение 

 ax  13
3

2
2sin имеет решение: 

  Znnax 







 ,213

3

2
arcsin

2

1
 . 

В частности при а=1 решением уравнения 

1cossin 66  xx  являются числа Znnx  ,2 . 

Пример 5. Nkxx  ,1cossin . 

Легко догадаться, что числа  Znnx  2 являются ре-
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шениями уравнения, значит данное уравнение не имеет решений 

отличных от Znnx  ,2 . 

 ZnnxxS  ,2 . 

Пример 6.   12cossin x . 

  Zkkxkxx  ,2
2

1
2cos,222cos,12cossin 

. 

Но x2cos <1, поэтому 0k . Имеем 

xkxx 232;
2

1
2cos    

  Zkkx  ,16
6


. 

  




 ZkkxxS ,16
6


. 

Задачи повышенной трудности. 

Решить уравнения: 

1)  xxx 3sincos3sin3cos  . 

2)     0160cos60coscos8 00  zzz  

3) 05,1cossin47  ctgxtgxxx  

4) 03sin43cos6
3cos

1
 tt

t
 

5) 03sin2sin3sinsin
2

3
cos

2
cos  xxxx

xx
 

6)  2cos2sin3sin1 xxx   

7)    
2

sin
11 x

tgtgx 

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ФОРМУЛЫ ТРИГОНОМЕТРИИ 

Соотношения между единицами измерения углов 

радnрад
n

n   01745,0
180

0 


, 

0296,57
180

  



 








рад , 

рад017453,010  , 8,4471571 0 рад . 

  

Основные тригонометрические тождества  

x

x
tgx

cos

sin
 .            

x

x
ctgx

sin

cos
 . 

x
x

xtg 2

2

2 sec
cos

1
1  .       

xec
x

xctg 2

2

2 cos
sin

1
1  . 

1cossin 22  xx . 

 
Формулы приведения  

 

 
 

Формулы сложения  

  yxyxyx sincoscossinsin   

  yxyxyx sincoscossinsin   

  yxyxyx sinsincoscoscos   

  yxyxyx sinsincoscoscos   
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 
tgytgx

tgytgx
yxtg






1
 

 
tgytgx

tgytgx
yxtg






1
 

Формулы двойного аргумента  

xxx cossin22sin   

xxx 22 sincos2cos   

 xxxx 22 sincos3sin3sin   

 xxxx 22 sin3coscos3cos   

xtg

tgx
xtg

21

2
2


  

ctgx

xctg
xctg

2

1
2

2 
  

 

 

Формулы половинного аргумента  

2

cos1

2
sin

xx 
  

2

cos1

2
cos

xx 
  

x

xx
tg

sin

cos1

2


  

x

xx
tg

cos1

cos1

2 


  

x

xx
tg

cos1

sin

2 
  

 
 

Формулы понижения степени  

 xx 2cos1
2

1
sin2   

 xx 2cos1
2

1
cos2   
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 xxx 3sinsin3
2

1
sin

2

3   

 xxx 3coscos3
2

1
sin

2

9   

 

Преобразование сумм в произведения 

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx


   

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx


  

2
cos

2
cos2coscos

yxyx
yx


  

2
sin

2
sin2coscos

yxyx
yx


  

 
yx

yx
tgytgx

coscos

sin




  

 
yx

yx
ctgyctgx

sinsin

sin




  

 
Преобразование произведений в суммы  

    yxyxyx  coscos
2

1
coscos  

    yxyxyx  coscos
2

1
sinsin  

    yxyxyx  sinsin
2

1
cossin  

 

Выражение тригонометрических функций через 
2

x
tg  

2
1

2
2

sin
2 x

tg

x
tg

x



   
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2
1

2
1

cos
2

2

x
tg

x
tg

x





  

2
1

2
2

2 x
tg

x
tg

tgx



  

 
 

Выражение одних тригонометрических функций 
через другие  

 

 

 
 

 
Формулы для решения треугольников 

 

Теорема синусов                                Формулы Мольвейде  

R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
                          

2
sin

2
cos

C

BA

c

ba






 

Теорема косинусов  

Abccba cos2222                             
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2
cos

2
sin

C

BA

c

ba






 

Теорема тангенсов  

2

2
BA

tg

BA
tg

ba

ba









 

 
bc

appA 


2
cos .            

C

C
a

b

B

B
a

c

ctgA
sin

cos

sin

cos 





 . 

  
  ap

r

app

cpbpA
tg








2
.          

  
bc

cpbpA 

2
sin . 

Формулы площади треугольника: 

2

sin Abc
S  , 

B

CAb
S

sin2

sinsin2

 , 

   cpbpappS  - формула Герона 

 

2
cos

2
sin

2
sin

2 A

CB
a

A
tgap

p

S
r  , 

A

a

S

abc
R

sin24
  

где a, b, c – стороны треугольника; p – полупериметр тре-

угольника; r – радиус вписанной окружности; R – радиус описан-
ной окружности.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В текстах аудиторных занятий выдерживается единая ло-
гическая структура: тема, определение и основные понятия, ме-

тоды решения, алгоритм выполнения конкретного примера, зада-

ния для аудиторной и домашней самостоятельных работ. Содер-
жащиеся в пособии практические задания обеспечивают изучение 

студентами соответствующих разделов тем и направлены на са-
мостоятельную организацию учебной деятельности. Учебный ма-

териал сопровождается банком контрольных задач, что, по наше-

му мнению, способствует формированию у иностранных обучаю-
щихся навыков решения различных тригонометрических уравне-

ний и потребности в самообразовании. 
Материалы учебного пособия нацелены на обеспечение 

развития навыков комплексного преодоления трудностей, возни-

кающих при восприятии и осмыслении иноязычной речи, навыков 
мыслительной переработки информации и еѐ фиксации. 
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