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1.   ОБЩИЕ РЕКОМЕНДАЦИИИ ПО 
ИЗУЧЕНИЮ ДИСЦИПЛИНЫ 

1.1. Общие положения  

Для изучения дисциплины студенту предлагаются лекцион-

ные занятия и лабораторный практикум. Обязательным элемен-
том является также самостоятельная работа. Из 180 общих учеб-

ных часов 69 часов отводится на самостоятельную работу студен-
та. В рамках выделенных на самостоятельную работу часов сту-

дент должен производить подготовку к лабораторным работам, 
рейтинговым и экзаменационным проверкам, а также изучать те-

мы, отведенные преподавателем на самостоятельное изучение 

(темы 3.2 «Одномерная безусловная оптимизация.», 4.2 «Алго-
ритмы основных алгебраических операций.», 6.3 «Понятие 

сплайн-интерполяции функций», 8.2 «Численное решение крае-
вых задач для ОДУ.»). Помимо различных методических указаний 

и списка рекомендуемой литературы студент должен обсуждать 

возникающие у него вопросы на консультациях, назначаемых 
преподавателем. 

1.2. Планирование и организация времени, необхо-

димого для изучения дисциплины 

В таблице 1.1 представлено примерное распределение ча-
сов самостоятельной работы, которые студент должен отводить 

на тот или иной вид занятий. Тем не менее, учитывая особенно-

сти каждого студента, указанные часы могут варьироваться. 
 

Таблица 1.1 – Примерное распределение часов самостоятельной 
работы 

 
 

№ 
п/п 

Вид самостоятельной работы Объем времени, час 

очная заочная 

1 Закрепление лекционного материала  15  

2 
Изучение тем, вынесенных на самостоятель-
ное изучение (3.2, 4.2, 6.3, 8.2)  

7  

3 Подготовка к лабораторным работам 23  

4 Подготовка к рейтинговому контролю 10  

5 Подготовка к экзамену 14  

 Итого 69  
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Дисциплину следует изучать строго по плану занятий. Сту-

дент должен своевременно выполнять текущие лабораторные ра-
боты и защищать их во время занятий или на консультации. Каж-

дая лабораторная работа рассчитана на несколько  аудиторных 
часов. Примерное распределение часов для подготовки к сдаче 

лабораторных работ приведено в таблице 1.2. 
 

Таблица 1.2 – Примерное число часов для подготовки лаборатор-

ных работ 

№ 
лаб. 

раб. 

Тема и содержание  
лабораторного занятия 

№ темы из 
раздела 

Объем 
времени, 

час 

1 Л. р. №1 Основы погрешности вычислений. 2.1,2.2 4 

2 
Л.р. №2 Методы решения нелинейных 
уравнений. 

3.1 5 

3 
Л. Р. №3 Решение систем линейных алгеб-
раических уравнений. 

4.1 5 

4 
Л. Р. №4 Численные методы решения си-
стем нелинейных уравнений. 

5.1 5 

5 
Л.р. №5 Аппроксимация и интерполяция 
функций. 

6.1, 6.2 5 

6 Л.р. №6 Численное дифференцирование 7.1 3 

7 Л.р. №7 Численное интегрирование. 7.2 4 

8 Л.р. №8 Решение задачи Коши для ОДУ. 8.1 5 

 ИТОГО  36 

 

В ходе освоения курса студент должен сдать соответствен-

но: 

 к концу первого рейтингового блока 1, 2, 3 лабораторные 
работы; 

 к концу второго рейтингового блока 4, 5, 6, 7 и 8 лабора-

торные работы; 
К экзамену студент должен отчитаться по всем лаборатор-

ным занятиям. Темы, рассмотренные на лекционных занятиях, но 

не отраженные в лабораторных работах закрепляются студентом 
во время самостоятельной работы. 

1.3. Использование материала учебно-

методического комплекса 

Учебно-методический комплекс содержит лекционный курс, 
методические указания к лабораторным работам, вопросы к экза-

мену. 

При подготовке к лекциям студент изучает лекционные ма-
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териалы, рекомендованную и дополнительную литературу. 

Для подготовки к лабораторным работам, рубежному кон-
тролю требуется изучение лекционного материала, уверенное 

знание ответов на тестовые вопросы для закрепления материала. 
После самостоятельного выполнения всех заданий лабораторной 

работы, необходимо подготовится к ее защите на практических 
занятиях. 

1.4. Работа с литературой 

 Помимо лекций, рекомендованной (таблица 1.3) и допол-
нительной (таблица 1.4) литературы можно использовать также и 

другую литературу, имеющуюся в наличии в библиотеке или сети 
Интернет. 

 

Таблица 1.3 – Список основной литературы 

 
Автор 
 

Название Издательство 

Демидович Б.П., 
Марон И.А. 

Основы вычислительной математики : 
учеб. пособие 

СПб.: Лань 

Бахвалов Н.С.,  
Лапин А.В.,  

Чижонков Е.В. 

Численные методы в задачах и упраж-
нениях 

М: Лаборатория знаний 

Киреев В.И.,  

Пантелеев А.В. 

Численные методы в примерах и задачах 
 

СПб.: Лань 

 

Таблица 1.4 – Список дополнительной литературы 

 
Автор 

 

Название Издательство 

Бахвалов Н.С., 
Корнев А.А., 

Чижонков Е.В. 

Численные методы. Решение задач и 
упражнения. 

М: Лаборатория знаний 

Меркулова Н.Н., 

Михайлов М.Д.  

 

Методы приближенных вычислений: 

учебное пособие 

Национальный исследо-

вательский Томский 

государственный уни-
верситет 

1.5. Разъяснения по поводу работы с тестовыми ма-

териалами и подготовки к экзамену 

Для каждой лабораторной работы приведен список тесто-

вых вопросов. Эти вопросы предназначены для самотестирования 
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студентов при подготовке к выполнению работы. Следует прочи-

тать теоретическую часть методического материала, затем, отве-
чая на тестовые вопросы, убедиться в полном понимании этого 

материала и, затем, приступить к выполнению работы. 
При подготовке к экзамену необходимо повторить учебный 

материал, используя конспект лекций, основную, дополнительную 
и периодическую литературу, консультации. Итоговая аттестация 

осуществляется в форме письменного экзамена. Экзаменацион-

ный билет содержит три теоретических вопроса и два практиче-
ских задания. На экзамен выносится 50 рейтинговых баллов, ко-

торые прибавляются к баллам, заработанным студентом в ходе 
проверки текущей успеваемости. 

Условием допуска к экзамену является сдача всех преду-

смотренных курсом лабораторных работ. 
 

2. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №1:            

ОСНОВЫ ПОГРЕШНОСТЕЙ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

2.1. Цель работы 

Цель работы: Выработать навыки работы с приближенными 

числами, навыки применения формул для вычисления погрешно-
стей арифметических операций, функций одной и нескольких пе-

ременных. Познакомиться с базовыми понятиями теории погреш-
ностей на примере выполнения индивидуальной расчетной рабо-

ты. 
 

Рассматриваемые объекты: числовые величины, абсолют-

ные и относительные погрешности, функции многих переменных 
и ошибки представления их входных параметров. 

2.2. Основные понятия и соотношения 

При решении задачи на ЭВМ получается числовой резуль-

тат, который, как правило, не является точным, т.к. в процессе ее 

подготовки и реализации на ЭВМ (при постановке задачи и ходе 
вычисления)  возникают погрешности. Поэтому любая задача, 

связанная с массовыми действиями над числами, может быть ре-
шена с той или иной степенью точности.  

 Абсолютная и относительная погрешности 

 Обозначим через  А – точное значение числа; а – прибли-

жённое число. 

Определение. Абсолютная погрешность приближения равна  
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 аАа       (1) 

Определение. Предельной абсолютной погрешностью (ПАП) 
называется число, не меньшее возможной АП.  

 
**

аа аАа      (3) 

Тогда значение числа А записывается, как  

 
*

аА a         (4) 

 
Пример2. Число а= 45,3 получено округлением. Точное 

значение А не известно. Однако, пользуясь правилом округления 
(абсолютная ошибка не превосходит половины последнего остав-

ленного разряда), можно сказать, что 05,0* а . 

Следовательно, для точного числа А имеем  

05,03,45 А . 

Замечание. В качестве предельной абсолютной погрешно-

сти следует выбирать наименьшую допустимую оценку абсолют-

ной погрешности  aа  sup*
. 

Пример3. При вычислении длины отрезка оказалось, что 

ошибка измерения не превышает 0,5 см; тем более она не пре-
вышает 1,2 и 3 см. Однако, более точное представление (4) соот-

ветствует  сма 5,0*  . 

Замечание. На практике используют выражение «с точно-

стью до 0,01». Это означает, что ПАП  01,0* а  

 Для определения качества измерений необходимо опре-
делить, какую долю составляет АП или ПАП от измеряемой вели-

чины А. 

Определение. Относительной погрешностью (ОП) а  при-

ближённого числа а называется отношение АП  а   к  а , т.е. 

 
А

а

а


       (5) 

Определение. Число 0* а , заведомо превышающее ОП 

или ей равное, называется предельной относительной. 
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*

аа         (6) 

Из (5), (6) следует 

 
**

аа А         (7) 

 
За ПОП приближённого числа а можно принять 

 
А

а

а

*

* 
       (8) 

Учитывая, что аА  , из (7)б (8) имеем 

 
**

аа а        (9) 

Тогда получим  

а

а

а

*

* 
       (10) 

Верные знаки приближенного числа 

Пусть приближенное число a  в q -ичной системе представ-

лено конечной q -ичной дробью: 

1

1

1

1







  nm

nm

m

m

m

m qqqaA     

)( 2

2 










a

nm

nm q                             (11) 

Пример: 
3 4 5 6

1 100,007001 7 10 0 10 0 10 0 10a              

56789

102 1001031001001022003000000 a

 

Определение: 
 Говорят, что n  первых значащих цифр приближенного к 

A  числа a  являются верными, если абсолютная погрешность 

этого числа aAa   не превышает половины (в узком смыс-

ле) единицы разряда (и самой единицы - в широком смысле), вы-
ражаемого n -ой значащей цифрой, считая слева направо, т.е. 

1m n

a r q        
2

1
r  - в узком смысле 

1r  - в широком смысле 
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Тогда по определению в (*) первые n  цифр 

11 ,,,  nmmm    этого числа являются верными (в узком и ши-

роком смысле).  

  
Практическое правило округления: 

 При выполнении приближенных вычислений число знача-

щих цифр промежуточных результатов не должно превышать 
числа верных цифр более, чем на одну или две единицы. 

Сохранение запасных знаков имеет тот смысл, что обычно 
оценка погрешностей результатов производится для наихудших 

вариантов, и фактическая погрешность может оказаться значи-

тельно меньше максимальной теоретической. 
Точность приближенного числа зависит не от количества 

значащих цифр, а от количества верных значащих цифр. 
 

Пример: 

Для точного значения 1097,35A  число 1000,36a  явля-

ется приближением с тремя верными знаками, т.к. 

05,010
2

1
03,0 1

10  aA  и 1m ,   

311  nnm   

2.3. Практическая часть 

1.  Провести анализ предельных значений абсолютных и 

относительных погрешностей заданных в каждом индивидуальном 
варианте задания.  

2.   Определить верные знаки числовых данных (в широком 

и узком смысле). 
3.   Оценить предельные абсолютные и относительные по-

грешности вычисления функции при неточных входных данных. 
Результаты работы оформить в виде отчета. 

2.4. Примеры реализации 

Задача. Определить ПАП и ПОП объёма шара 
3

6
1 dV   , если 05.07,3  смd , а 14,3    

( 14159,3 ). 

 

Решение.   
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5,21
2

1,44,8
6

1 23 








d

d

V
d

V



 

В силу (10) для ПАП объёма 
* 31,088 1,1( )V см    

Поэтому ПАП  
33 )1,14,27(

6
1 смdV   .  

Отсюда ПОП %40397,0
4,27

088,1* V  

Задача 1. Дано приближенное число  и из-

вестно, что у этого числа три верных значащих цифры в широком 

(узком) смысле. Оценить абсолютную и относительную погреш-
ность в обоих случаях. 

Решение. Поскольку у числа  три верных цифры в широ-

ком (узком) смысле, то абсолютная погрешность данного числа не 

превосходит единицы (половины единицы) последнего верного 
разряда, т.е. 

 

   

 

 
 

Задача 2. Дано приближенное число   и его 

абсолютная погрешность  

Определить, какие значащие цифры приближенного числа 

будут верными в широком (узком) смысле. 
Решение. В силу соотношения (5) имеем: 

   

Решение этого неравенства есть: 

   

 

Таким образом, у приближенного числа , по 

крайней мере, три верных знака в широком смысле и два верных 

знака в узком смысле. Про остальные цифры мы не можем,  ска-
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зать, верные они или нет. 

Задача 3. Дано приближенное число   и его 

относительная погрешность  

Определить, какие значащие цифры приближенного числа 
будут верными в широком (узком) смысле. 

Решение. 

Определим  и потребуем вы-

полнения неравенства (5): 

   

Решив это неравенство, получим: 

   

Таким образом, у приближенного числа, по крайней мере, 

два верных знака в широком и узком смысле. Про остальные циф-

ры мы не можем, сказать, верные они или нет. 

2.5. Задание 1  

Найти предельные  абсолютные и относительные погреш-
ности чисел, если они имеют только верные цифры (Табл. 2.1): 

а) в узком смысле,  б) в широком смысле. 

Таблица 2.1 – Варианты заданий  

1.     
  

а) 11,445, б) 2,043 21. 
  

а) 2,4516, б) 0,863 

2.     

  

а) 8,345, б) 0,288 22. 

  

а) 5,6432, б) 0,00858 

3.     

  

а) 0,374, б) 4,348 23. 

  

а) 12,688, б) 4,636 

4.     
  

а) 41,72, б) 0,678 24. 
  

а) 15,644, б) 6,125 

5.     

  

а) 18,357, б) 2,16 25. 

  

а) 16,383, б) 5,734 

6.     

  

а) 14,862, б) 8,73 26. 

  

а) 18,275, б) 0,00644 

7.     
  

а) 0,3648, б) 21,7 27. 
  

а) 3,75, б) 6,8343 

8.     

  

а) 0,5746, б) 236,58 28. 

  

а) 26,3, б) 4,8556 

9.     

  

а) 5,634, б) 0,0748 29. 

  

а) 43,813, б) 0,645 
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10.   а) 20,43, б) 0,576 30. 

  

а) 3,643, б) 72,385 

11.   а) 12,45, б) 3,4453 31. 

  

а) 3,425, б) 7,38 

12.   а) 2,3445, б) 0,745 32. 
  

а) 0,573, б) 3,6761 

13.   а) 0,5746, б) 42,884 33. 

  

а) 0,3825, б) 24,6 

14.   а) 3,4, б) 0,078 34. 

  

а) 0,856, б) 23,508 

15.   а) 2,4342, б) 0,57004 35. 
  

а) 5,60234, б) 0,07 

16.   а) 112,5, б) 0,04453 36. 

  

а) 20,4143, б) 0,51 

17.   а) 0,576, б) 2,5008 37. 

  

а) 12, б) 53,3 

18.   а) 25,613, б) 0,0748 38. 
  

а) 2.35, б) 0,74015 

19.   а) 0,4223, б) 0,57 39. 

  

а) 92.451, б) 103,43 

20.   а) 112,45, б) 3,4 40. 

  

а) 2010.345, б) 0,44745 

2.6. Задание 2 

Вычислить значение  величины z (Табл. 2.2) при заданных 

a, b и c c систематическим учетом абсолютных погрешностей по-

сле каждой операции. Найти абсолютную и относительную по-
грешности z, и определить по ним количество верных цифр в z, 

если все значащие цифры a, b и c верны в узком смысле: 
 

Таблица 2.2 – Варианты заданий  

№ Задание  Исходные 
данные 

№ Задание  Исходные 
данные 

1.  

cab

ba
z





4

 

a = 0,317 
b = 3,27 

c = 4,7561 

21.  

ac

cb
z






)ln(2

 

a = 0,038 
b = 3,9353 
c = 5,75 

2.  

acb

cb
z






)ln(

 

a = 0,0399 
b = 4,83 

c = 0,0721 

22.  

cab

ba
z






3)ln(

 

a = 7,345 
b = 0,31 

c = 0,09871 

3.  

ca

ba
z





3  

a = 1,0574 
b = 1,40 

c = 1,1236 

23.  

bca

batg
z






2

)(2

 

a = 0,2471 
b = 0,0948 
c = 4,378 
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4.  

ba

cab
z

3)ln(

4






 

a = 12,72 

b = 0,34 
c = 0,0290 

24.  

cab

ca
z





4

 

a = 1,284 

b = 4,009 
c = 3,2175 

5.  

bc

btga
z





13

)(

 

a = 3,49 
b = 0,845 
c = 0,0037 

25.   
)ln(

sin

bc

ba
z






 

a = 18,407 
b = 149,12 
c = 2,3078 

6.  

cb

bac
z






3

 

a = 0,0976 
b = 2,371 

c = 1,15887 

26.  

 ca

ba
z



sin

)ln(

 

a = 29,49 
b = 87,878 
c = 4,403 

7.  

cb

ba
z






)ln(

 

a = 82,3574 
b = 34,12 

c = 7,00493 

27.  

bca

b
z




)ln(8.0

 

a = 74,079 
b = 5,3091 
c = 6,234 

8.  

cab

ba
z






2

 

a = 3,71452 
b = 3,03 
c = 0,756 

28.  

)ln(cbc

a
z




 

a = 3,4 
b = 6,22 
c = 0,149 

9.  

ab

cb
z

23

)cos(






 

a = 0,11587 
b = 4,256 

c = 3,00971 

29.  

cb

ab
z

2


 

a = 5,387 
b = 13,527 
c = 0,7565 

10.  

ba

cb
z





2

)(

 

a = 4,05 
b = 6,723 

c = 0,03254 

30.  

cb

ca
z

6

)sin(
2 




 

a = 1,75 
b = 1,215 
c = 0,041 

11.  

ca

ab
z

12

)ln(
2 




 

a = 0,7219 
b = 135,347 
c = 0,013 

31.  

ca

ab
z

3

)sin(






 

a = 3,672 
b = 4,63 

c = 0,0278 

12.  

bc

ac
z

10)ln( 


 

a = 0,113 
b = 0,1056 
c = 89,4 

32.  

ba

bca
z






)(3

 

a = 13,57 
b = 3,7 

c = 4,226 

13.  

ba

bc
z






2

10

 

a = 1,247 
b = 0,346 
c = 0,051 

33.  

a
c

ab
z 

 

a = 0,317 
b = 13,57 
c = 0,751 

14.  

ba

ca
z

3

)( 2






 

a = 11,7 
b = 0,0937 
c = 5,081 

34.  

cba

ba
z






 

a = 0,317 
b = 33,827 
c = 14,85 

15.  

ba

cb
z






)ln(  

a = 18,035 

b = 3,7251 
c = 0.071 

35.  

)2cos( ac

ab
z




 

a = 5,52 

b = 3,27 
c = 14,123 

16.  

)ln(2

3

ab

ca
z






 

a = 5,7568 
b = 21,7 
c = 2,65 

36.  

ca

cba
z






 

a = 9,542 
b = 3,128 
c = 0,17 

17.   
2

3

5

4

ab

ca
z






 

a = 5,33 
b = 23,123 
c = 8,802 

37.  

)()ln( btga

abc
z




 

a = 9,79 
b = 2,3327 
c = 4,198 
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18.  3

)ln(

6














ac

ba
z

 

a = 6,0031 

b = 1,005 
c = 1,6135 

38.  bcaz )3ln(   
a = 6,66 

b = 3,5 
c = 1,141 

19.  2

3

)cos(2














bc

ba
z

 

a = 0,037 
b = 5,777 
c = 3,441 

39.  

3

)4(

b

catg
z




 

a = 5,147 
b = 6,222 
c = 0,0075 

20.  ))ln(sin(23 cbaz   
a = 8,317 
b = 13,521 
c = 6,123 

40.   
)sin(

sin

ca

ba
z






 

a = 2,258 
b = 0,027 
c = 9,87 

2.7. Задания на общую формулу погрешности 

1. Удельное электрическое сопротивление  металла круг-

лого провода длиной l м с поперечным сечением d мм и сопро-

тивлением R Ом определяется по формуле l

Rd

4

2
 

. Найти , 

если l = 12,50  0,01 м, d = 2,00  0,01 мм, R = 0,068  0,0005 Ом, 

 = 3,141  0,0001. Определить относительную погрешность .  

2.  Вертикальный цилиндрический резервуар наполнен 

жидкостью. Определить время, необходимое для опорожнения 

резервуара через круглое отверстие в дне. Диаметр резервуара D 

= 10,01 м, высота уровня жидкости Y = 2  0,02 м, диаметр от-

верстия дна d = 0.03  0,001 м, коэффициент расхода  = 0,61  

0,02. Расчет (в секундах) ведется по формуле 
gd

HD

22

2




 

2.8. Задания на обратную задачу теории погрешно-

стей 

1. С какой точностью надо измерить радиус круга R = 30,5 

см и со сколькими знаками взять , чтобы площадь круга была 

известна с точностью до 0,1%? 

2. Стороны прямоугольника a  5 м, b  200 м. Какова допу-

стимая предельная абсолютная погрешность при измерении этих 

сторон, одинаковая для обеих сторон, чтобы площадь S прямо-
угольника можно было определить с предельной абсолютной по-
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грешностью 
21 мS 
? 

2.9. Примеры выполнения задания 1,2 

Задание 1: Найти предельные абсолютные и относительные 

погрешности чисел, если они имеют только верные цифры: 
а) в строгом смысле                  б) в широком смысле  

 

     
 

              
 

*100                   

 

 
 

Ответ: абсолютная погрешность для числа х:  от-

носительная погрешность числа х  абсолютная по-

грешность для числа y:         относительная погреш-

ность числа y . 

 
Задание 2.  

Вычислить значение величины z с помощью ЭВМ при заданных 
значениях a и b с систематическим учетом абсолютных погрешно-

стей после каждой операции, если все значащие цифры верны в 
строгом смысле.  

 

         

 
Решение: 

Для получения значения величины z необходимо выполнить 6 

действий. Будем вычислять абсолютную погрешностть после каж-
дого действия с целью определения количества верных цифр в 

промежуточных результатах. 

Т.к. цифры верны в строгом смысле, то абсолютные значения 
данных чисел a, b равны соответственно:  

 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Методы вычислений 

 

 19 

                    
 
 

1)         

 

                        

 

 

 
Значит, в числе а1 верны цифры до сотых (т.е.3, 5, 1, а 

остальные - сомнительные. т.е.  

   (сохраняем одну сомнительную цифру) 

  

2)          

 

                    

 

 

Значит, в числе b1 верны цифры до десятых (т.е.3, 7, а 

остальные - сомнительные. т.е.    (сохраняем одну со-

мнительную цифру)  

 

3)                        
 

 
 

                    

Значит, в числе chicl верны цифры до десятых (т.е.7, 2, а 

остальные - сомнительные. т.е.  (сохраняем одну 

сомнительную цифру). 

 

4)                   
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Значит, в числе а2 верны цифры до тысячных (т.е.2, 5, 1, 2, 

а остальные - сомнительные. т.е.    (сохраняем одну 
сомнительную цифру).  

 

5)        

 

               

 

 

 
Значит, в числе chicl верны цифры до единиц (т.е.1, 6, а 

остальные - сомнительные. т.е.     (сохраняем одну 

сомнительную цифру)  
 

6)                       

 

                

 

 

 
Значит, в числе z верны цифры до сотых (т.е.0, 4, 3, а 

остальные - сомнительные. т.е.   (сохраняем одну со-

мнительную цифру)  
 

                 

 

т.к. первая значащая цифра в относительной погрешности 
4<5, то сравниваем относительную погрешность с числом  

 
Это значит, что в числе 0.4339285714 две цифры (4,3) вер-

ны в строгом смысле по относительной погрешности.  

Ответ:  
Величина z=0,434. Две цифры 4, 3 верны по абсолютной погреш-

ности, 

две цифры верны по относительной погрешности.  
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2.10. Индивидуальные задания для лабораторной ра-

боты и рубежного контроля 

Практическую часть, этапы которой отмечены выше, реали-

зовать для приближенного вычисления значения функции y при 
условии выбора точности ее аргументов с четырьмя верными зна-

ками. Варианты индивидуального задания функции y приведены 
ниже: 
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3. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2:             

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ      

УРАВНЕНИЙ  

3.1. Цель работы 

Сформировать представление о применении уравнений в 

различных областях деятельности, знания об основных этапах 
решения уравнения. Познакомиться с методами и алгоритмами 

решения нелинейных уравнений, приобрести умения и навыки 
разработки математического обеспечения на основе реализации 

изученных алгоритмов. Сформировать навыки в выборе того или 
иного программного средства для проверки правильности 

найденного результата. 

  
Рассматриваемые объекты: нелинейные уравнения, методы 

отделения и уточнения корней нелинейных уравнений, графиче-
ские компьютерные средства визуализации результатов работы. 

3.2. Практическая часть 

1.   Реализовать графический, или аналитический (алгорит-
мический) метод отделения (локализации) корней нелинейных 

уравнений. 
2.   Написать в любой программной среде процедуру метода 

половинного деления уточнения корня нелинейного уравнения. 
3.   Написать в любой программной среде процедуру метода 

хорд или секущих уточнения корня нелинейного уравнения. 

4.   Написать в любой программной среде процедуру метода 
Ньютона нахождения корня нелинейного уравнения. 

5.   Написать в любой программной среде процедуру метода 
простой итерации нахождения корня нелинейного уравнения. 

Проверить условие сходимости. 

6.   Выполнить анализ и сравнение результатов, получен-
ных различными методами, построить их графическую иллюстра-

цию. 
7.   Результаты работы программных модулей проверить с 

помощью встроенных функций или вычислительных блоков СКМ, 

оценить точность полученных значений. Все полученные резуль-
таты оформить в виде отчета. 

3.3. Задание 

Для нелинейного уравнения f(x)=0 (задачи 1, 2)  отделить 

корни (п.1) и уточнить их с помощью метода половинного деле-
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ния для задачи 1  (п.2) и с помощью двух других методов для за-

дачи 2  (п.3,4,5) с точностью  = 0,00001. Далее выполнить п.6,7 

практической части. 

3.3.1. Задача 1 

1. При расчете воздушного стального провода получили 
уравнение для определения усилия натяжения при гололеде 

0101,94443 523  FF . Найти положительный корень (уси-

лие натяжения). 

2. При решении вопроса об излучении абсолютно черного 

тела встречается уравнение 
1

5

1
 ue u

. Решить его. 

3. Решить уравнение 0
2

1
1



xex , которое встречается в 

задаче о наивыгоднейшей конструкции изоляции для труб. 

4. Решить уравнение 0,)ln(  muu m , встречающее-

ся в электротехнике. 
5. Наибольшая скорость воды в трубе круглого сечения до-

стигается тогда, когда центральный угол удовлетворяет уравне-

нию xx )tg( . Определить этот угол. 

6. В задаче о распределении тепла в стержне встречается 

уравнение 0)tg(  xx  . Решить его. 

7. При исследовании беспроволочного излучателя получено 

уравнение constccxx  ,)tg( . Для какого наименьшего поло-

жительного или отрицательного значения х постоянная равна 1.  

8. Решить уравнение x

p

p

x
x )tg(2

, которое встречается 

при решении задачи о распространении тепла в стержне при 
наличии лучеиспускания в окружающее пространство. 

9. При определении критической нагрузки для балки, сво-
бодно опирающейся одним концом, закрепленной другим и сжи-

маемой продольной силой, встречается уравнение 






p

p
tg

. 

Решить его при р = 2, полагая, что x . 

10. Площадь кругового сегмента, дуга которого , определя-

ется формулой  
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a. 
)sin(

2

1 2   RQ
 

b. ( есть радианная мера дуги). Найти сегмент, площадь ко-

торого равна 1/5 площади круга (найти сегмент – значит найти 

угловую меру его дуги). 
11. Прямоугольная стальная пластинка 150х100 см и толщи-

ной 0,5 см защемлена по краям и подвергается действию равно-

мерно распределенной нагрузки, равной 0,25 кг/см2. Стрела про-
гиба z определяется из уравнения  

a. 4,9670,005,1 3  zz  
b. Найти z, решив данное уравнение (найти корень с че-

тырьмя значащими цифрами). 

12. Шар радиуса R разделить на m частей, равных по объему, 

путем проведения плоскостей, параллельных между собой (m=5; 
m=10). Отношение h:R найти с пятью верными десятичными зна-

ками (h – высота шарового слоя). 

13. Найти корень уравнения x
e x 2

2  

 с точностью до трех 

десятичных знаков. (Уравнения такого типа встречаются при изу-
чении колебаний стержня под действием продольного удара). 

14. Найти наименьший положительный корень уравнения 

xx 6,0)tg(  с тремя верными десятичными знаками. (уравнение 

встречается при изучении теплового режима в стенке). 

15. Найти наименьший положительный корень уравнения 

x
x

6,0
)tg(




с тремя верными десятичными знаками.  

3.3.2. Задача 2 

Таблица №3.1 – Варианты заданий 

№ Уравнение № Уравнение 

1.  051243 234  xxx  
12.  35,0sin  xx  

2.  2)2(15,0  xx

 
13.  0)374,0cos(  xx  

3.    1)3(log4 5.0

2
 xx

 
14.  5,02)5,0sin(  xx  

4.  1)2cos(2 xx  
15.  0)1(ln 3  xx  

5.  12)2( 2  xx  
16.  123  xex  

6.     1212
2

 xx  
17.  xx  5,1)6.0sin(2  
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№ Уравнение № Уравнение 

7.   22,1cos)2(  xxx  
18.  8ln85  xx  

8.  1)11lg()2( 3  xx  
19.  )2lg(  xx

 
9.  1sin5  xx  20.  010sin8,1 2  xx  
10.  234  xx  

21.  0)05,1ctg( 2  xx  
11.  

01
3

lg2 
x

x
 

22.  
1

5
ctg 

x
x

 
23.  

15,0
3

sin2 2 







 xx


 

32.  
0

62

7
lg 



x

x
 

24.  035,02 2  xx  
33.  02,14,01,0 23  xxx  

25.  3)5,0cos( xx   
34.  5,0)1lg(5,0  xx  

26.  252  xe x  
35.  215,0sin xx   

27.  08,0)5,0sin(  xx  
36.  5,0lg2  xx  

28.  

22
,1tg3


 xxx

 

37.  
xex

2

1
)2( 2 

 
29.  02)1arctg(  xx  

38.  6)2lg(  xx
 

30.  
34

6
cos2 2 








 xxx


 

39.  

x
x

1
1 

 

31.  04,05 22  xx  
40.  0sin42  xx  

 

3.4. Пример использования для решения нелиней-

ного уравнения системы компьютерной матема-

тики Mathcad 

Решение нелинейных уравнений 

 
Отделяем корни уравнения графически 

 

  

f x( ) 2 x( ) e
x

 0.5  



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Методы вычислений 

 

 26 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Проверка решения задачи встроенными возможностями па-

кета: 

 

с помощью встроенной функции root() 

 

 

root f x( ) x( ) 1.9272202  

 
 

с помощью блока given ...find  

 
 
 

 
 

 
 

 
 

с помощью блока  given...minerr 

 
 

 
 

 

4 2 0 2 4

4

2

2

4

f x( )

x

 

1 способ  

x 1.5  приближенное 
значение корня 

2 способ 

x 1.5  

Given 

f x( ) 0 

Find x( ) 1.927224  

3 способ 

x 1.5  

Given 

f x( ) 0 
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Программный модуль для реализации метода половинного 

деления: 

Minerr x( ) 1.927224  

Div2 f x1 x2   L x2 x1

c
x2 x1

2


x2 c f c( ) f x1( ) 0if

x1 c otherwise

L x2 x1

L while

c

  

 0.00001  

x1 Div2 f 0 3    

x1 1.9272251  

Div2I f x1 x2   L x2 x1

i 1

c
x2 x1

2


x2 c f c( ) f x1( ) 0if

x1 c otherwise

L x2 x1

R
i 1

i

R
i 2

c

i i 1

L while

R

  

y Div2I f 0 3    

n 1 rows y( )  
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Зависимость значения корня от шага 

итерации. 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

3.5. Примеры использования аналитического про-

цессора Maple 

Для аналитического решения алгебраических уравнений 

используется команда solve. Параметры: 
eqs - уравнение (или система уравнений, в фигурных скоб-

ках, разделенных запятыми – типа множества); 
vrs - переменная (или множество - группа переменных в 

фигурных скобках). 
Эти аргументы можно задать непосредственно в теле ко-

манды. Возможно и предварительное введение поименованных 

выражений или множеств с последующим указанием их имен в 
качестве параметров команды. Если в качестве первого парамет-

ра команды solve ввести выражение, то приравнивание этого вы-
ражения нулю производится автоматически.  

Для множества решений можно ввести индексируемую пе-

ременную, например dim для уравнения 03  xx , и обра-

щаться к конкретному решению по его индексу:  

y

1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

1 1.5

2 2.25

3 1.875

4 2.063

5 1.969

6 1.922

7 1.945

8 1.934

9 1.928

10 1.925

11 1.926

12 1.927

13 1.927

14 1.927

15 1.927

16 1.927



 

0 5 10 15 20
1.5

1.75

2

2.25

2.5

y n 2

y n 1
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> dim:=solve(x^3-x=0,x);  

  sols:=0,1,-1 
> dim[3]; 

  -1 
Иной пример решения трансцендентного уравнения  

22)cos( x : 

> restart: f:=1/sqrt(2)-cos(Pi*x): 

> res:=solve(f,x); 

 := res
1

4
 

Хотя по умолчанию система Maple пытается аналитически 
найти все действительные корни, но в последнем случае получе-

но только одно главное значение решения. Определим множество 
периодических решений, используя команду вывода всех решений 
allvalues()и полагая значение специального параметра, ответ-

ственного за периодику, равным True: 
> _EnvAllSolutions:=true:res:=solve({f},x): 

> allvalues(res); 

{ }x  
1

4

1

2
_B1 2 _Z1

with assumptions on  and_B1 _Z1

 

Здесь в решении _B1 и  _Z1 - любые натуральные числа, 
определяющие множество периодических решений.  

Для решения системы уравнений задаем параметры коман-
ды solve()типом множества (в фигурных скобках), используя в 

качестве первого параметра описание системы, а второго – мно-
жество искомых аргументов: 

> restart: 

> solve({x*y=0, x^2+y^2=1},:={x,y}); 
, , ,{ },y 0 x 1 { },y 0 x -1 { },y 1 x 0 { },y -1 x 0  

> eqns:={x*y=0, x^2+y^2=1, x<>0}: 

> solve(eqns,vars); 
,{ },y 0 x 1 { },y 0 x -1  

Видно, что универсальная команда solve() позволяет ре-
шать и смешанные системы типа равенства и неравенства. 

 
Примеры численного решения уравнений и систем. 

Для численного решения уравнений или систем используйте 
команду fslve(eqs, ,ops), в кторой eqs,vrs имеют тот же смысл, 
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что и в команде solve(eqs), а параметры ops могут принимать 

значения: 
cmplx – поиск действительных и комплексных корней; 

vrs=a...b  - поиск корней в интервале, заданном типом 
«диапазон»; 

fldgt – использование арифметики с наибольшей мантис-
сой, заданной Dgt; 

mxss=n – наибольшее количество разыскиваемых реше-

ний. 
 Воспользуйтесь следующими примерами численного поис-

ка корней: 
> restart: 

> fslve( cos(x)=-1 ); 
3.141592654  

> fslve( sin(Pi*x)=0,x=0.5..1.5 ); 
1.000000000  

> res:=fslve( x^3+x=0,x,complex); 
 := res , ,-1.000000000 I 0. 1. I  

В последнем примере за счет задания опции cmplx  найден 

не только действительный тривиальный корень 0, но и мнимые I  

 
Численная реализация алгоритма метода Хорд 

Задается нелинейное уравнение: 
 

 

Преобразуем его к приведенному виду: 
 

 
Здесь левую часть обозначим как функцию 

 

 
Табулируем ее 

 
Таблица 3.2 – Табулирование функции 

x y=f(x) 

0 0,20271 

1 -0,15771 

2 -1,42785 

3 -16,6966 

  22.0*5.0 xxtg 

  02.0*5.0 2  xxtg

  22.0*5.0)( xxtgxf 
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4 -17,3738 

5 -25,4727 

6 -35,9415 

7 -48,3753 

8 -62,2222 

9 -0,28724 

10 -101,886 

 

Отделим корни, используя таблицу 3.2 или график функции. 
Из таблицы или графика видно, что функция меняет знак на от-

резке [0, 1]. Следовательно, корень находится внутри этого от-

резка, границы которого обозначим как a=0,  b=1. 
Реализуем итерационный процесс метода хорд, уточняющий 

значение x - приближенного значения корня на основе итераци-
онной формулы 

 

 
 

Тогда расчетная таблица метода хорд принимает вид 
 

Таблица 3.3 - Расчетная таблица метода хорд 

№ a b x f(a) f(b) f(x) Δ 

1 0 1 0,562425 0,20271 
-

0,15771 0,205831 1 

2 0,5624247 1 0,810172 0,205831 
-

0,15771 0,035251 0,437575 

3 0,8101717 1 0,84485 0,035251 

-

0,15771 0,003805 0,189828 

 
Вывод: В результате реализации трех итераций метода хорд 

определена точка x=0,84485, являющаяся приближенным значе-
нием корня уравнения с точностью 0,004 (по значению функции) 

3.6. Численная реализация алгоритма метода поло-

винного деления 

Отделить корень уравнения  f(x)≡Cos(x) – x = 0 и уточнить 

его методом половинного деления  с точностью |f(x)|< 0,01. 
Ниже приведена таблица итераций (k- номер шага) при-

ближенного вычисления корня с использованием итерационной 

)()(

)()(

afbf

afbbfa
x
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формулы метода половинного деления x=(a+b)/2. 

 
Таблица 3.4 – Уточнение корня методом половинного деления 

k a b x=(a+b)/2 f(a) f(b) f(x) 

1 0 1 0,5 1 -0,4597 0,377583 

2 0,5 1 0,75 0,377583 -0,4597 -0,01831 

3 0,5 0,75 0,625 0,377583 -0,01831 0,185963 

4 0,625 0,75 0,6875 0,185963 0,377583 0,085335 

5 0,6875 0,75 0,71875 0,085335 0,377583 0,033879 

6 0,71875 0,75 0,734375 0,033879 0,377583 0,00787 

 
Видно, что для достижения требуемой точности нахождения 

корня потребовалось шесть итераций метода половинного деле-
ния. 

3.7. Индивидуальное задание для рубежного кон-

троля 

Для нелинейного уравнения f(x)=0 найти решение одним из 

численных методов (п.2-5 практической части). В конкретном ва-
рианте задания для списочного номера n=Nst следует использо-

вать функции следующих классов:  
 

        Таблица 3.5 – Варианты индивидуальных заданий 

Nst f(x) 

1 - 10 (x^n)*exp(-n*x)-cos(x/n) 

11 - 20 ln(x)- (x^n)*exp(-n*x) 

> 20 1/(x+n)+sin(x/n) 

 

4. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №3:          

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

4.1. Цель работы 

Цель работы: Освоить прямые и итерационные методы и 

алгоритмы решения систем линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ), приобрести навыки разработки математического обеспе-
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чения на основе реализации стандартных и модифицированных 

алгоритмов. 
 

Рассматриваемые объекты: линейные алгебраические урав-
нения, методы поиска корней линейных алгебраических уравне-

ний, компьютерные инструментальные средства программной ре-
ализации алгоритмов и методов, компьютерные средства автома-

тизации решения вычислительных задач, графические компью-

терные средства визуализации результатов работы. 

4.2. Практическая часть 

1. Реализовать прямой метод Гаусса или Гаусса-Краута (с 
выбором ведущего элемента по столбцу) или Гаусса-Жордана по-

иска корней систем линейных алгебраических уравнений. 

2. Написать в любой программной среде итерационную 
процедуру метода Зейделя или метода простой итерации решения 

СЛАУ. 
3. Реализовать нахождение корней систем линейных алгеб-

раических уравнений с помощью стандартных компьютерных 
средств автоматизации решения вычислительных задач (напри-

мер, с помощью СКМ MathCad или MAPLE). 

 4. Выполнить анализ и сравнение результатов, полученных 
различными методами и способами. 

5. Результаты работы оформить в виде отчета. 

4.3. Метод Гаусса для решения систем линейных ал-

гебраических уравнений 

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений: 



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

..................

...

...

2211

22222121

11212111

 (1) 

при условии, что матрица )( ijaA   невырождена, то есть 

ее определитель не равен 0. 

Метод Гаусса состоит в преобразовании системы (1) к рав-
носильной системе с верхнетреугольной матрицей (прямой ход): 
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112121

 (2) 

Далее из системы (2) последовательно находят значения 

всех неизвестных 11,...,, xxx nn   (обратный ход метода Гаусса). 

4.4. Реализация Метода Гаусса в системе Mathcad и 

нахождение решения системы различными спо-

собами 

1. Задание матрицы коэффициентов системы и вектор-

столбца свободных членов: 
 

 
 

 
 

2. Прямой ход метода Гаусса – приведение системы к тре-

угольному виду. 
Документ Mathcad, реализующий прямой ход метода Гаусса, 

состоит из двух блоков. 
Функция, переставляющая строки матрицы при обнаруже-

нии в текущей строке нулевого элемента на главной диагонали: 
Exchange C i( ) k i 1

k k 1

C
k i

0while

s C
i j



C
i j

C
k j



C
k j

s

j 0 rows C( )for

C



 
Функция, возвращающая преобразованную к треугольному 

виду расширенную матрицу системы: 

b

0.15

0.11

0.12











  
A

0.13

0.75

0.28

0.14

0.18

0.17

2.0

0.77

0.39
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SimplexA b( ) N rows A( )

C augment A b( )

i 0

C Exchange C i( ) C
i i

0if

C
i N j

C
i N j

C
i i



j 0 Nfor

 C
m i



C
m j

C
m j

 C
i j



j i Nfor

m i 1 N 1for

i 0 N 2for

C
N 1 N

C
N 1 N

C
N 1 N 1



C
N 1 N 1

1

C



 

SimplexA b( )

1

0

0

1.077

1

0

15.385

10.903

1

1.154

0.765

0.031













 
 
3.  Обратный ход – нахождение значений неизвестных пе-

ременных в соответствии с формулами (2). 
Функция, возвращающая значения неизвестных, вычислен-

ных обратным ходом: 
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4. Реализация метода Гаусса-Жордана с использованием 
встроенных функций Mathcad: 

augment(M1,M2) – объединяет в одну две матрицы М1 и М2, 
имеющие одинаковое число строк (М1 и М2); 

rref(A) – приводит матрицу А к ступенчатому виду путем 

элементарных операций с ее строками; 
submatrix(A,i,j,k,l) – формирует матрицу, являющуюся бло-

ком матрицы А, расположенном в строках с i по j и в столбцах с k 
по l. 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

5.  Решение системы с помощью встроенной функции 
lsolve(A,b), которая возвращает вектор x  для системы ли-

нейных уравнений bxA  при заданной матрице коэффициен-

тов A  и векторе свободных членов b . 

 
 

Gauss A b( ) C SimplexA b( )

N rows A( ) 1

v
N

C
N N 1



v
N j

1

C
N j N j

C
N j N 1

0

j 1

k

C
N j N k

v
N k


















j 1 Nfor

v

  

Gauss A b( )

0.216

0.422

0.031











  

s A b( ) c augment A b( )

d rref c( )

x submatrix d 0 2 3 3( )

  

s A b( )

0.216

0.422

0.031











  

X0 lsolve A b( )  
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6. Матричный метод решения системы: 

 
 

 

 
 

7. Решение системы с помощью блока ()...FindGiven : 

 

 
 
  

 

 

 
 

 

 

8.  Решение системы с помощью блока ()...MinerrGiven : 

 

 

 

 

 
 

 

 

4.5. Задание к лабораторной работе №3 

Решить систему линейных алгебраических уравнений с тре-
мя неизвестными прямым методом (п.1) и итерационным (п.2) с 
точностью  = 0,00001. Систему выбрать согласно варианту из 
таблицы 4.1 и выполнить п.3-5 практической части. 

 
 
        

X0

0.216

0.422

0.031











  

X1 A
1

b  X1

0.216

0.422

0.031











  

X

0

0

0











  

Given 

A X b 

X Find X( )  X

0.216

0.422

0.031











  

X2

0

0

0











  

Given 

A X2 b 

X2 Minerr X2( )  X2

0.216

0.422

0.031
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Таблица 4.1 

№ Задание № Задание 

1.  















83,125,035,060,0

32,043,025,030,0

97,120,045,021,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.  















47,437,1649,346,2

28,231,336,2584,1

86,539,141,238,14

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

2.  















47,011,165,032,0

95,184,117,186,0

18,276,065,153,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

9.  















56,5537,899,792,3

44,627,022,504,8

41,1461,1121,434,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3.  















37,065,005,035,0

31,006,034,001,0

15,015,094,045,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

10.  















75,364,488,813,1

33,262,732,225,6

25,111,973,002,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

4.  















32,010,034,003,0

42,071,010,015,0

34,015,005,063,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

11.  















98,099,002,001,1

66,007,001,099,0

82,003,092,062,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

5.  















60,030,020,020,1

40,050,110,030,0

30,010,060,120,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

12.  















67,119,004,191,0

73,385,099,004,0

04,296,007,010,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

6.  















32,010,034,050,0

30,060,120,010,0

60,020,020,130,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

13.  















06,008,102,097,0

08,008,111,103,0

18,877,084,062,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

7.  















32,010,034,005,0

02,005,029,058,0

74,081,044,020,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

14.  















69,069,095,013,0

12,005,099,090,0

29,976,137,063,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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№ Задание № Задание 

15.  















67,2736,648,757,5

49,4975,1103,1942,7

40,411075,1134,6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

25.  















31,574,11074,9

27,188,044,016,0

36,124,088,098,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

16.  















12,039,017,028,0

11,077,018,075,0

15,000,214,013,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

26.  















33,014,056,087,0

23,093,019,098,0

25,094,094,021,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

17.  















92,5688,4893,875,6

48,4318,987,4934,4

76,936,654,843,56

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

27.  















3,9202,13,9434,3

5,2685,184,14,74

08,4606,107,443,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

18.  















83,086,042,142,1

32,054,174,054,1

58,022,044,066,0

321

321

321

xхx

xxx

xxx

 

28.  















12,178,035,000,1

22,004,372,028,0

33,028,754,372,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

19.  















01,172,044,012,0

77,004,086,002,0

56,012,002,078,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

29.  















28,175,035,218,1

18,017,065,071,0

08,263,071,034,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
20.  















21036,05,6

1005,065,0

5,565,05,03

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

30.  















13,011,033,001,3

01,211,075,013,0

11,075,018,021,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
21.  















88,067,081,073,0

62,043,054,024,0

15,262,083,092,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

31.  















05,081,117,322,0

11,112,011,011,2

75,017,028,075,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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№ Задание № Задание 

22.  















16,174,032,278,1

77,073,124,174,0

27,165,072,002,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

32.  















14,318,145,217,1

13,245,232,112,2

27,117,112,214,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
23.  















75,537,1291,242,1

36,536,028,545,2

60,132,271,203,4

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

33.  















33,116,246,018,0

93,046,073,127,2

25,218,027,265,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

24.  















72,492,2294,1261,8

56,339,024,715,2

01,538,025,145,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

34.  















16,085,118,224,3

43,318,216,175,1

23,124,375,145,2

321

321

321

xxx

xxx

xxх

 

35.  















37,9927,645,5

76,731,220,847,2

11,939,266,224,5

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

38.  















87,218,243,165,0

87,043,133,262,1

28,165,062,123,3

321

321

321

xxx

xxx

xxх

 
36.  















2,15,323,12

652,34

21,03,41,23,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

39.  















57,359,176,071,2

45,43,128,657,2

51,59,346,24,5

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
37.  















37,789,31,29,2

7,97,21,48,3

01,107,48,56,7

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

40.  















28,19,357,245,4

96,35,086,551,2

41,29,37,29,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
 

4.6. Индивидуальные задания для рубежного кон-

троля 

4.6.1. Индивидуальное задание № 1 

Решить систему уравнений методом Гаусса  с выбором 
главного элемента.  Для полученного решения найти вектор по-

правок. 
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№1.       

0.34x1+0.71x2+0.63x3=2.08  

0.71x1-0.65x2-0.18x3=0.17;  

1.17x1-2,35x2+0.75x3=1,28. 
№2.       

3,75x1-0.28x2-0.17x3=0.75; 

2.11x1-0.11x2-0.12x3=1,11; 

0,22x1-3,17x2+1,81x3=0,05. 

№3.       

0.21x1-0.18x2+0.75x3=0.11; 
0.13x1+0.75x2-0.11x3=2.00;  

3.01x1-0,33x2+0.11x3=0.13. 
№4.      

0.13x1-0.14x2-2,00x3=0.15; 

0,75x1+0.18x2-0.77x3=0.11; 
0,28x1-0.17x2-0,39x3=0,12. 

№5.        

3.01x1-0.14x2-0.15x3=1.00: 
1.11x1+0.13x2-0.75x3=0.13;  

0.17x1-2,11x2+0.71x3=0.17. 
№6.     

0.92x1-0.83x2+0,62x3=2.15; 

0,24x1-0.54x2+0,43x3=0.62; 

0,73x1-0.81x2-0.67x3=0,88. 

№7. 

1.24x1-0.87x2-3.17x3=0.46:   

2.11x1-0.45x2+1.44x3=1.50; 

0.48x1+1.25x2-0.63x3=0.35 
№8.    

0.64x1-0.83x2+4,20x3=2.33; 

0,58x1-0.83x2+1,43x3=1.71; 

0.86x1+0,77x2+0.88x3=0.54. 

 

№9. 

0.32x1-0.42x2+0.85x3=1.32:  

0.63x1-1.43x2-0.58x3= -0.44: 

0.84x1-2,23x2-0,52x3=0.64. 
№10. 

0,73x1+1.24x2-0.38x3=0.58: 

1,25x1+0.66x2-0.78x3=0.66: 

0,75x1+1,22x2-0,83x3=0,92. 

№11. 

0.62x1-0.44x2-0.86x3=0.68: 

0.83x1+0.42x2-0.56x3=1,24: 

0.58x1-0.37x2-2,62x3=0.87. 

№12. 

1.26x1-2.34x2+1.17x3=3.14;  

0,75x1+1.24x2-0.48x3=-1.17;  

3,44x1+1,85x2+1,16x3=1.83. 

№13. 

0.46x1+1.72x2+2,53x3=2.44: 

1.53x1-2.32x2-1.83x3=2.83: 

0.75x1+0.86x2+3,72x3=1,06. 

№14. 

2.47x1+0.65x2-1.88x3=1.24; 

1.34x1+1.17x2+2.54x3=2.35: 

0.86x1-1,73x2-1.08x3=3,15. 

№15. 

4.24x1+2.73x2-1.55x3=1.87:  

2.34x1+1.27x2-3.15x3=2,16: 

3,05x1-1.05x2-0,03x3= -1.25. 

  

№16. 

0.43x1+1.24x2-0.58x3=2,71: 

0.74x1+0.83x2+1,17x3=1.26: 

1.43x1+1,58x2+0,83x3=1,03. 

№17. 

0.43x1+0.63x2+1.14x3=2.18: 

1.64x1-0.83x2-2,45x3=1.84: 

0,58x1+1,55x2+3,18x3=0.74. 
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№18. 

1.24x1+0.32x2-0.95x3=1.43: 

2.25x1-1.18x2+0.57x3=2,43: 

1.72x1-0.83x2+0.57x3=3,88. 

№19. 

0.62x1+0.56x2-2.43x3=1.16: 

1.32x1-0.88x2+1.76x3=2.07; 

0,73x1+1,42x2-0,34x3=2,18. 

№20. 

1.06x1+0.34x2+1,26x3=1.17; 

2.54x1-1.16x2+0.55x3=2,23: 

1.34x1-0.47x2-0.83x3=3,26. 

№21. 

3,15x1-1,72x2-1,23x3=2,15; 

0,72x1+0.67x2+1.18x3=1.43: 

2,57x1-1,34x2-0.68x3=1,03. 

№22. 

1.73x1-0.83x2+1.82x3=0.36: 

0.27x1+0.53x2-0.64x3=1.23: 

0.56x1-0.48x2+1.95x3= -0.76. 

№23. 

0.95x1+0.72x2-1.14x3=2.15; 

0.63x1+0.24x2+0.38x3=0.72: 

1,28x1-1,08x2-1,16x3=0,97. 

№24. 
2.18x1+1.72x2-0.93x3=1,06: 

1.42x1+0.18x2+1,12x3=2.07: 

0.92x1-1.14x2-2,53x3= -0.45. 

№25. 
2.18x1+1.72x2-0.93x3=1.06: 

1.42x1+0.18x2+1.12x3=2.07: 

0.92x1-1.14x2-2,53x3=-0.45. 

 

4.6.2. Индивидуальное задание № 2 

Решить линейную систему методом простой итерации с точ-
ностью до 0, 001. 

 

№1. 

2.7x1+3.3x2+1.3x3=2,1; 
3.5х1-1.7х2+2.8х3=1,7;  
4.1x1+5.8x2-1.7хЗ=0.8. 

№2. 

1,7x1+2.8x2+1.9x3=0.7: 

2.1x1+3.4x2+1.8x3=1.1:  
4,2x1-1,7x2+1,3x3=2,8. 

№3. 

3.1x1+2.8x2+1.9хЗ=0.2; 

1.9x1+3,1x2+2,1x3=2,1;  
7,5x1+3.8x2+4.8x3=5,6. 

№4. 

9.1x1+5.6x2+7.8x3=9.8: 

3.8x1+5.1x2+2.8x3=6.7: 

4,1x1+5,7x2+1,2x3=5.8. 

№5. 

3.3x1+2.1x2+2.8x3=0.8: 

4.1x1+3.7x2+4.8x3=5,7;  
2,7х1+1.8x2+1.1x3=3,2. 

№6. 

7.6x1+5.8x2+4.7x3=10.1: 

3,8x1+4,1x2+2,7x3=9,7; 

2,9x1+2,1x2+3,8x3=7.8. 

№7. 

3.2x1-2.5x2+3.7x3=6.5;  
0.5х1+0. 34x2+1.7x3=-0.24; 

1,6x1+2,3x2-1.5x3=4,3. 

№8. 

5.4x1-2,3x2+3.4x3=-3.5; 

4,2x1+1,7x2-2,3x3=2.7; 

3,4x1+2,4x2+7,4x3=1.9. 
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№9. 

3.6x1+1.8x2-4.7x3=3.8: 

2.7х1-3.6х2+1.9х3=0.4; 

1.5x1+4,5x2+3,3x3=-1,6. 

№10. 

5.6x1+2,7x2-1,7x3=1.9;  
3,4x1-3,6x2-6,7x3= -2,4; 

0,8x1+1,3x2+3,7x3=1,2. 

№11. 

2.7х1+0.9х2-1.5х3=3,5; 
4.5х1-2.8х2+6.7хЗ=2.6;  
5,1x1+3.7x2-1.4x3= -0,14. 

№12. 

4,5x1-3,5x2+7,4x3=2.5;  
3,1x1-0,6x2-2,3x3=-1,5; 
0.8х 1 +7,4x2-0,5x3=6,4. 

№14. 

5.4x1-6.2x2-0.5x3=0.52: 

3.4x1+2.3x2+0.8x3=-0.8;  
2,4x1-1.1x2+3.8x3=1.8. 

№15. 

7,8x1+5,4x2+4,8x3=1,8: 

3,3x1+1,1x2+1,8x3=2,3; 

4,5x1+3,3x2+2,8x3=3.4. 

№16. 

3.8х1+4.1х2-2.3х3=4.8: 

-2.1x1+3.9x2-5.8x3=3,3: 

1,8x1+1,1x2-2,1x3=5,8. 

№17. 

1,7x1-2,2x2+3.0x3=1.8: 

2.1x1+1.9x2-2,3x3=2.8: 

4,2x1+3,9x2-3,1x3=5,1. 

№18. 

2.8х1+3.8х2-3.2х3=4.5: 

2.5x1-2.8x2+3.3x3=7,1: 

6.5х1-7.1х2+4.8хЗ=6.З. 

№19. 

3.3x1+3,7x2+4.2x3=5.8: 

2,7x1+2,3x2-2,9x3=6.1; 

4,1x1+4,8x2-5,0x3=7,0. 

№20. 

7.1 х 1+6.8х2+6.1хЗ=7,0;  

5.0x1+4.8x2+5.3x3=6.1;  
8.2x1+7.8x2+7,1x3=5,8. 

№21. 

3,7x1+3.1x2+4.0x3=5.0: 

4.1x1+4,5x2-4.8x3=4.9; 

-2,1x1-3,7x2+1.8x3=2,7. 

№22. 

4.1x1+5.2x2-5.8x3=7,0: 

3.8х1-3.1х2+4.0х3=5,3: 

7,8x1+5.3x2-6.3x3=5,8. 

№23. 

3,7x1-2,3x2+4,5x3=2.4; 

2,5x1+4,7x2-7.8x3=3.5; 

1,6x1+5,3x2+1,3x3=-2,4. 

№24. 
6.3х1+5.2х2-0.бх3=1,5: 

3.4x1-2.3x2+3.4x3=2,7; 

0.8x1+1.4x2+3,5x3= -2,3. 

№25. 
1,5x1+2,3x2-3.7x3=4.5; 

2.8x1+3.4x2+5.8x3=-3.2: 

1,2x1+7,3x2-2,3x3=5.6. 

 

Контрольная работа предусматривает решение одной си-
стемы метода Гаусса с выбором главного элемента и одной систе-

мы методом простой итерации. 

Примеры на эти методы разобраны ниже. 
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Метод Гаусса с выбором главного элемента. 
 

Запишем систему линейных уравнений следующим образом: 

   (1) 

Расширенная матрица А этой системы имеет вид: 

 

  

(2) 

На первом шаге элемент  называется ведущим. 

Разделим на него первую строку матрицы А, в результате получим 

(3). 

 

(3) 

 

Найдем x1 из (3), подставим его значение во все остальные 
уравнения и тем самым исключим x1 из всех уравнений, кроме 

первого. Взяв теперь полученную систему без первого уравнения, 

повторяем этот процесс, беря в качестве ведущего элемента ко-
эффициент при x2 и т.д. Этот процесс, называется прямым ходом 

метода Гаусса, продолжается до тех пор, пока в левой части по-
следнего (n-го) уравнения не останется лишь один член с неиз-

вестными xn, т.е. матрица системы будет приведена к треуголь-
ному виду. Обратный ход метода Гаусса состоит в последователь-

ном вычислении искомых неизвестных: решая последнее уравне-

ние, находим единственное неизвестное xn. Далее, используя это 
значение, из предыдущего уравнения вычисляем xn-1 и т.д. По-

следним находим x1 из первого уравнения. 
Одной из модификаций метода Гаусса является схема с вы-

бором главного элемента. Она состоит в том, что требование 

 (на  происходит деление в процессе исключения) 

заменяется более жестким из всех оставшихся в матрице элемен-
тов нужно выбрать наибольший по модулю и представить уравне-

ние так, чтобы этот элемент оказался на месте ведущего элемен-

та . 

Схему вычислений по методу Гаусса с выбором главного 

элемента поясняет следующий пример: 
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Решение ведется в таблице 4.2. 

Выберем максимальный элемент в столбцах x1, x2 и x3 раз-
дела  А (a13=3,17). Заполняем столбец mi раздела, полученный 

делением элементов  столбца x3 (результат деления берется с 
обратным знаком) на максимальный элемент a13=3,17: 

 
 

Таблица 4.2 

 mi Коэф-ты при неизвест-

ных 

Свобод-

ные чле-
ны 

∑ 
 

x1 x2 x3  

А -1 

0,6814 
- 

0,2397 

2,74 

1,12 
0,18 

-1,18 

0,83 
1,27 

3,17 

-2,16 
0,76 

2,18 

-1,15 
3,23 

6,91 

-1,36 
5,44 

- 

Б -1 
0,1596 

2,9870 
- 

0,4768 

0,0259 
1,5528 

- 
- 

0,335 
5 

2,707 

5 

3,348 
4 

3,783 

5 

3,348 
5 

3,783 

7 

В - - 1,5569 - 2,760 

1 

4,317 

0 

4,318 

1 

 
В столбец ∑ записываются суммы коэффициентов строк 

матрицы А: 

 

 

 
Переход к разделу Б ведется следующим образом: строку, 

содержащую главный (ведущий) элемент, умножаем на mi и при-

бавляем к соответствующей i-ой строке. Результат записываем в 
раздел Б. Строка с ведущим элементом в разделе Б, не переписы-

вается. 

 

 

 

 

(результат заноситься в столбец ). 
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Далее считает сумму ∑ в каждой строке раздела Б. 

 

 

Если столбцы ∑ и совпадают (с заданной точностью), то 

вычисления выполнены верно и можно переходить к следующему 
шагу: выбираем главный элемент (2,9870), считаем mi и т.д. 

В результате обратного хода получаем: 

 

 
 

 
Практически, вследствие вычислительных погрешностей, 

полученное методом Гаусса решение системы является прибли-

женным. Покажем, как уточнить это решение. 

Пусть для системы  

 
Получено приближенное решение . Положим 

. 

Тогда для вектора поправки будем иметь уравне-

ние  или  

где  - вектор невязок для приближенного 

решения . Таким образом, чтобы найти , нужно решить си-

стему с прежней матрицей А и новым вектором свободных членов 

. Заметим, что преобразованные коэффициенты матрицы А 

можно не уточнять, так как при малых невязках соответствующие 
ошибки будут иметь более высокий порядок малости. 

Найдем поправку  к полученному в нашем примере реше-

нию 
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Коэффициенты при неизвестных  уже имеются го-

товыми в таблице 4.2. Остается лишь преобразовать вектор сво-
бодных членов. 

 
Таблица 4.2. – Прямой ход 

 mi Коэф-ты при неиз-

вестных 

Свободные 

члены 

∑ 
 

△1 △2 △3  

А -1 
0,6814 

- 

0,2397 

2,74 
1,12 

0,18 

-1,18 
0,83 

1,27 

3,17 
-

2,16 

0,76 

- 
-0.0001 

- 

0.0003 
- 

0.0964 

4.7299 
- 

0.21136 

- 

Б -1 
0,1596 

2,9870 
- 

0,4768 

0,0259 
1,5528 

- 
- 

- 
0.0004 

- 
0.0964 

3,0125 
0,9796 

 

3,012 
7 

0,979 
8 

В - - 1,5569 - - 

0.0964 

1,4605 1,460 

4 

 
Обратный ход. 

 

 
 

 
 

 

Вектор может служить для приближенной оценки абсо-

лютной погрешности полученного решения. 
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5. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №4:          

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 

НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

5.1. Цель работы 

Цель работы: Освоить методы и алгоритмы решения систем 

нелинейных алгебраических и трансцендентные уравнений, при-
обрести навыки их программной реализации. 

 
Рассматриваемые объекты: системы нелинейных уравнений, 

методы отделения и уточнения корней систем нелинейных урав-
нений, компьютерные средства автоматизации решения вычисли-

тельных задач, графические компьютерные средства визуализа-

ции результатов работы. 

5.2. Практическая часть 

1. Реализовать графический метод отделения (локализации) 
корней систем нелинейных уравнений. Написать в любой про-

граммной среде процедуру метода Ньютона, нахождения корней 

системы нелинейных уравнений. 
 

2. Написать в любой программной среде итерационную про-
цедуру метода Зейделя или метода простой итерации решения 

системы нелинейных уравнений. Проверить условие сходимости 
методов. 

3. Реализовать нахождение корней систем нелинейных урав-

нений с помощью стандартных компьютерных средств автомати-
зации решения вычислительных задач (например, с помощью СКМ 

MathCad, MAPLE). 
4. Выполнить анализ и сравнение результатов, полученных 

различными методами и способами. 

5. Результаты работы оформить в виде отчета. 
 

Реализация метода Ньютона в системе Mathcad и нахожде-
ние решения системы с помощью встроенных функций. 

 

Решаем систему двух нелинейных уравнений методом Нью-
тона: 

   










0152

0)lg(3

2

2

xxyx

yxx
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1. Задаем координатную сетку и вычисляем значения функ-

ций в узлах сетки 

 

 

 

 

 
Строим трехмерные графики функций 

2)lg(3),(1 yxxyxf  , 152),(2 2  xxyxyxf . (Если 

построить карту линий уровня, то точки пересечения линий оди-
накового уровня дают решение данной системы уравнений.) На 

данных графических построениях наглядно видно, что система 

уравнений имеет решение, причем единственное. 
 

M N  
 

 

f1 x y( ) x 3 log x( ) y
2

  f2 x y( ) 2 x
2

 x y 5 x 1  

n 100  xmin 1  xmax 5  ymin 1  ymax 5  

i 0 n  hx
xmax xmin

n
  hx 0.04  

hy
ymax ymin

n
  hy 0.04  j 0 n  

M
i j

f1 x
i

y
j

   N
i j

f2 x
i

y
j
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2. Векторная запись системы: 

f x y( )
x 3 log x( ) y

2


2 x
2

 x y 5 x 1













 
 

Матрица Якоби: 

 

ff x y( )
x
f x y( )

0

d

d

x
f x y( )

1

d

d

y
f x y( )

0

d

d

y
f x y( )

1

d

d















1
3

x ln 10( )


4 x y 5

2 y

x













 
Зададим начальное приближение и количество итераций: 

 
3. Реализуем метод Ньютона с помощью функции 

),,,( yxnfF , которая возвращает таблицу, содержащую значе-

ния координат yx,  на каждом шаге итерации и соответствующие 

значения координат вектор - функции: 

 

F f n x y( ) Sf
0 

x

y

f x y( )
0

f x y( )
1

















D ff x y( )

x

y









x

y









D
1

f x y( )

Sf
i 

x

y

f x y( )
0

f x y( )
1

















i 1 nfor

Sf



 
 

x 8  y 5  n 7  
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F f n x y( )

8

5

14.291

49

5.132

3.237

3.218

11.398

3.897

2.501

0.587

2.141

3.528

2.286

0.053

0.192

3.488

2.262

6.445 10
4



2.306 10
3



3.487

2.262

9.947 10
8



3.494 10
7



3.487

2.262

1.776 10
15



7.105 10
15



3.487

2.262

0

0



















 

Итак, решением данной системы является пара чисел: 

262,2;4874,3  yx . 

 

4. Решение системы с помощью блока ()...FindGiven : 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

5. Решение системы с помощью блока ()...MinerrGiven : 

 
 

 

 

 

 

 

5.3. Задание к лабораторной работе №4 

Отделить корни системы двух нелинейных уравнений гра-

фически (таблица 5.1). Решить ее методом Ньютона (п.1)  и мето-

дом простых итераций или Зейделя (п.2), проверив условие схо-

димости и задав точность  = 0,00001. Выполнить п.3-5 практиче-

y 5  x 8  

Given 

x 3 log x( ) y
2

 0 

2 x
2

 x y 5 x 1 0 

Find x y( )
3.487441

2.2616278









  

y 5  x 8  

Given 

x 3 log x( ) y
2

 0 

2 x
2

 x y 5 x 1 0 

z
3.487441

2.2616278









  
z Minerr x y( )  
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ской части.   

                                       
Таблица 5.1 - Задание к лабораторной работе 

№  Задание №  Задание 

1.  









2cos2

2,1)1sin(

yx

yx

 

14.  









7,0)1cos(

22sin

xy

yx

 
2.  









3cos

5,0)1cos(

yx

yx

 

15.  









1)5,0sin(2

5,1cos

yx

yx

 
3.  









6,12sin

8,0)5,0cos(

yx

xy

 

16.  









0)2cos(

2,1)5,0sin(

yx

yx

 
4.  









8,0)1sin(

3,1)1sin(

xy

xy

 

17.  









2cos2

2,1)1sin(

xy

xy

 
5.  









4,0sin

0)1cos(2

xy

yx

 

18.  









22sin

1)5,0cos(

xy

yx

 
6.  









12sin

2)5,0cos(

yx

xy

 

19.  









3cos

5,0)1cos(

xy

xy

 
7.  









0)2cos(

1)5,0sin(

yx

yx

 

20.  









1)1sin(

5,1)1sin(

yx

yx

 
8.  









5,0)2cos(

5,1)2sin(

xy

xy

 

21.  









7,0)1cos(

22sin

xy

xy

 
9.  









6,12sin

8,0)5,0cos(

xy

yx

 

22.  









2cos2

1)1sin(

xy

xy

 
10.  









2cos2

1)1sin(

yx

yx

 

23.  









1)5,0sin(2

5,1cos

xy

xy

 
11.  









8,0)1sin(

3,1)1sin(

yx

yx

 

24.  









2cos

8,0)1cos(

xy

xy

 
12.  









2cos

8,0)1cos(

yx

yx

 

25.  









2cos

9,0)1cos(

xy

xy
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№  Задание №  Задание 

13.  









4,0sin

0)1cos(2

yx

xy

 

26.  









0)2cos(

5,0)6,0sin(

yx

yx

 
27.  









1)1cos(

6,12sin

yx

yx

 

34.  









6,1sin2

1)1cos(

yx

yx

 
28.  









12sin

2)5,0cos(

xy

yx

 

35.  









3cos3

5,0ln)1cos(

yx

yx

 
29.  









2)5,0sin(2

2,1cos

yx

yx

 

36.  









3,0cosln

5,02)8,1cos(

yx

yx

 
30.  









5,0)2cos(

5,1)2sin(

yx

yx

 

37.  









6,0cos4

5,03)1(

yx

yxtg

 
31.  









3cos

5,22)1cos(

yx

yx

 

38.  









3cos

5,1logcos 3

yxy

yx

 
32.  









4,0cossin

5,0)1cos(

yyx

yx

 

39.  









7,0cos5

5,0)1cos(2

yx

yx

 
33.  









3cos

5,04)12cos(

yxy

yx

 

40.  









3ln

5,2)5cos(

2yx

xyx

 

5.4. Использование аналитического процессора 

Maple 

Для решения системы уравнений задаем параметры коман-

ды solve()типом множества (в фигурных скобках), используя в 
качестве первого параметра описание системы, а второго – мно-

жество искомых аргументов: 
> restart: 

> solve({x*y=0, x^2+y^2=1},:={x,y}); 
, , ,{ },y 0 x 1 { },y 0 x -1 { },y 1 x 0 { },y -1 x 0  

> eqns:={x*y=0, x^2+y^2=1, x<>0}: 
> solve(eqns,vars); 

,{ },y 0 x 1 { },y 0 x -1  

Видно, что универсальная команда solve() позволяет ре-
шать и смешанные системы типа равенства и неравенства. 
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5.5. Индивидуальное задание для рубежного    кон-

троля 

Для системы нелинейных уравнений вида F(x)=0 найти ре-

шение одним из численных методов (п.1-2 практической части). 

Здесь F={fj(x)} - вектор-функция векторного аргумента  x={xj}; 

j=1,2,..,k). В конкретном варианте задания для списочного номера 

n=Nst следует использовать функции следующих классов:  

 

        Таблица 5.2 – Индивидуальные задания 
Nst 

{f0=f(x), f1(x,y)} 

1 - 10 f1=a*x+b*y-n 

11 - 20 f1=a*x *y-n 

> 20 f1=a*x*y+b*y-n 

 

6. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №5: 

АППРОКСИМАЦИЯ И ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 

ФУНКЦИЙ 

6.1. Цель работы 

Цель работы: Познакомиться с методами и алгоритмами 

решения задач дискретной аппроксимации и интерполяции функ-
ций, приобрести умения и навыки разработки математического 

обеспечения на основе реализации изученных численных мето-
дов.  

Рассматриваемые объекты: приближаемые функции, мето-
ды и алгоритмы дискретной аппроксимации и интерполяции 

функций, компьютерные инструментальные средства программ-

ной реализации алгоритмов и методов, компьютерные средства 
автоматизации решения вычислительных задач, графические 

компьютерные средства визуализации результатов работы. 

6.2. Основные понятия и соотношения 

В процессе решения различных прикладных задач по из-

вестной таблице точечных данных x i , yi    (i=0,1,2,...,n) , заданных 

на интервале x a bi    (где y f xi i ( ) ) требуется построить 

достаточно простую функцию L x( ) , совпадающую с сеточными 

значениями yi в узловых точках x i  
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  y L xi i   i=0,1,2,...,n   (1) 

 

и приближающую искомую функциональную зависимость  

 y f x ( )    в остальных точках, т.е. 

  f x L x    , x a b     (2) 

 Задача (1),(2), рассматриваемая в классе полиномов  

n-ой степени L x L xn( ) ( ) , называется полиномиальной 

интерполяцией функции y f x ( )  на интервале  x a b , . 

 Здесь  построить  интерполяционный  полином   

       L x a a x a x a xn n
n( ) ...    0 1 2

2
 

означает определить все его коэффициенты ak  из условий 

(1). Как известно, эта задача имеет единственное решение на 

ограниченном интервале x a b   в случае несовпадающих узлов 

x xi j   (i j ). Но формы записи интерполяционного полинома 

L xn ( )  могут быть различны.  Одним  из  широко распространен-

ных представлений L xn ( )  является полином Лагранжа:  

 L x
x y

x x x
n

n i

i n ii

n

( )
( )

( ) ( )


 









1

10

    (3) 

 n j n

j

n

x x x x x x x x x



     1 0 1

0

( ) ( ) ( )( )...( )

       




 n i i j

j
j i

n

nx x x a x x x b1

0

0 1( ) ( ) ....  

6.3. Практическая часть 

1. Написать в любой программной среде процедуру интерпо-
ляции точечно задаваемой функции с помощью стандартного ин-

терполяционного полинома (Лагранжа или Ньютона). 

2. Написать в любой программной среде процедуру метода 
наименьших квадратов аппроксимации точечных данных, полу-

ченных в результате дискретизации значений приближаемой 
функции на сетках с постоянным и непостоянным шагом или как 

таблично заданная функция – результат эксперимента. 
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3. С помощью встроенных функций СКМ реализовать линей-

ную и полиномиальную регрессии, аппроксимацию линейной ком-
бинацией линейно независимых функций и нахождение некото-

рых приближающих функции с  нелинейной зависимостью от па-
раметров.  

4. С помощью графических компьютерных средств организо-
вать визуализацию всех реализованных приближающих функций, 

отражающую качество приближений. 

5. Выполнить анализ и сравнение результатов, полученных 
различными способами и методами. Для каждой аппроксимирую-

щей функции рассчитать коэффициент или индекс корреляции. 
Результаты работы оформить в виде отчета. 

6.4. Задание для  лабораторной работы №5 

Задание 1. Построить по  имеющимся  данным  (табл.6.1) 

интерполяционный  многочлен Лагранжа L xn( )  (п.1) и, исполь-

зуя его, найти значение функции в точке x. Построить графиче-

скую иллюстрацию интерполирования (п.4). 

         
Таблица 6.1 

1.  2.  3.  
x y x y х y 

0,43 1,63597 0,43 1,63597 0,43 1,63597 

0,48 1,73234 0,48 1,73234 0,48 1,73234 

0,55 1,87686 0,55 1,87686 0,55 1,87686 

0,62 2,03045 0,62 2,03045 0,62 2,03045 

0,70 2,22846 0,70 2,22846 0,70 2,22846 

0,75 2,35973 0,75 2,35973 0,75 2,35973 

в точке x = 0,702

  

в точке x = 0,512 в точке x = 0,645 

4.   5.   6.   

x y х y х y 

0,43 1,63597 0,02 1,02316 0,35 2,73951 

0,48 1,73234 0,08 1,09590 0,41 2,30080 

0,55 1,87686 0,12 1,14725 0,47 1,96864 

0,62 2,03045 0,17 1,21483 0,51 1,78776 

0,70 2,22846 0,23 1,30120 0,56 1,59502 

0,75 2,35973 0,30 1,40976 0,64 1,34310 

в точке x = 0,608 в точке x = 0,203 в точке x = 0,482 
         

7.   8.   9.   
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x y х y х y 

0,02 1,02316 0,35 2,73951 0,41 2,57418 

0,08 1,09590 0,41 2,30080 0,46 2,32513 

0,12 1,14725 0,47 1,96864 0,52 2,09336 

0,17 1,21483 0,51 1,78776 0,60 1,86203 

0,23 1,30120 0,56 1,59502 0,65 1,74926 

0,30 1,40976 0,64 1,34310 0,72 1,62098 

в точке x = 0,102 в точке x = 0,436 в точке x = 0,616 

10.   11.   12.   

x y х y х y 

0,02 1,02316 0,35 2,73951 0,41 2,57418 

0,08 1,09590 0,41 2,30080 0,46 2,32513 

0,12 1,14725 0,47 1,96864 0,52 2,09336 

0,17 1,21483 0,51 1,78776 0,60 1,86203 

0,23 1,30120 0,56 1,59502 0,65 1,74926 

0,30 1,40976 0,64 1,34310 0,72 1,62098 

в точке x = 0,114 в точке x = 0,552 в точке x = 0,487 

13.   14.   15.   

x y х y x y 

0,02 1,02316 0,35 2,73951 0,41 2,57418 

0,08 1,09590 0,41 2,30080 0,46 2,32513 

0,12 1,14725 0,47 1,96864 0,52 2,09336 

0,17 1,21483 0,51 1,78776 0,60 1,86203 

0,23 1,30120 0,56 1,59502 0,65 1,74926 

0,30 1,40976 0,64 1,34310 0,72 1,62098 

в точке x = 0,285 в точке x = 0,526 в точке x = 0,665 
       

16.   17.   18.   

х y х y х y 

0,41 2,57418 0,68 0,80866 0,11 9,05421 

0,46 2,32513 0,73 0,89492 0,15 6,61659 

0,52 2,09336 0,80 1,02964 0,21 4,69170 

0,60 1,86203 0,88 1,20966 0,29 3,351069 

0,65 1,74926 0,93 1,34087 0,35 2,73951 

0,72 1,62098 0,99 1,52368 0,40 2,36522 

в точке x = 0,537 в точке x = 0,774 в точке x = 0,275 

16.   17.   18.   

х y х y х y 

0,41 2,57418 0,68 0,80866 0,11 9,05421 

0,46 2,32513 0,73 0,89492 0,15 6,61659 

0,52 2,09336 0,80 1,02964 0,21 4,69170 
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0,60 1,86203 0,88 1,20966 0,29 3,351069 

0,65 1,74926 0,93 1,34087 0,35 2,73951 

0,72 1,62098 0,99 1,52368 0,40 2,36522 

в точке x = 0,537 в точке x = 0,774 в точке x = 0,275 

19.   20.   21.   

x y х y.  х y 

0,68 0,80866 0,11 9,05421 0,05 0,050042 

0,73 0,89492 0,15 6,61659 0,10 0,100335 

0,80 1,02964 0,21 4,69170 0,17 0,171657 

0,88 1,20966 0,29 3,351069 0,25 0,255342 

0,93 1,34087 0,35 2,73951 0,30 0,309336 

0,99 1,52368 0,40 2,36522 0,36 0,376403 

в точке x = 0,896 в точке x = 0,314 в точке x = 0,263 

22.   23.   24.   

x y х y x y 

0,68 0,80866 0,11 9,05421 0,68 0,80866 

0,73 0,89492 0,15 6,61659 0,73 0,89492 

0,80 1,02964 0,21 4,69170 0,80 1,02964 

0,88 1,20966 0,29 3,351069 0,88 1,20966 

0,93 1,34087 0,35 2,73951 0,93 1,34087 

0,99 1,52368 0,40 2,36522 0,99 1,52368 

в точке x = 0,715 в точке x = 0,235 в точке x = 0, 955 
          

25.   26.   27.   

x y x y x y 

0,11 9,05421 0,51 9,05421 0,115 5,05421 

0,15 6,61659 0,55 6,61659 0,159 4,61659 

0,21 4,69170 0,61 4,69170 0,218 3,69170 

0,29 3,351069 0,69 3,35106 0,294 2,35106 

0,35 2,73951 0,75 2,73951 0,353 1,73951 

0,40 2,36522 0,80 2,36522 0,408 0,36522 

в точке x = 0,332 в точке x = 0,7491 в точке x = 0,256 

28.   29.   30.   

х y х y х y 

0,41 2,57418 0,68 0,80866 0,11 9,05421 

0,46 2,32513 0,73 0,89492 0,15 6,61659 

0,52 2,09336 0,80 1,02964 0,21 4,69170 

0,60 1,86203 0,88 1,20966 0,29 3,351069 

0,65 1,74926 0,93 1,34087 0,35 2,73951 

0,72 1,62098 0,99 1,52368 0,40 2,36522 

в точке x = 0,437 в точке x = 0,9475 в точке x = 0,3535 
       



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Методы вычислений 

 

 59 

 
Задание 2. С помощью  метода  наименьших  квадратов 

программно реализовать аппроксимацию таблично заданной 

функции (табл.6.2) полиномами 1,2 или 3 степени (п.2). Сравнить 
полученные результаты с реализацией линейной и полиномиаль-

ной регрессии встроенными возможностями СКМ. Построить гра-
фики получившихся зависимостей и табличных значений аргумен-

тов и функции. Выполнить п.3-5  практической части. Определив 

индексы  корреляции всех приближающих функций, сделать вы-
воды. 

             
 Таблица 6.2. Набор экспериментальных  данных значений x и y. 

1.  x 1,20 1,57 1,94 2,31 2,68 3,05 3,42 3,79 

 y 2,59 2,06 1,58 1,25 0,91 0,66 0,38 0,21 

2.  x 1,73 2,56 3,39 4,22 5,05 5,89 6,70 7,53 

 y 0,63 1,11 1,42 1,94 2,30 2,89 3,29 3,87 

3.  x -4,38 -3,84 -3,23 -2,76 -2,22 -1,67 -1,13 -0,60 

 y 2,25 2,83 3,44 4,31 5,29 6,55 8,01 10,04 

4.  x 1,00 1,64 2,28 2,91 3,56 4,19 4,84 5,48 

 y 0,28 0,19 0,15 0,11 0,09 0,08 0,07 0,06 

5.  x 5,84 3,82 6,19 9,22 7,87 6,29 4,43 8,91 

 y 79,31 57,43 60,66 92,55 90,12 71,30 70,50 91,25 

6.  x 2,91 2,94 6,35 6,58 3,80 6,43 0,57 5,96 

 y 82,16 61,02 44,56 82,52 99,17 70,24 63,23 66,48 

7.  x 5,46 2,73 6,49 4,26 2,39 6,46 0,86 2,05 

 y 65,72 58,05 60,05 55,79 50,83 47,69 44,49 59,74 

8.  x 1,28 1,76 2,24 2,72 3,20 3,68 4,16 4,64 

 y 2,10 2,62 3,21 3,96 4,98 6,06 7,47 9,25 

9.  x -4,84 -4,30 -3,76 -3,22 -2,68 -2,14 -1,60 -1,06 

 y -0,09 -0,11 -0,13 -0,16 -0,19 -0,26 -0,39 -0,81 

10.  x 3,54 4,29 4,78 3,99 1,13 6,29 1,89 3,27 

 y 22,81 28,42 24,95 26,96 8,78 33,55 15,77 22,89 

11.  x 4,08 4,42 2,52 0,08 2,14 3,36 7,35 5,00 

 y 18,31 21,85 16,93 8,23 10,90 17,18 36,45 24,11 

12.  x 1,16 1,88 2,60 3,32 4,04 4,76 5,48 6,20 

 y 0,18 0,26 0,32 0,36 0,40 0,43 0,95 0,85 

13.  x 1,00 1,71 2,42 3,13 3,84 4,55 5,26 5,97 

 y 12,49 4,76 2,55 1,60 1,11 0,82 0,63 0,50 

14.  x -0,64 -0,36 -0,08 0,20 0,48 0,76 1,04 1,32 

 y 29,51 18,86 12,05 7,70 4,92 3,14 2,01 1,28 
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15.  x -2,45 -1,94 -1,43 -0,92 -0,41 0,10 0,61 1,12 

 y 0,87 1,19 1,68 2,23 3,04 4,15 5,66 7,72 

16.  x 1,54 1,91 2,28 2,65 3,02 3,39 3,76 4,13 

 y -2,52 -3,08 -3,54 -3,93 -4,27 -4,57 -4,84 -5,09 

17.  x 1,20 2,00 2,80 3,60 4,40 5,20 6,00 6,80 

 y -10,85 -6,15 -4,14 -3,02 -2,30 -1,81 -1,45 -1,17 

18.  x -1,04 -0,67 -0,30 0,07 0,44 0,81 1,18 1,55 

 y 10,80 8,08 5,97 4,44 3,31 2,46 1,83 1,36 

19.  X 0,41 0,97 1,53 2,09 2,65 3,21 3,77 4,33 

 Y 0,45 1,17 1,56 1,82 2,02 2,18 2,31 2,44 

20.  x 3,80 0,25 0,48 5,78 4,91 1,56 0,91 5,73 

 y -19,23 -21,41 -9,90 -19,56 -0,30 -12,04 1,14 11,26 

21.  x 1 2 5 8 9 12 14 16 

 y 6 7,45 8,24 12,46 13,09 14,56 25,89 29,91 

22.  x 0 2 4 5 8 10 12 15 

 y 29,8 22,9 17,1 15,16 10,7 10,2 10,1 25,2 

23.  x 1,65 1,39 1,19 1,02 0,82 0,75 0,66 0,89 

 y 1,034 1,232 1,432 1,752 2,056 2,37 2,76 3,198 

24.  x 0,22 -3,05 -1,76 -1,25 -0,45 -0,80 -0,26 -3,07 

 y 58,46 36,05 31,17 16,17 11,16 69,23 58,08 43,13 

25.  x 7,03 5,98 7,10 6,92 6,69 3,66 7,60 3,61 

 y 18,93 -22,13 -10,07 20,5 7,09 4,04 -20,78 -12,98 

26.  x 6,35 6,58 3,80 6,43 0,57 5,96 3,40 4,55 

 y 44,56 82,52 99,17 70,2 63,23 66,48 48,35 40,24 

27.  x 6,35 6,58 3,80 6,43 0,57 5,96 3,40 4,55 

 y 44,56 82,52 99,17 70,2 63,23 66,48 48,35 40,24 

28.  x 2,95 2,60 2,69 3,01 2,44 2,51 3,37 2,98 

 y 113,8 119,66 106,28 120 107,43 114,8 115,53 117,4 

29.  x 6,06 7,20 5,62 7,01 5,73 6,98 6,06 6,32 

 y 113,8 119,66 106,28 120,6 107,43 114,8 115,53 117,4 

30.  x 5,59 5,66 5,30 5,57 5,48 5,37 5,41 5,61 

 y 113,8 119,56 105,32 119,6 100,5 114,8 115,53 117,9 

31.  x 4,23 1,40 4,07 2,93 3,44 1,09 1,82 2,43 

 y 65,72 58,05 60,05 55,79 50,83 47,69 44,49 59,74 

32.  x 4,07 2,93 3,44 1,09 1,82 2,43 3,85 0,97 

 y 60,05 55,79 50,83 47,69 44,49 59,74 56,81 45,82 

33.  x 4,33 4,59 4,21 3,78 4,23 5,61 4,87 3,87 

 y 60,05 55,79 50,83 47,69 44,49 59,74 56,81 45,82 

34.  x 8,90 9,22 8,74 8,98 8,77 9,31 8,81 9,14 

 y 105,2 85,02 52,76 56,86 72,19 61,09 70,44 51,67 
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35.  x 6,63 7,15 2,96 1,73 7,44 3,70 2,00 2,63 

 y 105,2 85,02 52,76 56,86 72,19 61,09 70,44 51,67 

36.  x 8,70 5,36 1,89 3,01 3,59 2,64 4,77 1,60 

 y 105,2 85,02 52,76 56,86 72,19 61,09 70,44 51,67 

37.  x 2,51 3,74 8,70 5,36 1,89 3,01 3,59 2,64 

 y 55,65 67,68 105,2 85,02 52,76 56,86 72,19 61,09 

38.  x 9,11 9,95 8,90 9,22 8,74 8,98 8,77 9,31 

 y 55,65 67,68 105,20 85,02 52,76 56,86 72,19 61,09 

39.  x -2,25 1,90 0,19 -0,50 -1,09 0,94 -0,13 -0,50 

 y -19,2 -21,41 -9,90 -19,56 -0,30 -12,04 1,14 11,26 

40.  x -4,95 -4,50 -2,29 -5,50 -1,50 -2,98 -0,23 0,57 

 y -19,3 -21,41 -9,90 -19,56 -0,30 -12,04 1,14 11,26 

 

Найти многочлен 
m

mxaxaaxPm  10)(
 наилучше-

го среднеквадратичного приближения оптимальной степени 

m = m*. За оптимальное значение m* принять ту степень много-
члена, начиная с которой величина отклонения стабилизируется 

или начинает возрастать. 

6.5. Интерполяция полиномом Лагранжа 
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6.6. Индивидуальное задание для рубежного     кон-

троля 

Используя первую  или вторую интерполяционную фор-

мулу Ньютона, вычислить значения функции в точках х1 и х2, оце-
нить погрешность: 

 

а). x y в). х y 

 
 

 

1,215 
1,220 

1,225 
1,230 

1,235 

1,240 
1,245 

1,250 
1,255 

1,260 

0,106044 
0,113276 

0,119671 
0,125324 

0,130328 

0,134776 
0,138759 

0,142367 
0,145688 

0,148809 

 1,415 
1,420 

1,425 
1,430 

1,435 

1,440 
1,445 

1,450 
1,455 

1,460 

0,888551 
0,889599 

0,890637 
0,891667 

0,892687 

0,893698 
0,894700 

0,895693 
0,896677 

0,897653 

1 способ:  i 0 length Mx( ) 1  

Угловой коэффициент линейной функции: k slope Mx My( )  

Свободный параметр линейной функции: b intercept Mx My( )  

 Коэффициент корреляции линейной функции: corr Mx My( ) 0.792  

fnLinear kMx b  

i

My
i
fnLinear

i
 

2

 43.12  

2 способ: с помощью функции regress()  

q

z

n

k
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regress Mx My 1( )  
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1. в точке x1=1,2273, x2=1,253 

2. в точке x1=1,223, x2=1,257 
3. в точке x1=1,2208, x2=1,2435 

7. в точке x1=1,4156 , x2=1,4527 

8. в точке x1=1,4256 , x2=1,4452 
9. в точке x1=1,4263 , x2=1,4575 

б). x y г). x y 
 1,340 4,25562  0,101 1,26183 

 1,345 4,35325  0,106 1,27644 

 1,350 4,45422  0,111 1,29122 

 1,355 4,56184  0,116 1,30617 

 1,360 4,67344  0,121 1,32130 

 1,365 4,79038  0,126 1,33660 

 1,370 4,91306  0,131 1,35207 

 1,375 5,04192  0,136 1,36773 

 1,380 5,17744  0,141 1,38357 

 1,385 5,32016  0,146 1,39959 

4. в точке x1=1,2273, x2=1,253 

5. в точке x1=1,223, x2=1,257 
6. в точке x1=1,2208, x2=1,2435 

10. в точке x1=1,4156 , x2=1,4527 

11. в точке x1=1,4256 , x2=1,4452 
12. в точке x1=1,4263 , x2=1,4575 

 

7. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №6:           

ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

7.1. Цель работы 

Цель работы: Познакомиться с методами и алгоритмами 

решения задач численного дифференцирования, приобрести уме-
ния и навыки разработки математического обеспечения на основе 

реализации исследуемых алгоритмов.  
 

Рассматриваемые объекты: дифференцируемые функции, 

методы и алгоритмы численного дифференцирования, компью-
терные инструментальные средства программной реализации ал-

горитмов и методов, компьютерные средства автоматизации ре-
шения вычислительных задач, графические компьютерные сред-

ства визуализации результатов работы. 

7.2. Практическая часть 

Написать в любой программной среде процедуру прибли-

женного нахождения производной точечно задаваемой функции с 
помощью интерполяционной формулы Лагранжа. 

Написать в любой программной среде процедуру прибли-
женного вычисления первой и второй производной с помощью 

разностных формул для точечных данных, полученных в резуль-
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тате дискретизации значений дифференцируемой функции на 

сетке с постоянным шагом. 
В любой системе компьютерной математики аналитически 

(символьно) вычислить производные исследуемой функции и ви-
зуализировать результаты приближенного и точного дифферен-

цирования. 
Оценить погрешность методов численного дифференциро-

вания, выполнить анализ и сравнение результатов, полученных 

различными методами и способами. 
Результаты работы оформить в виде отчета. 

7.3. Основные понятия и соотношения 

Одним  из  широко распространенных представлений  ин-

терполяционного многочлена L xn ( )  является полином Лагранжа:  

 L x
x y

x x x
n

n i

i n ii

n

( )
( )

( ) ( )


 









1

10

    (1) 

 n j n

j

n

x x x x x x x x x



     1 0 1

0

( ) ( ) ( )( )...( )

       




 n i i j

j
j i

n

nx x x a x x x b1

0

0 1( ) ( ) ....  

 Для приближаемой функции y f x ( ) , непрерывной 

вместе со всеми своими производными до n+1 порядка включи-

тельно (
 

f x
a b

n
( )

,

( )



C

1
), остаток приближения (1) на сетке точек 

xi  с постоянным малым шагом  h x xi i  1 1  имеет 

оценку  R x Dh D constn
n( ) , 1

.  

Можно показать, что погрешность интерполяции (1) мини-

мальна, если узлы сетки x i  выбраны так, что  

 x
a b a b

ti i





2 2
   , ti  [ , ]11 , i n 01, ,...,        (2) 

где 

 t
i

n
i  




cos( )

2 1

2 2
  ,   1 1ti   (3) 
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 Здесь ti :  

                         T tn i 1 0( } ,    T t k tk ( ) cos( arccos )  . 

7.4. Задание к лабораторной работе №6 

Приближенно вычислить производную функции (табл. 7.1) с 

помощью интерполяционной формулы Лагранжа (п.1), с помощью 
разностных формул (п.2) для точечных данных, полученных в ре-

зультате дискретизации значений данной функции на сетке с по-

стоянным шагом. Выполнить п.3-5 практического задания. 
2)     Составить функцию, позволяющую находить значение 

первой производной в данных точках xi и в любой промежуточной 
точке. 

 
Таблица 7.1 – Варианты заданий 

N y=f(x) n a b z 

1 xe x
 10 0,5 1,5 0,83 

2 
xe

x
2  

10 0,1 2,1 1,21 

3 x ex2
 10 0,1 1,0 0,63 

4 x e x2 
 10 0,0 1,0 0,79 

5 ( )x ex1  15  1,0 2,0 1,34 

6 ( )x e x2 1 
 10 1,5 2,5 2,47 

7 ln( )1 x  10 2,0 3,0 2,89 

8 ln( )1 2 x  10 0,0 1,0 0,82 

9 
ln( )1

3
2 x  

10 1,0 2,0 1,56 

10 xe x 2

 15 0,0 0,7 0,53 

11 ( )1 2 x ex  10 0,8 1,8 1,24 

12 ln( )1 x  10 0,1 0,6 0,52 

13 ln( )1 2 x  10  -0,3 0,7 0,53 

14 )sin1()2cos( 2 xx   15 0,0 1,0 0,76 

15 x
x( )1 2

 10 1,0 2,0 1,88 

16 x
x

2

21( )
 10 0,5 1,5 1,07 

17 x
x

3

21( )
 15 0,1 1,1 0,73 
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18 cos( )

( )

5

1 3
x

x
 

20 0,0 1,0 0,58 

19 1
1 3( ) x

 10 1,0 3,0 2,17 

20 sin( )

( )

3

1 3
x

x
 

15 0,5 1,5 1,32 

21 x
x( )1 3

 10 1,0 2,0 1,93 

22 ( )e ex x 

2
 

10 0,0 1,0 0,87 

23 ( )e e

x

x x 

2  
20 1,0 3,0 2,06 

24 ( )e ex x 

2
 

15 0,0 1,0 0,78 

25 ( )
( )

e e
x

x x 

2
 

20 1,0 2,0 1,92 

26 x x2 2
3

sin( )   15 0,0 

12
 

21
 

27 x xsin( )2
3

  

 

10 

12
 

3
 

4
 

28 cos( )x  
4

 10 0,0 

4
 

6
 

29 x xcos( )
4

 15 

4
 3

4

  3

7

  

30 
x x3 7 9   

8 0,0 3,0 2,25 

7.5. Индивидуальное задание для рубежного     кон-

троля 

Интерполировать функцию y f x ( )  с помощью полинома 

Лагранжа L xn( )  в точке x z  на  интервале  a b, : 

1. На основании аналитически заданной функции y f x ( )  

и числа узловых точек (n+1) построить исходную таблицу сеточ-

ных значений ( , )x yi i ( , , ,..., )i n 01 2 . Для чего необходимо рас-

считать: 

а) сетку точек x i  (2)  с постоянным шагом h b a n ( ) / ,    

где следует положить t i
ni   1 2( );       y f xi i ( );   

б) сетку x i  (2) с не равноотстоящими узлами ti (см. (3)). 

2. В заданной точке z на основе интерполяционного поли-
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нома Лагранжа (1) вычислить на различных сетках приближенное 

значение функции y L zn ( ) .  

3. Сравнить эти результаты с точным значением функции 

f z( ) , вычислив абсолютную погрешность приближения  

R f z L zn ( ) ( ) ,и указать, на какой  сетке при одинаковом 

числе узлов   (n+1)  результат интерполяции точнее.  

4. Методом подбора определить оптимальное число узлов 
n, для которых погрешность интерполяции R минимальна. 

Варианты заданий указаны в таблице 6.1. 
 

8. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №7:        

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ   

8.1. Цель работы 

Цель работы: Познакомиться с методами и алгоритмами 

численного интегрирования, приобрести умения и навыки разра-
ботки математического обеспечения на основе программной реа-

лизации квадратурных формул. 

 
Рассматриваемые объекты: Определенные интегралы от 

гладких функций, методы и алгоритмы численного интегрирова-
ния, компьютерные инструментальные средства программной ре-

ализации алгоритмов и методов, компьютерные средства автома-

тизации решения вычислительных задач, графические компью-
терные средства визуализации результатов работы. 

8.2. Практическая часть 

1. Реализовать с помощью систем компьютерной математики 

вычисление заданного определенного интеграла и его приложе-
ний: длины дуги, объема и площади тела вращения.   

2. Написать в любой программной среде процедуру реализа-

ции квадратурных формул метода прямоугольников (левых, пра-
вых, средних). 

3. Написать в любой программной среде процедуру метода 
трапеций численного интегрирования. 

4. Реализовать алгоритм метода Симпсона с уточнениями 

для вычисления определенного интеграла. 
5. Вычислить абсолютные и относительные погрешности, 

выполнить анализ и сравнение результатов, полученных различ-
ными методами. 

6. С помощью графических компьютерных средств визуали-
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зировать поверхность вращения и криволинейную трапецию 

(геометрическую интерпретацию определенного интеграла). 
7.  Результаты работы оформить в виде отчета. 

8.3. Здание к лабораторной работе № 7 

Найти точное (п.1) и приближенное значение интеграла за-

данной в таблице 8.1 подынтегральной функции  f(x) на отрезке 
[a, b] по формулам прямоугольников, трапеций,  Симпсона (п.2-4) 

при делении отрезка на  10 и 100 равных  частей.  Произвести 

оценку погрешности методов интегрирования и сравнить точность 
полученных результатов. Выполнить п.5-7 практической части. 

           
Таблица 8.1 – Варианты заданий 

№ Функция Интервал 

1.  
)(cos1)( 2 xxf 

 
[0;3] 

2.  )12sin()( 2  xxf  
[0;1] 

3.  










3
sin)9,1()(

x
xxf

 

[1;2] 

4.  
)2ln(

1
)(  x
x

xf
 

[2;3] 

5.  )()( xtgxf 
 

[0;0.5] 

6.  )ln(6,2)( 2 xxxf   
[1,2;2,2] 

7.    )5,0sin(1)( 2  xxxf  
[0,5;1,5] 

8.  










4
cos)( 2 x

xxf
 

[2;3] 

9.  )ln(3)( xxxf   
[1;2] 

10.  )(3)( 2 xtgxxf   
[-0,5;0,5] 

11.  xexxf )(  
[0,1;1,1] 

12.  

2)76(

21
)(

x
xf






 

[-2;0] 

13.  

2)43(

8
)(




x
xf

 

[0;1] 
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№ Функция Интервал 

14.  

3)2(

15
)(

x
xf






 

[3;5] 

15.  

2)75(

9
)(




x
xf

 

[2;3] 

16.  

3)915(

3
)(






x
xf

 

[-1;0] 

17.  

5

1
)(

2xe
xf




 

[0;3] 

18.   2sin)( xexf x   
[0;5] 

19.  

3)31(

17
)(

x
xf




 

[-3;-1] 

20.  

2)94(

12
)(




x
xf

 

[0;1] 

21.  

3)34(

5
)(




x
xf

 

[4;5] 

22.  

2)81(

4
)(

x
xf






 

[0;3] 

23.  

2

)sin(3
)(

x

xx
xf




 

[0,1;1,1] 

24.  










3
sin)9,1()(

x
xxf

 

[1;2] 

25.  










2
)( 2 x

tgxxf
 

[1,5;2,5] 

26.  

x

e
xf

x

)(
 

[1,7] 

27.  

x

x
xf

)cos(
)( 

 

[;/2] 

28.  

21

1
)(

x
xf




 

[0;1] 
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№ Функция Интервал 

29.  

x
xf



1

1
)(

 

[0;9] 

30.  

)lg(

1
)(

x
xf 

 

[4;10] 

31.  

41

1
)(

x
xf




 

[0;6] 

32.  34)( xxf   
[0;3] 

33.  )()( xtgxf 
 

[/3;/6] 

34.  3 5)(  xxf  
[0;8] 

35.  

xx

x
xf

5,1
)(

2 


 

[2;5] 

36.  
)(cos1)( 2 xxf 

 
[0;] 

37.  )10()5()( 2 xxxf   
[0;10] 

38.  

2

4100
)(

x

x
xf




 

[2;4] 

39.  
)2()25(8)( 22 xxxf 

 
[0;2] 

40.  )sin(6,01)( xxf 
 

[0;/2] 

8.4. Интегрирование в среде MathCad 

 

 
 

 
 

 
 
 

f x( )
8

3x 4( )
2

  

xf x( )




d
8

3 3 x 4( )
  

1

2

xf x( )




d 0.1142857  

f x( )
8

3 x 4( )
2

  

 
n 100  a 0  dif_n x n( )

n
x

f x( )
d

d

n
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Площадь криволинейной трапеции 

 
 

 
 

S 0.286  

 

Объем поверхности вращения 
 

 
 

a

b

xf x( )




d 0.2857143  
x1 a a 0.01 b  

x 0.1 0.11 5  

1 0 1 2

0.2

0.4

0.6

0.8

f x( )

f x1( )

x x1 

 

S

a

b

xf x( )




d
2

7
  

S 0.286

V 

a

b

xf x( )
2




d
31 

343
  V 0.284  
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8.5. Примеры реализации этапов задания с  помо-

щью СКМ Maple 

Вычислить неопределенный интеграл   dxxf )( ,  постро-

ив первообразную подынтегральной функции. Найти определен-
ные интегралы (в т.ч. кратные)  вида 

 
b

a

d

c
dxdyyxf

b

a
dxxf ),(,)( . Варианты заданий приведены в 

табл.1 раздела 3, причем следует задать f(x)= f0(x), f(x,y)= 

f1(x,y), а пределы интегрирования выбрать самостоятельно. Для 

интегрирования следует использовать основные функции ядра 

Maple, как показано в приведенных ниже примерах. 
 
Вычисление неопределенного интеграла. 
Задана подынтегральное выражение или функция f(x), 

найдем первообразную: 
> restart; 

> int(sin(x),x);  
 ( )cos x

 

> f:=(x)->x^n: int(f(x),x); 

Integr a b n char( ) hf
b a

n


xf
i

a hf i

dif
i

dif_n xf
i

1 

i 0 nfor

if char "left" hf

0

n 1

t

f xf
t 















 hf

1

n

t

f xf
t 



























b a( ) hf

2









max dif( )

















  

Integr a b n "left"( )
0.287403

0.00375









  Integr a b n "right"( )
0.2840357

0.00375









  



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Методы вычислений 

 

 75 

x
( )n 1

n 1  
> R:=(x)->dff(f(x),x):S:=In(R(x),x);vale(S); 

 := S d








xn n

x
x

           

xn

 

 

> g:=(n,x)->(D@n)(sin)(x);in(g(n,x),x); 

 := g ( ),n x ( )( )( )D
( )n

sin x
         

( )( )( )D
( )n 1

sin x
  

Видно, что аналитический процессор Maple находит значе-
ние неопределенного интеграла без учета аддитивной постоянной 

интегрирования, которую следует учитывать самостоятельно. 

 
Вычисление определенных интегралов.  
Для этого воспользуйтесь функциями int(f,x=a..b) и 

int(f,x=a..b,ops) следующим образом: 

> restart; 

> L:=int(cos(x),x=0..Pi/2);  

> S:=int(x^1.5,x=0..1); 

 
 := L 1

                   
 := S .4000000000  

Ниже использована инертная форма Int, удобная для ви-

зуального восприятия. Чтобы возвратить значение результата 
интегрирования используйте функции value и evalf: 

> f:=(t)->t^2*exp(-t): T:=Int(f(t),t=0..1);  

> T:=vale(T)=evalf(T); 

 := T d





0

1

t2 e
( )t

t

             

 := T  5 e
( )-1

2 .1606027941  
Интегрирование с бесконечным пределом infinity можно 

реализовать так 

> int( 1/x^2, x=1..infinty);      2.000000000
  

1  

> W:=Int(f(t),t=0..infinty);evalf(W); 
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 := W d





0



t2 e
( )t

t                                

 := W 
1

8
 .3926990818

 

> restart:g:=(x)->x^(-n): 

R:=int(g(x),x=1..infinity);

 

 

 := R lim
x 


x

( ) n 1
1

n 1
 

Видно, что для не назначенного значения параметра n пре-

дел не определен. Доопределим n и вычислим интеграл R: 

> n:=11;Integral=R; 

 := n 11
                      

Integral
1

10
 

 

Вычисление кратных интегралов. 
Для нахождения кратных интегралов используем повторное 

интегрирование функцией int. Например, вычислим площадь 

прямоугольника со сторонами a и b: 

> restart; 

> S:=Int(In(1,x=0..a),y=0..b); S:=value(S); 

 := S d



0

b

d



0

a

1 x y

        

 := S a b  

Вычислим объем фигуры, ограниченной снизу плоскостью 
xOy, а сверху -перевернутым параболойдом с вершиной в точке 
(x,y,z)=(0,0,c2): 

> restart: 

> f:=(x,y)->c*c-x*x-y*y; 

 := f ( ),x y  c2 x2 y2
 

>  V:=Int(In(f(x,y),x=0..sqt(c^2-y^2)),y=0..c); 

> c:=1:W:=valu(V)=eval(W); 

 := V d




0

1

d




0

1 y
2

 1 x2 y2 x y

        

 := W 
1

8
 .3926990818
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9. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №8:        

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ 

ОДУ  

9.1. Цель работы 

Цель работы: Освоить методы и алгоритмы решения обык-

новенных дифференциальные уравнений (ОДУ) и систем, приоб-
рести навыки и умения разработки математического обеспечения 

на основе реализации стандартных и модифицированных алго-
ритмов интегрирования. 

 
Рассматриваемые объекты: обыкновенные дифференциаль-

ные уравнения и системы, методы поиска их решений и задачи 

Коши, компьютерные инструментальные средства программной 
реализации алгоритмов и методов, компьютерные средства авто-

матизации решения вычислительных задач, графические компью-
терные средства визуализации результатов работы. 

9.2. Основные понятия и соотношения  

Многие теоретические и прикладные проблемы в своей ма-
тематической формализации сводятся к необходимости решения 

задачи Коши. При этом в задачах реальной сложности исключи-
тельно редко удается получить математическое решение в явной 

аналитической форме.  
В связи с этим, в отличие от аналитических подходов, несо-

мненной эффективностью и универсальностью обладают числен-

ные методы построения решения задачи Коши. 

9.2.1. Постановка задачи и общая итерационная 

схема 

Ограничимся лишь рассмотрением простейшей задачи: 

),( yxfy        (1) 

000 ,)( xxyxy       (2) 

В предположении единственности ее решения y(x) при за-

данном начальном условии (2) и известной правой части f(x,y) 

обыкновенного дифференциального уравнения (1). 
Численное решение задачи (1),(2) будем искать на конеч-

ном отрезке x[x0, xn], разбив его точками  xi (x0 x1… xn) с ша-

гом hi = xi+1.- xi (i=0,1,…, n), где обозначим yi =y(xi). 

Учитывая связь dxdyy / , представим уравнение (1)  в 

дифференциалах и, проинтегрировав левую и правую части по-
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следнего уравнения, получим: 

dxyxfyyyy
i

i

x

x

iiii  




1

),(,1   ..)( ,2,1,0i  (3) 

Соотношение (3) и есть общая итерационная формула, 
определяющая решение yi+1 в последующей точке  xi+1  через 

найденное на предыдущем шаге итераций решение yi и ее прира-

щение  yi в точке xi. 

 

9.2.2. Метод Эйлера 

Для определения yi в интеграле (3) воспользуемся форму-

лой левых прямоугольников. Имеем 

),(),(
1

iii

x

x

iii yxfhdxyxfy
i

i

 


 

Тогда итерационная формула Эйлера принимает вид: 

..)(

)(),(

,2,1,0

2

1





i

hOyxfhyy iiiiii
    (4) 

Здесь локальная точность (на шаге hi) имеет второй поря-
док. 

Недостатком этого метода является достаточно быстрое 

накопление погрешности с возрастанием числа итераций, поэтому 
на практике предпочтительнее использование следующего моди-

фицированного подхода. 

9.2.3. Метод Эйлера-Коши 

Здесь на предварительном этапе находим вспомогательное 
значение yi по формуле (4), т.е.  

),(~
1 iiiii yxfhyy  ,  ..)( ,2,1,0i . 

Тогда, используя линейную интерполяцию под интегралом 

в (3) (что равносильно применению квадратурной формулы тра-
пеций), получим 

2

)~,(),(
),( 11

1


 



iiii
i

x

x

i

yxfyxf
hdxyxfy

i

i

 

Из (3) выводим итерационную формулу Эйлера-Коши: 

 

..)(

)()~,(),(
2

,2,1,0

3

111



 

i

hOyxfyxf
h

yy iiiii
i

ii
 (5) 
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Этот метод имеет третий порядок точности на шаге; вари-

ант его реализации в форме словесно-формульного алгоритма с 
уточнениями имеет следующий вид: 

1. Задаем начальные значения (x0, y0), конечное значение xn,  

шаг h и точность . 

2. Вычисляем   xi+1.= xi+h,   ),(
2

z 1 iiii yxf
h

y  ,  

(i=0,1,..). 

3. Вычисляем начальную итерацию ),(
2

y 1

0

1 iiii yxf
h

z   . 

4. Для каждого k=0,1,.. вычисляем последующие итерации 

)y,(
2

y 111

1

1

k

iii

k

i xf
h

z 



  . 

5. Проверяем условия окончания итерации:  







k

i

k

i 1

1

1 y-y ,  если  1y 1 

k

i ;   

или  
k

i

k

i

k

i 11

1

1 yy-y 



   , если  1y 1 

k

i . 

6. Если условия п.5 не выполняются, то повторяем п.4 

(k=k+1). В случае, если k>3,  то h = h/2 и повторяем п.2.  

Если условия п.5 выполняются, то 
k

ii 11 yy   .  

7. Выводим результат (xi+1 , yi+1).  
8. Если xi+1< xn , то восстанавливаем первоначальный шаг h,  

полагаем  i=i+1 и переходим к следующей точке на п.2., иначе 

оканчиваем счет. 

9.2.4. Метод Рунге-Кутта 

Из всего семейства методов Рунге-Кутта  наиболее часто 
используемым является метод 4-го порядка,  имеющий 5-ый по-

рядок точности на шаге ( rk45 ). Где приращение  yi в точке xi 

определяется 4-мя вспомогательными слагаемыми 

 iiii

i KKKKy 4321 22
6

1
  

).,(),2,2(

),2,2(),,(

3423

121

i

iiii

ii

iiii

i

i

iiii

i

iii

i

KyhxfhKKyhxfhK

KyhxfhKyxfhK





 

Тогда из (3) итерационная формула rk45  принимает вид: 
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..)(

)(22
6

1

,2,1,0

5

43211





i

hOKKKKyy i

iiii

ii
  (6) 

Алгоритм рассмотренного метода с уточнениями следую-

щий: 
1. Задаем начальные значения (x0, y0), конечное значение 

xn x0,  шаг h и точность . 

2. Используя значения (xi, yi), вычисляем в точке xi+1.= xi+h, 

значение 11   ii yy  по формуле (6)  (i=0,1,..). 

3. Используя значения (xi, yi), вычисляем в точке  
xi+1/2=xi+h/2 (с половинным шагом) вспомогательное значение 

2/1iy  по формуле, аналогичной (6) (i=0,1,..). 

4. Используя промежуточные значения (xi+1/2, yi+1/2), вычис-

ляем в точке xi+1= xi+1/2+h/2 значение 1iy  по аналогичной (6) 

формуле (i=0,1,..), т.е. выполняем повторную итерацию с поло-

винным шагом. 
5. Проверяем выполнение условия точности в точке xi+1 (для 

решений 11,  ii yy , полученных с шагами h и h/2, соответствен-

но):  

  11 - ii yy ,  если  1iy ;   

или  

111 -   iii yyy  , если  11 iy . 

6. Если условия п.5 не выполняются, то вдвое уменьшаем 

шаг (переобозначая xi+1= xi+h/2, 2/11   ii yy  и h = h/2) и пере-

ходим к п.3.  Если одно из условий п.5 выполняется (требуемая 

точность достигнута), то  
7. За решение в точке xi+1 принимаем  yi+1, уточненное по 

формуле  

  ..)();(
15

1
,2,1,0

6

1111   ihOyyyy iiii  

8. Выводим результат (xi+1, yi+1).  
9. Выбираем новый шаг h, с которым будем искать решение 

в новой точке: 

Если   , то шаг оставляют прежним. В противном 

случае    шаг удваивают. Здесь   подбирают, основыва-

ясь на конкретном  численном эксперименте; например, полагают 
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32 . 

10. Если xi+1+h< xn , то полагая  i=i+1, переходим к следую-

щей точке на п.2.  , иначе оканчиваем счет. 
Замечание. Второе слагаемое в формуле п.7, реализую-

щее метод уточнения решения Рунге, использующий известные 

решения 11,  ii yy , полученные на сетках с шагами h и h/2, соот-

ветственно, позволяет повысить точность итерационной схемы (6) 
на один порядок. 

9.3. Практическая часть 

1. Программно реализовать метод Эйлера решения задачи 

Коши. 
2. Написать в любой программной среде итерационную про-

цедуру метода Эйлера-Коши для ОДУ 1-го порядка. 

3. Написать в любой программной среде итерационную про-
цедуру метода Рунге-Кутта 2 порядка. 

4. В среде программной реализации алгоритмов и методов 
создать процедуру реализации метода Рунге-Кутта 4 порядка с 

уточнениями Рунге-Ромберга для решения задачи Коши. 

5. Реализовать нахождение решения задачи Коши с помо-
щью стандартных компьютерных средств автоматизации решения 

вычислительных задач (с помощью СКМ MathCad, MAPLE).  
6. Выполнить анализ и сравнение результатов, полученных 

различными методами и способами, построить их графическую 
иллюстрацию.  

7. Результаты работы оформить в виде отчета. 

9.4. Задание к лабораторной работе №8   

Решить задачу Коши для дифференциального уравнения 

 yxfy ,'  на отрезке [a,b] при начальном заданном условии 

  cay   и шаге интегрирования h (табл.1) программно, исполь-

зуя основные численные методы: Эйлера, Эйлера-Коши, Рунге-
Кутта (п.1-4). Проверить правильность полученного численного 

решения задачи Коши с помощью встроенных функций и вычис-

лительных блоков, сравнить результаты вычислений графически. 
Выполнить п. 5-7 практической части. 
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Таблица 9.1 – Варианты заданий 
№ Функция  Интер-

вал  
y0 Шаг  

1.  xyxyxf 1,03),( 2   
[0;1] y(0)=0,2 0,1 

2.  yxxyxf 843,1))7,0cos((185,0),( 2   
[0,2;1,

2] 
y(0,2)=0,2

5 
0,1 

3.  











3
cos),(

y
xyxf

 

[1,6;2,
6] 

y(1,6)=4,6 0,1 

4.  








 


13

1
sin),(

y
xyxf

 

[0,2;1,
2] 

y(0,2)=1,1 0,1 

5.  











e

y
xyxf cos),(

 

[1,4;2,
4] 

y(1,4)=2,5 0,1 

6.  













y
xyxf cos),(

 

[1,7;2,
7] 

y(1,7)=5,3 0,1 

7.  
143),( 22  xyyxf  

[2,6;4,
6] 

y(2,6)=3,5 0,2 

8.  )(sin2),( 2 yxyxf   
[2;3] y(2)=2,3 0,1 

9.  25,06,1),( yxyxf   
[0;1] y(0)=0,3 0,1 

10.  











5
cos),(

y
xyxf

 

[1,8;2,
8] 

y(1,8)=2,6 0,1 

11.  











11
cos),(

y
xyxf

 

[2,1;3,
1] 

y(2,1)=2,5 0,1 

12.  22 25,0),( yeyxf x   
[0;0,5] y(0)=2,6 0,05 

13.  











2
cos),(

y
xyxf

 

[-2;-1] y(-2)=3 0,1 

14.  yxxyxf 872,0))2sin((133,0),( 2   
[0,2;1,

2] 
y(0,2)=0,2

5 
0,1 

15.  5,1)sin(),(  yxyxf  
[1,5;2,

5] 
y(1,5)=4,5 0,1 

16.  











25,1
cos),(

y
xyxf

 

[0,4;1,
4] 

y(0,4)=0,8 0,1 
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№ Функция  Интер-

вал  

y0 Шаг  

17.  )6,0cos(5,2),(  yxyxf  
[1;3] y(1)=1,5 0,2 

18.  4,1)5,1cos(),( 2  xyyxf  
[1;2] y(1)=1,5 0,1 

19.  
y

yx
yxf 2

1

1
),(

3





 

[1,5;2] y(1,5)=2,1 0,05 

20.  xyyxf 3)cos(),(   
[0;2] y(0)=1,3 0,1 

21.  3,1)5,1cos(),( 2  yxyxf  
[-1;1] y(-1)=0,2 0,2 

22.  











3
sin),(

y
xyxf

 

[1,6;2,
6] 

y(1,6)=4,6 0,1 

23.  xeyxf y 2),( )1(  

 
[0;0,5] y(0)=0,3 0,05 

24.  2)sin(21),( yxyyxf   
[1;2] y(1)=0 0,1 

25.  
23,0

2

)cos(
),( y

x

y
yxf 




 

[0;1] y(0)=0 0,1 

26.    yxxyxf  883,0)1,1sin(166,0),( 2

 
[0,2;1,

2] 

y(0,2)=0,2

5 

0,1 

27.  








 




xy
xyxf cos),(

 

[1,7;2,
7] 

y(1,7)=5,6 0,1 

28.  











e

y
xyxf cos),(

 

[1,4;2,
4] 

y(1,4)=2,5 0,1 

29.  











10
sin),(

y
xyxf

 

[0,6;1,
6] 

y(0,6)=0,8 0,1 

30.  













x
yyxf cos),(

 

[1;2] y(1)=5,9 0,1 

31.  22)sin(8,01),( yxyyxf   
[0;1] y(0)=0 0,1 

32.  











5,2
sin),(

y
xyxf

 

[0,5;1,
5] 

y(0,5)=1,8 0,1 
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№ Функция  Интер-

вал  

y0 Шаг  

33.  
















3,1
cos),(

y
xyxf

 

[1,2;2,
2] 

y(1,2)=1,8 0,1 

34.  25,1)sin(2,21),( yxyxf   
[0;1] y(0)=0 0,1 

35.  
23,0

2

)cos(
),( y

x

y
yxf 




 

[0;1] y(0)=0 0,1 

36.  
22.1

5,1

)cos(
),( y

x

y
yxf 




 

[0;1] y(0)=0 0,1 

37.  

x

y
yxyxf



5,1

25,1
)cos(),(

 

[0;1] y(0)=0 0,1 

38.  222,0),( yxyxf   
[0;1] y(0)=0,8 0,1 

39.  yxyxf  2),(  
[0;1] y(0)=0,4 0,1 

40.  21,0),( yxyyxf   
[0;1] y(0)=0,5 0,1 

9.5. Реализация метода Эйлера в системе MathCad и 
нахождение решения ОДУ с помощью встроен-

ных функций и вычислительных блоков 

 

 

 

Решение дифференциального уравнения первого порядка 

f x y( ) x cos
y











  a 1.7  b 2.7  h 0.1  y0 5.3  

1 способ - с помощью функции rkfixed() 

D rkfixed y0 a b 10 f( )  
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1.5 2 2.5 3
5

5.5

6

6.5

7

7.5

D
1 

D
0 

 

D

0 1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1.7 5.3

1.8 5.461

1.9 5.627

2 5.797

2.1 5.972

2.2 6.152

2.3 6.337

2.4 6.526

2.5 6.72

2.6 6.918

2.7 7.122

  

F

0 1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1.7 5.3

1.8 5.461

1.9 5.627

2 5.797

2.1 5.972

2.2 6.152

2.3 6.337

2.4 6.526

2.5 6.72

2.6 6.918

2.7 7.122

  

2 способ - с помощью функции rkadapt() 

1.5 2 2.5 3
5

5.5

6

6.5

7

7.5

F
1 

F
0 

 

F Rkadapt y0 a b 10 f( )  
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euler fn a b h y0( ) n
b a

h


y
0

y0

x
i

a i h

y
i

h fn x
i

y
i

 

y
i 1

y
i

y
i



i 0 n 1for

y

  

Given 

t
y1 t( )

d

d
f t y1 t( )( )

 
 
y1 Odesolve t b( )  

y1 a( ) y0 

x

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1.7

1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

  

y

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

5.3

5.458

5.622

5.79

5.963

6.141

6.324

6.511

6.703

6.899

7.101



n
b a

h
  n 10  

i 0 n  

1.5 2 2.5 3
5

5.5

6

6.5

7

7.5

y

y1 t( )

x t 

 

x
i

a i h  

 

y euler f a b h y0( )  
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y

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

5.3

5.458

5.622

5.79

5.963

6.141

6.324

6.511

6.703

6.899

7.101

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Given 

 

Решение дифференциального уравнения второго порядка 

 0.5   0.2  

0 2 4 6 8 10

2

1

1

y t( )

t
y t( )

d

d

t

 


2

2
t

y t( )
d

d

2

 
t
y t( )

d

d
 y t( ) 0 

y' 0( ) 0 

y 0( ) 1 

y Odesolve t 10( )  

M 50  yn
1

0









  

D t y( )

y
1

y
0




2




2

y
1
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9.6. Использование аналитического процессора 

Maple 

Следует воспользоваться специальной командой ядра  
dsolve(deqs,vrs,ops) 
Deqs - обыкновенное дифференциальное уравнение, си-

стема этих уравнений, уравнение или система с начальными или 

граничными условиями ( задача Коши или краевая задача); 

vrs – искомые величины (зависимые переменные или вы-
ражения); 

ops – необязательные опции, например, определяющие ме-
тод решения: 

  exact – аналитическое решение (по умолчанию), 

  explicit – решение в явном виде, 
  laplace – метод интегральных преобразований Лапласа, 

  series – метод степенных рядов с порядком удерживаемых 
членов, определяемым значением  Oder, 

  numeric – численное решение. 

9.6.1. Примеры реализации 

Задаем дифференциальное уравнение в качестве первого 

параметра, вторым параметром - неизвестное. Получим общее 
решение: 

 dsolve(diff(y(x),x)-4*y(x)=0,y(x)); 

( )y x _C1 e
( )4 x

 

Можно поименовать объекты. Для неоднородного уравне-
ния dqns имеем: 

u1 rkfixed yn 0 10 M D( )  u Rkadapt yn 0 20 M D( )  
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 dqns:=diff(y(x),x$2)-y(x)+2*sin(x); 

 dsolve(dqns,y(x)); 

 := dqns  












2

x2
( )y x ( )y x 2 ( )sin x  

( )y x  ( )sin x _C1 ex _C2 e
( )x

 

Если задать уравнение dqns с начальными условиями (в 

точке x=0) для неизвестной y(0), и ее производной D(y)(0), по-

лучим решение задачи Коши: 
 dsolve([dqns,y(0)=2,D(y)(0)=0],y(x)); 

( )y x  ( )sin x
1

2
e x 3

2
e

( )x

 

Дифференциальные уравнения и краевые условия можно 

именовать и задавать множеством в скобках{}: 
 bnds:=y(0)=0,y(Pi)=2: 

 dsolve({dqns,bnds},y(x)); 

 

( )y x  ( )sin x
e x

( )sinh 

e
( )x

( )sinh 
 

Получим численное решение нелинейного дифференциаль-
ного уравнения и выведем его на график, используя команду 

odeplot пакета plots: 

 
 restart:with(plots): 

F:=dsolve({diff(y(t),t)=y(t)*sin(t*y(t)),y(0)=1},y(t),type=n
umeric): F(1.5);odeplot(F,[t,y(t)],0..6,labels=[t,y]); 

  
[ ],t 1.5 ( )y t 2.18161295450771496

 
 

 
 

Численно решим задачу Коши методом Рунге-Кутта и визуа-

лизируем решение: 
 

 R:=dsolve({diff(y(x),x)+2*y(x)=sin(x),y(0)=2},y(x),
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numeric, method=rkf45):  odeplot(R,[x,y(x)],0..10, 

labels=[x,y], color=black); 
 

 
 

9.7. Индивидуальное задание для рубежного    кон-

троля 

1. Программно реализовать алгоритмы решения зада-
чи Коши для заданного в таблице 9.2  

N-го варианта и получить численное решение y(x) на 

отрезке x[x0, xn]. Проверить правильность полученного 

решения задачи Коши с помощью команды  dsolve и ви-

зуализации odeplot математического пакета Maple. 

Таблица 9.2  

N 

Задача Коши 

),( yxfy   00 )( yxy   

nx  
),( yxf  0x  0y  

1 2 3 4 5 

1 
)1(

)1(
2

2

xy

yx




 0 1 2 

2 )(
x

y
tg

x

y
  1 

2


 

2

3
 

3 
4

3

1 x

yx


 0 1 2 

4 24

6

)1(3

)1(2

yx

yx




  0 1 2 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Методы вычислений 

 

 91 

5 
2

2

1

1

x

y




  0 0 2 

6 cos( )y x x x      2  

7 3

1

y
y   0 1 2 

8 
2

2

1

2

xy

yx




  0 1 1 

9 
)1(

1



xx

y
 1 0 3 

10 2

3

3

1

y

yx 
 0 1 4 

11 
x

yx 2
 1 1 2 

12 
x

y

2sin

2
 

4


  -1 

4


 

13 
)sin(

1

x

yx

y
  

1 0 2 

14 ytgxxy cos
3

1 4  0 -1 1 

15 
1

2

x

y
 0 1 2 

16 
23 ( 2) ( 2)x x y x    0 2 1 

17 xctgxy 3sin2   
4


 0 

4

3
 

18 33 89 xxe x 
 0 -1 1 

19 
2 22 (2 ) (1 )x x y x   0 1 2 

20 x
tgx

y 2sin  
4


 

2

1
 

4

3
 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Методы вычислений 

 

 92 

21 









x
xy

1
2  1 e 

2

3
 

22 
3

2 53

x

yx 
 1 5 3 

23 ( cos 1) siny x x  
4


 0 

4

3
 

24 
26

1
xy

x

y



 0 1 3 

 
2. Для вариантов индивидуального задания, приведенных 

ниже  в таблице 9.3 построить решения дифференциального 

уравнения и системы (общее, задачи Коши и краевой задачи).  
 

Таблица 9.3 

Дифференциальное уравнение система 

nxec
dx

xdy
b

dx

xyd
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Здесь n=Nst – номер задания, cba ,, случайные числа; 

начальные y(0), 
dx

dy )0(
 и граничные условия x(0),y(1) задайте 

самостоятельно. 
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