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верки эквивалентности линейных блочных помехоустойчивых ко-
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ НА ТЕМУ  

«ПРОВЕРКА ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 

БЛОЧНЫХ КОДОВ НА ОСНОВЕ ТЕОРЕМЫ Ф.МАК-

ВИЛЬЯМС» 

Цель занятия 

Целью практического занятия на тему «Проверка эквива-

лентности помехоустойчивых кодов на основе теоремы Ф.Мак-

Вильямс» является получение студентами специальности 090301 
– Компьютерная безопасность практических навыков по проверке 

эквивалентности блочных линейных помехоустойчивых кодов над 
полем . 

Необходимые теоретические сведения 

Рассмотрим некоторый линейный -код  с парамет-

рами над конечным полем , где  – длина кода,  – размерность 

кода,  – минимальное кодовое расстояние. Тогда  представляет 

собой линейное подпространство размерности  линейного про-

странства , представляющего собой множество -мерных векто-

ров, элементы которых принадлежат . Одним из способов зада-

ния кода  является использование порождающей матрицы , 

размерности ,  строки которой представляют собой набор 

базисных векторов линейного подпространства образуемого . 

Код   также можно задать перечислением всех его кодовых слов 

. Более подробно с основами теории помехоустой-

чивого кодирования можно ознакомиться, например, по [1, 2, 4]. 

Из некоторого кода  можно получить новый код , напри-

мер, с помощью перестановки местами двух координат в каждом 
кодовом слове, или, что то же самое, с помощью перестановки 

местами двух столбцов порождающей матрицы кода. Очевидно, 

что новый код  будет отличаться от исходного  лишь видом 

кодовых слов и сохранит неизменными все остальные параметры.  
Определение 1. Два линейных кода  и . совпадающих с 

точностью до перестановки координат называются эквивалент-
ными [2]: ~ .  

В общем случае задача определения эквивалентности двух 
определенных порождающих матриц не решена, то есть до сих 

пор не существует практических эффективных методов. Мак-

Вильямс доказала терему позволяющую утверждать являются ли 
два заданных кода эквивалент- ными [3], но этот результат 
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представляет собой скорее теоретическую ценность. 
Порождающие матрицы  и  эквивалентных кодов могут 

быть получены одна из другой с помощью элементарных опера-

ций над строками и перестановки столбцов. Порождающие мат-

рицы  и  эквивалентных кодов будем называть эквивалентными 

матрицами. 
Пример 1. Рассмотрим два -кода  и , заданных 

порождающими матрицами  и  соответственно: 

,  . 

Нетрудно убедиться, что эти матрицы могут быть получены 
друг из друга с помощью элементарных операций над строками: 

 

~ ~ = . 

Следовательно, рассмотренные коды являются эквивалент-

ными.  

Упражнение 1. Постройте множества всех кодовых слов 
кодов  и  из примера 1 и сделайте вывод о их взаимосвязи.  

Упражнение 2. Пусть коды  и  заданы порождающими 

матрицами: 

,  . 

Выясните, являются ли эти коды эквивалентными и сделай-
те вывод о взаимосвязи множества всех кодовых слов кодов  и 

.  

Рассмотрим более строгое определение эквивалентных ко-

дов. Используем для этого определения понятие мономиальной 
матрицы – квадратной матрицы, заданной над ,  каждая строка 

и каждый столбец которой содержат только один ненулевой эле-

мент. 

Определение 2.  Два кода  и  называются эквивалент-

ными ~ , если существует такая мономиальная матрица , 

что 
 
[1].  

Пример 2. Пусть  и  два линейных -кода, задан-

ных над  с помощью порождающих матриц  и : 

    

Эти коды являются эквивалентными и связаны мономиаль-
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ной матрицей  вида: 

 
В выполнении равенства  легко убедиться, 

построив множества всех кодовых слов  и : 

, . 

Например, .  
При работе с кодами, у которых большие параметры длины 

и размерности, решение задачи определения эквивалентности 
при помощи элементарных операций (см. определение 1) стано-

вится достаточно громоздким. Определение 2 эквивалентности 
кодов не содержит способа построения мономиальной матрицы, 

что также затрудняет его использование для длинных кодов. 

Опишем хороший метод проверки эквивалентности помехо-
устойчивых кодов, основанный на использовании теоремы Ф.Мак-

Вильямс [1]. 
Согласно [1] необходимым условием для того чтобы порож-

дающие матрицы  и  -кодов были эквивалентными явля-

ется следующее: если некоторый вектор-столбец  появляется  

раз в одной из порождающих матриц, то и в эквивалентной по-

рождающей матрице вектор-столбец  появляется  раз. 

Определение 3.  Информационной матрицей назовем мат-

рицу вида 
,                                       (1) 

содержащую в качестве столбцов все возможные  ненуле-

вые векторы, упорядоченные следующим образом:  – это век-

тор-столбец, совпадающий с двоичным представлением числа , 

.   

Определение 4. Модулярным представлением -кода 

, заданного порождающей матрицей  называется вектор  

,                                               (2)
 

где  – число столбцов вида  из информационной матрицы 

, определенной формулой (1).                                         

 

Теорема об эквивалентности кодов, заданных моду-
лярным представлением [1].  Пусть  и  – линейные -

коды, заданные порождающими  матрицами  и . Коды  и  

являются эквивалентными тогда и только тогда, когда их моду-
лярные представления  и  отличаются только некоторой пе-
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рестановкой , то есть 

                                                            (3) 

или, иначе, 

,                                                        (4) 

где  – мономиальная матрица,  и  – модулярные представ-

ления кодов  и , соответственно.  

Из теоремы об эквивалентности кодов следует, что для ре-

шения задачи определения эквивалентности двух кодов необхо-

димо и достаточно построить модулярные представления рас-
сматриваемых кодов и сравнить их. 

Пример 3. Пусть  и  – линейные -коды, заданные 

порождающими  матрицами  и : 

,  . 

Построим вспомогательную информационную матрицу вида 

(1): 

, 

используя  построим модулярные представления  и  кодов 

 и , соответственно: 

, . 

Из теоремы об эквивалентности кодов следует, что коды  

и , являются эквивалентными. 

Используя определение 1 можно показать, что эти коды яв-

ляются эквивалентными и связаны следующей перестановкой 

столбцов: 

. 

Используя определение 2 и формулу (4) можно показать, 

что эти коды являются эквивалентными и связаны мономиальной 
матрицей  вида: 

.  

Пример 4. Пусть  и  – линейные -коды, заданные 

порождающими  матрицами  и : 

,  . 
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Построим вспомогательную информационную матрицу вида (1): 

, 

используя  построим модулярные представления  и  кодов 

 и , соответственно: 

, . 

Модулярные представления кодов связаны перестановкой  

(см. формулу (3)): 

 
следовательно, рассматриваемые коды являются эквивалентны-
ми: ~ .  

Полученные результаты можно использовать для построе-
ния весового спектра заданного кода по его порождающей мат-

рице. 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ НА ТЕМУ  

«ВЕСОВОЙ СПЕКТР ЛИНЕЙНЫХ БЛОЧНЫХ 

КОДОВ» 

Цель занятия 

Целью практического занятия на тему «Весовой спектр ли-
нейных блочных кодов» является получение студентами специ-

альности 090301 – Компьютерная безопасность практических 
навыков по нахождению весового спектра линейного блочного 

кода. 

Необходимые теоретические сведения 

Определение 4. Обозначим через  число кодовых слов 

веса  в блочном -коде. Вектор , в i  ой 

позиции которого расположено число , , назовем 

весовым спектром кода [1].  

Очевидным способом нахождения спектра кода является 

построение всех кодовых слов в явном виде и вычисление их ве-
сов. Однако, этот метод достаточно трудоемкий. Например, для 

вычисления весового спектра двоичного (255, 223)-кода (это па-
раметры реально используемых в системах связи кодов) таким 

способом потребуется произвести 2223 умножений векторов длины 

223 на матрицу размером (223255) для построения множества 

всех кодовых слов. Для того, что бы понять насколько это боль-

шое число можно сделать такое сравнение 2223
1067, что, согласно 

[5], совпадает с числом атомов нашей галактики. Для ряда кодов, 

например, кодов Рида-Соломона, получены аналитические выра-

жения, позволяющие вычислять весовой спектр по параметрам 
кода. Но, к сожалению, такие выражения известны лишь для не-

многих кодов. Более того, для многих кодов точное значение ве-
сового спектра не известно. Рассмотрим пример, демонстрирую-

щий вычисление весового спектра «в лоб», а затем опишем еще 
один метод нахождения весового спектра, основанный на резуль-

тате, полученном Макдональд [1], основанный на работе Макви-

льямс [3]. 
Пример 5. Рассмотрим линейные -коды  и  из при-

мера 3. Рассмотрим линейные -коды  и  из примера 4. 

Построим весовые спектры этих кодов, основываясь на нахожде-
нии всех кодовых слов и вычислении их весов. 

 Перечислим все кодовые слова линейного блочного -
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кода  и укажем веса Хемминга этих слов.  
Кодовое слово Вес кодового 

слова 

Кодовое слово Вес кодового 

слова 

000000 0 111100 4 

110000 2 110011 4 

001100 2 001111 4 

000011 2 111111 6 

Отсюда, весовой спектр кода . 

Перечислим все кодовые слова линейного блочного -

кода  и укажем веса Хемминга этих слов.  

Кодовое слово Вес кодового 

слова 

Кодовое слово Вес кодового 

слова 

000000 0 101101 4 

100001 2 110011 4 

001100 2 011110 4 

010010 2 111111 6 

Отсюда, весовой спектр кода . 

Перечислим все кодовые слова линейного блочного -

кода  и укажем веса Хемминга этих слов.  

Кодовое слово Вес кодового 

слова 

Кодовое слово Вес кодового 

слова 

00000 0 11001 3 

10010 2 10111 4 

01011 3 01110 3 

00101 2 11100 3 

Отсюда, весовой спектр кода . 

 

Перечислим все кодовые слова линейного блочного -

кода  и укажем веса Хемминга этих слов.  
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Кодовое слово Вес кодового 

слова 

Кодовое слово Вес кодового 

слова 

00000 0 11001 3 

10111 4 10010 2 

01110 3 01011 3 

00101 2 11100 3 

Отсюда, весовой спектр кода .  

 

Теорема Макдональд о построении весового спектра 
через модулярное представление кода [2]. Рассмотрим 

-код , заданный порождающей матрицей  над полем  и 

модулярным представлением .  Пусть  

, 

где  – информационная матрица, определенная формулой 

(1). Тогда  

 
где , умножение происходит в по-

ле действительных чисел, содержит веса всех ненулевых кодовых 
слов кода , для которого  является модулярным представлени-

ем его порождающей матрицы .  

Пример 6. Рассмотрим линейные -коды  и  с моду-

лярными представлениями   и 

, соответственно, из примера 3. Рассмотрим ли-

нейные -коды  и  с модулярными представлениями  

 и , соответственно, из приме-

ра 4. Построим весовые спектры этих кодов, основываясь на тео-

реме Макдональд. 
На основе мономиальной матрицы (единой для всех рас-

сматриваемых кодов) 

 
построим вспомогательную матрицу : 
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. 

Далее, согласно теореме Макдональд построим векторы, 
содержащие значения весов всех кодовых слов рассматриваемого 

кода, напомним, что вычисления производятся по правилам рабо-
ты с натуральными числами: 

, 

, 

, 

. 

Затем, на основе ,построим весовые спектры рассмот-

ренных кодов. Так из вектора  видно, что в, связанном с этим 

вектором коде  находятся три кодовых слова веса 2, три кодо-

вых слова веса 4 и одно кодовое слово веса 6. Принимая во вни-

мание, что в линейном коде всегда содержится одно кодовое сло-

во веса 0, легко построим весовой спектр рассматриваемого кода 
, где структура весов. Повторим эти вычисле-

ния для остальных кодов:  

, 

, 

.  

Легко убедиться, что результаты, полученные в примерах 5 

и 6, совпадают. 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

 

Согласно выданному преподавателем варианту двумя раз-

личными способами выясните, являются ли приведенные ниже 
порождающие матрицы эквивалентными. Постройте двумя раз-

личными способами весовые спектры кодов, заданных порожда-

ющими матрицами. 

 

Вар. Матрицы 

1 

1 2

1000011 1000111

0100111 0100011
,

0010110 0010101

0001101 0001110

G G

   
   
    
   
   
     

2 

1 2

1000010 1000010

0100101 0100101
,

0010101 0010101

0001001 0001010

G G

   
   
    
   
   
     

3 

1 2

101001 101001
,

010001 010011
G G

   
    
   

 

4 

1 2

100000000 100000000

010000001 010000110

001000100 001000110
,

000100110 000100000

000010000 000010110

000001001 000001111

G G

   
   
   
   

    
   
   
      
   

 

5 

1 2

100000000 100000001

010101011 , 010000000

001100111 001011101

G G
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Вар. Матрицы 

6 

1 2

100000010 100000000

010000010 , 010100111

001001000 001010100

G G

   
   

    
   
   

 

 

7 

1 2

1000000000 1000000000

0100000111 0100000111
,

0010100110 0010100110

0001111100 0001111111

G G

   
   
    
   
   
     

 

8 

1 2

1000011 1000111

0100101 0100011
,

0010110 0010110

0001111 0001101

G G

   
   
    
   
   
     

9 

1 2

101110 101110
,

010011 011000
G G

   
    
   

 

 

10 

1 2

101001 101010
,

011000 010010
G G

   
    
   

 

 

11 

1 2

100000000 100000000

010000110 010000111

001000111 001000000
,

000100110 000100011

000010000 000010010

000001010 000001111

G G
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Вар. Матрицы 

12 

1 2

100000001 100000001

010000001 , 010110110

001001001 001010111

G G

   
   

    
   
   

 

 

13 

1 2

1000000001 1000000000

0100000100 0100110110
,

0010010000 0010101011

0001101110 0001010111

G G

   
   
    
   
   
    - 

 

14 

1 2

1000000001 1000000000

0100000100 0100110110
,

0010010000 0010110000

0001101000 0001001011

G G
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