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ГЛАВА 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

1.1 Определение случайного процесса. Основные 
подходы к заданию случайных процессов. Понятие 
реализации и сечения. Элементарные случайные 

процессы. 

Случайным (стохастическим, вероятностным) процессом 
называется функция действительного переменного t, значениями 

которой являются соответствующие случайные величины   X(t). 
В теории случайных процессов t трактуется как время, при-

нимающее значения  из   некоторого подмножества Т множества 
действительных чисел   (tT, T R). 

В рамках классического математического анализа  под 

функцией y=f(t) понимается такой тип зависимости переменных 
величин t и y, когда конкретному числовому значению аргумента 

t соответствует и притом единственное числовое значение функ-
ции y.   Для  случайных процессов ситуация принципиально иная: 

задание конкретного аргумента t приводит к появлению случай-

ной величины  X(t) с известным законом распределения (если это 
дискретная  случайная величина) или с заданной плотностью 

распределения (если это непрерывная  случайная величина). 
Другими словами, исследуемая характеристика в каждый момент 

времени носит случайный характер с неслучайным распределени-

ем. 
Значения, которые принимает обычная функция  y=f(t) в 

каждый момент времени, полностью определяет структуру и 
свойства этой функции. Для случайных процессов дело обстоит  

иным образом: здесь совершенно не достаточно знать распреде-
ление  случайной величины  X(t) при каждом значении t, необхо-

дима информация об ожидаемых изменениях и их вероятностях, 

то есть  информация о степени зависимости предстоящего значе-
ния случайного процесса от его предыстории. 

Наиболее общий подход в описании случайных процессов 
состоит в задании всех его многомерных распределений,  когда   

определена вероятность одновременного   выполнения следую-

щих событий:  
 

 t1, t2,…,tnT, nN:     X(ti)≤xi;   i=1,2,…,n; 
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F(t1;t2;…;tn;x1;x2;…;xn)=P(X(t1)≤x1; X(t2)≤x2;…; X(tn)≤xn). 

 
Такой способ описания случайных процессов универсален, 

но весьма громоздок. Для получения существенных результатов 
выделяют наиболее важные частные случаи, допускающие при-

менение более совершенного аналитического аппарата. В частно-

сти, удобно рассматривать  случайный  процесс  X(t, ω)   как 

функцию   двух переменных:    tT, ωΩ,  которая при        

любом   фиксированном   значении      tT   становится   случай-
ной величиной,  определенной на вероятностном пространстве  

(Ω, A, P),  где   Ω - непустое множество элементарных событий ω;  

A -  σ-алгебра подмножеств множества Ω,  то есть  множество со-

бытий;   P -  вероятностная мера, определенная на A. 

 
Неслучайная числовая функция  x(t)=X(t, ω0)  назы-

вается реализацией  (траекторией)  случайного процесса    
X(t, ω). 

Сечением   случайного процесса   X(t, ω)  называется 
случайная величина,   которая соответствует значению 
t=t0. 

 
Если аргумент t принимает все действительные значения 

или все значения из некоторого интервала T действительной оси, 

то говорят о  случайном процессе  с непрерывным временем. 

Если t принимает только фиксированные значения, то говорят о  
случайном процессе  с дискретным временем. 

Если сечение случайного процесса - дискретная случайная 
величина, то такой процесс называется процессом с дискрет-

ными состояниями. Если же любое сечение - непрерывная  
случайная величина, то случайный процесс  называется   про-

цессом с непрерывными состояниями. 

В общем случае задать  случайный процесс  аналитически 
невозможно. Исключение составляют так называемые элемен-

тарные случайные процессы,   вид   которых   известен, а 
случайные величины  входят как  параметры:  

                       X(t)=Х(t,A1,…,An),                                                                               

где   Ai,  i=1,…,n  - произвольные  случайные величины   с кон-
кретным распределением. 
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Пример 1. Рассматривается случайный процесс X(t)=A·e-t, 

где              А - равномерно распределенная дискретная случай-
ная величина, принимающая значения {-1;0;1};   t≥0. Изобразить 

все  реализации случайного процесса X(t) и показать сечения в 
моменты времени t0=0; t1=1; t2=2. 

 

Решение. 
Данный   случайный процесс является процессом с непре-

рывным временем и дискретными состояниями. При  t=0 сечени-
ем  случайного процесса   X(t)  является дискретная случайная 

величина А{-1;0;1},    распределенная равномерно.  

При  t=0 сечением  случайного процесса   X(t)  является 
дискретная случайная величина А{-1;0;1},    распределенная рав-

номерно.  
При   t=1 сечением  случайного процесса   X(t)  является 

дискретная    случайная величина  {-1/е;0;1/е}. 

При   t=2  сечением   случайного процесса   X(t)   является 
дискретная     случайная величина  {-1/е2;0;1/е2}. 

 

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

0

0
,2

0
,4

0
,6

0
,8 1

1
,2

1
,4

1
,6

1
,8 2

2
,2

2
,4

2
,6

2
,8 3

сечение t=0

сечение t=1 сечение t=2

y e
t

A 1

X(t)

t

y e
t

 A 1

y 0 A 0

 
 

Пример 2. Рассматривается  случайный процесс X(t)=sin 
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At, где           А - дискретная  случайная величина, принимающая 
значения {0;1;2}; аргумент t принимает дискретные значения {0; 

π/4; π/2; π }.   Изобразить графически все реализации и сечения 
данного случайного процесса. 

 
Решение.  

         Данный   случайный процесс является процессом с 

дискретным временем и дискретными состояниями. 
 

 
   

1.2.    Некоторые классы и виды  случайных процес-
сов 

1.1.1.  Гауссовские случайные процессы  

Случайный процесс  X(t) называется гауссовским, если все 
его конечномерные  распределения   являются  нормальными,    

то есть   

                         t1, t2,…,tnT 

случайный вектор   

(X(t1); X(t2);…; X(tn)) 

имеет следующую плотность распределения: 
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;      ijC -алгебраическое дополнение эле-

мента сij. 

 
1.1.2. Случайные процессы  с независимыми приращени-

ями 

Случайный процесс  X(t) называется процессом с незави-
симыми приращениями, если его приращения на непересека-

ющихся временных промежутках не зависят друг от друга:  

                                  t1, t2,…,tnT:     t1 ≤t2 ≤…≤tn,  

случайные величины  

                                  X(t2)-X(t1); X(t3)-X(t2); …;  X(tn)-X(tn-1)     
независимы.  

 
1.1.3.  Случайные процессы  с некоррелированными при-

ращениями 

 
Случайный процесс X(t) называется процессом с некорре-

лированными приращениями,   если выполняются следующие 
условия:  

           1)  tT:   МX2(t) < ∞; 

  2)  t1, t2, t3, t4T:   t1 ≤t2 ≤ t3≤ t4 :      М((X(t2)-

X(t1))(X(t4)-X(t3)))=0. 

 
1.1.4.  Стационарные случайные процессы   (см.  Глава  5) 

1.1.5.  Марковские случайные процессы  

Ограничимся определением марковского случайного про-
цесса с дискретными состояниями и дискретным временем (цепь 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Введение в теорию и практику случайных процессов 

 

 

 

 
 

10 

Маркова). 
 

Пусть система А может находиться в одном из 
несовместных состояний   А1; А2;…;Аn,   и при этом вероят-
ность  Рij(s)  того, что в s-ом испытании система переходит 

из состояния iA    в состояние Аj, не зависит от состояния 

системы в испытаниях, предшествующих s-1-ому. Случай-
ный процесс данного типа называется цепью Маркова. 

 
1.1.6. Пуассоновские случайные процессы 

 Случайный  процесс   X(t) называется  пуассоновским  

процессом  с параметром а (а>0), если он обладает следующими 
свойствами: 

       1) tT; Т=[0, +∞); 

       2) X(0)=0; 

       3)  t1, t2, …,tn:    0≤t1 <t2 <…<tn                      случай-

ные величины 

            X(t2)-X(t1);  X(t3)-X(t2); …;  X(tn)-X(tn-1)    независимы; 
            4)  случайная величина  X(t)-X(s),   0≤s≤t имеет 

распределение Пуассона с   

                 параметром   а(t-s):   

;
!i

e
))st(a()i)s(X)t(X(P

)st(a
i



  i=0;1;2;…  

1.1.7.  Винеровский   случайный процесс 

 
Случайный процесс   X(t)  называется винеровским, если 

он обладает свойствами: 

        1)-3)  пуассоновского случайного процесса; 
        4)      cлучайная величина   X(t)-X(s),   0≤s≤t  имеет 

нормальное распределение с параметрами  (0; st  ):  

 

.e
)st(2

1
)s-t;x(p )st(2

2x
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ГЛАВА 2. ЭЛЕМЕНТЫ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ТЕОРИИ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

2.1 Понятие корреляционной теории случайных про-
цессов 

В рамках общего подхода к описанию случайных процессов 

характеристика сечений и любых их совокупностей осуществляет-
ся с помощью многомерных распределений. В частности, любое 

сечение характеризуется либо одномерной плотностью вероятно-

сти  p1(t; х), либо одномерной функцией распределения  F(t; 
х)=P(X(t)≤x). Взаимосвязь любой пары сечений  характеризуется 

двумерной плотностью вероятности  p2(t1; t2; х1; х2)  или двумер-
ной функцией распределения   F(t1; t2; х1; х2)=P(X(t1)≤x1; 

X(t2)≤x2), где t1,2-два фиксированных момента времени; х1,2- воз-

можные значения случайных величин, соответствующих этим се-
чениям. 

Аналогично вводятся плотности и функции распределения 
трех и более сечений, однако для большого числа случайных 

процессов оказывается достаточным ограничиться одномерными 
и двумерными распределениями. 

Теория случайных процессов, основанная на изучении мо-

ментов первого и второго порядка, называется корреляционной 
теорией  случайных процессов. 

 

2.2 Математическое ожидание и дисперсия случай-
ного процесса 

 
Если в каждом сечении случайного процесса существует 

математическое ожидание, то математическим ожиданием слу-
чайного процесса X(t) называется неслучайная функция mX(t), 

значение которой при каждом фиксированном значении t равно 

математическому ожиданию соответствующего сечения:    
                                                       mX(t)=MX(t). 

 
Основные свойства математического ожидания  случайного 

процесса:                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

если  υ(t) - неслучайная функция,  то 

М υ(t)=υ(t);     М(υ(t)X(t))=υ(t)mX(t); 
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M(X1(t)+X2(t))= )t(m)t(m
2X1X  ;     

M(X(t)+υ( t))= mX(t)+ υ(t). 
 

Если в каждом сечении случайного процесса существует 
дисперсия, то дисперсией случайного процесса X(t) называется 

неслучайная функция DХ(t), значение которой при каждом фикси-
рованном значении аргумента t  равно дисперсии соответствую-

щего сечения: 

DX(t)= DХ(t)= M(X(t)-mX( t))
2. 

Основные свойства дисперсии  случайного процесса: 

если  υ(t) - неслучайная функция, то 
                         D(υ(t))=0;                    

D(X(t)+υ(t))=DX(t);   )t(m)t(m)t(D 2
X2XX  . 

 
Среднеквадратическим отклонением случайного процесса 

X(t) называется арифметический квадратный корень из его дис-
персии:             

)t(D)t( XX  . 

 

2.3 Корреляционная функция случайного процесса и 
е свойства. Нормированная корреляционная функ-

ция 

Корреляционной функцией случайного процесса X(t) назы-
вается неслучайная функция KX(t1; t2) двух независимых аргумен-

тов, значение которой равно корреляционному моменту сечений, 

соответствующих моментам времени t1 и t2: 

KX(t1; t2)=M((X(t1)-mX(t1))(X(t2)-mX(t2))). 

 

Основные свойства корреляционной функции:   
      



;)t(m)t(mdxdx) x; x; t;t(pxx

dxdx) x; x; t;t(p))t(mx())t(mx() t;t(K1

2X1X21212121

2121212X21X121X
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 2)          KX(t; t)=DX(t); 
 3)          KX(t1; t2)= KX(t2; t1); 
 4)          если  υ(t) - неслучайная функция, то 
 
               Kυ(t)(t1; t2)=0;      Kυ(t)+X(t)(t1; t2)= KX(t)(t1; t2); 

               Kυ(t)X(t)(t1; t2)= υ(t1) υ(t2)KX(t)(t1; t2); 

 

 5)           ;)t(D)t(D)t;t(K 2X1X21X   

 6)             
BB

2121X21 0.dtdt) t;t(K)t(a)t(a :TB ;)t(a  

 

Функция вида         

)t;t(K)t;t(K

)t;t(K

)t()t(

)t;t(K
)t;t(r

22X11X

21X

2X1X

21X
21X








   

называется   нормированной    корреляционной   функцией. 

2.4 Взаимная корреляционная функция и нормиро-
ванная взаимная корреляционная функция двух 

случайных процессов 

Взаимной корреляционной функцией двух  случайных про-

цессов     X(t) и Y(t) называют неслучайную функцию RXY(t1; t2)  
двух независимых аргументов    t1  и t2, значение которой равно 

корреляционному моменту сечений этих  случайных процессов в 

соответствующие моменты времени:  

RXY(t1; t2)= M((X(t1)-mX(t1))(Y(t2)-mY(t2))). 

 

  Свойства взаимной корреляционной функции: 
 если υ(t) и Ψ(t) - неслучайные функции, то 

RX(t)+υ(t) Y(t)+Ψ(t)(t1; t2)= RXY(t1; t2); 
RX(t)υ(t) Y(t)Ψ(t)(t1; t2)= υ(t1) Ψ(t2)RXY(t1; t2); 

RXY(t1;t2)=RYX(t2;t1);   

.)t(D)t(D) t;t(R 2Y1X21XY   

 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Введение в теорию и практику случайных процессов 

 

 

 

 
 

14 

Функция вида   

)t(D)t(D

)t ;t(R
)t ;t(r

2Y1X

21XY
21XY


  

 называется нормированной взаимной корреляционной 

функцией случайных процессов  X(t)  и  Y(t). 

2.5 Вероятностные характеристики суммы двух слу-
чайных величин 

Теорема 1.    Математическое  ожидание  суммы  двух                          
случайных процессов X(t) и Y(t)  равно   сумме их математических 

ожиданий: 

mX+Y(t)= mX(t)+mY(t). 
 

Теорема 2.    Корреляционная   функция   суммы  двух  
случайных процессов X(t)  и  Y(t) имеет вид: 

KX+Y(t1; t2)=KX(t1; t2)+KY(t1; t2)+RXY(t1; t2)+RYX(t2; t1). 

   
Следствие 1.   Если  случайные процессы  X(t) и Y(t)  не-

коррелированны,  то 
KX+Y(t1; t2)=KX(t1; t2)+KY(t1; t2);    DX+Y(t)=DX(t)+DY(t). 

 
Следствие 2.   Если   случайный   процесс   X(t)   и   слу-

чайная   величина  Y некоррелированны, то  

KX+Y(t1; t2)=KX(t1; t2)+DY. 
 

Пример 3.   Рассматривается  случайный  процесс  

Y(t)=Xe-t (t≥0),   где              X - нормально распределенная с 

параметрами m и σ случайная величина. Найти математическое 
ожидание, дисперсию, корреляционную и нормированную корре-

ляционные функции, одномерную плотность распределения. 
 

    Решение. 
Математическое ожидание:    mY(t)=M(Xe-t)=e-tmX=me-t. 

Дисперсия:                                DY(t)=D(Xe-t)=e-2t  DX=σ2e-2t. 

Стандартное отклонение:      

.e)t(D)t( t
YY

  

Корреляционная функция:       
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KY(t1; t2)=M((X 1te


-m 1te


)(X 2t
e


-m 2t
e


))= 

=
)2t1t(

e
  M(X-m)2=σ2 )2t1t(

e


. 

Нормированная   корреляционная  функция: 

.1
ee

e

)t()t(

) t;t(K
) t;t(r

2t1t

)2t1t(2

2Y1Y

21Y
21Y 













 

По условию задачи  случайная величина X распределена 

нормально; при фиксированном значении t сечение Y(t) линейно 

зависит от случайной величины  X, и по свойству нормального 
распределения сечение  Y(t) также распределено нормально с  

одномерной плотностью распределения:      

.e
)t(2

1
)y ;t(p

)t(2
Y

2

2))t(Ymy(

Y









  

 Пример 4.   Найти основные характеристики  случайного 

процесса Y(t)=We-Ut   (t>0),  где W и U - независимые  случайные 

величины; U распределена равномерно на отрезке [0; а]; W имеет 
математическое ожидание  mW  и стандартное отклонение σW. 

 

 Решение.  
Математическое ожидание:     

mY(t)=M(We-Ut)=MWM(e-Ut)=mwM(e-Ut); 

;
at

e1

at

e
due

a

1
)e(M ∫

a

0

at-t-u
t-utU-

a

0


     

at

)e1(m
)t(m

at
W

Y


  ,    (t>0). 

Корреляционная  функция: 

;
tta

)e1()e1(
m)e(M)W(M)t(m)t(m

)WeWe(M)t(m)t(m-))Y(t)M(Y(t) t,(tK

21
2

2at1at
2
W

)2t1t(U2
2Y1Y

2Ut1
Ut

2Y1Y2121Y
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так как           

,m)W(M 2
W

22
W   ,

2
Wm

2
W)

2
W(M   

         то                 

.
tta

)e-1()e-(1
m

)ta(t

e-1
)m() t,(tK

21
2

2-at1-at
2
W

21

)2t1-a(t
2
W

2
W21Y









 
Дисперсия:   

.
ta

)e-(1
m

2at

e-1
)m( t)(t,K)t(D

22

2-at
2
W

-2at
2
W

2
WYY   

 Пример 5.   Найти одномерный закон распределения  

случайного процесса: Y(t)=Vcos(Ψt-U), где V и U независимые 
случайные величины; V нормально распределена с параметрами     

(mV; σV);   Ψ-const;  U- равномерно распределена на отрезке       
[0; 2π]. 

 

 Решение.  
 Математическое ожидание случайного процесса Y(t):  

.0))utsin((
2

m
du)utcos(

2

1
m

))Ut(cos(Mm))Utcos(V(M)t(M

2
0

2

0

v
v

vY















 

Дисперсия: 

.
2

m

)
2

)u2t2sin(
u(

4

m
du

2

)u2t2cos(1

2

1
)m(

))Ut((cosM)V(M))Ut(cosV(M))t(Y(M)t(D

2
V

2
V

2

0

2

0

2
V

2
V2

V
2
V

22222
Y

























 

Стандартное отклонение:    .
2

m
)t(D)t(

2
V

2
V

YY


  

Переходим к выводу одномерного закона распределения. 
Пусть t-фиксированный момент времени, и случайная величина U 

принимает фиксированное значение U=u - const; u[0; 2π], тогда 
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получаем следующие условные характеристики  случайного про-
цесса Y(t):  

M(Y(t)| U=u)=mVcos(Ψt-u); 

D(Y(t)| U=u)=
2σV  cos2(Ψt-u); 

σ(Y(t)| U=u)= Vσ  |cos(Ψt-u)|. 

Так как случайная величина V распределена нормально и 

при заданном значении  случайной  величины  U=u  все сечения  

линейно  зависимы,  то       условное распределение в каждом 
сечении является нормальным и имеет следующую плотность: 

.e
|u)-tcos(|2

1
u)U|y ;t(p

)utcos(2
v2

2))utcos(vmy(

V
Y









  

Безусловная одномерная плотность  случайного процесса 

Y(t): 








2

0
YY u)du.U|y ;t(p

2

1
y) ;t(p  

Очевидно, что это распределение уже не является нор-
мальным. 
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ГЛАВА 3. ЭЛЕМЕНТЫ СЛУЧАЙНОГО АНАЛИЗА 

3.1 Сходимость и непрерывность 

3.1.1 Классические виды сходимости 

В стандартном курсе математического анализа вводятся 
следующие типы сходимости. 

а) Числовая последовательность xn называется сходя-
щейся к числу х при      n, если для любого >0 (сколь угод-

но малого) существует номер N, начиная с которого все последу-

ющие элементы последовательности принадлежат -окрестности 

точки х:     

                           

.x-nx:Nn∀:N∃0∀nxlim
∞→n

x 

 

б) Функциональная последовательность f n(x) называется 

поточечно сходящейся на множестве Х к функции f (x), если 
она сходится (как числовая последовательность) при каждом 

фиксированном х∈Х к значению f (x). 
 Частным случаем поточечной сходимости является рав-

номерная сходимость. 

в) Функциональная последовательность f n(x) называется 

сходящейся почти всюду на множестве Х к функции f (x), если 
она сходится поточечно к       f (x) на множестве Х за исключени-

ем множества точек Х0 меры нуль. 
 В теории вероятности такое понимание сходимости (кроме 

в)) мало содержательно. Тем не менее, приведенные здесь опре-

деления позволяют в полной мере ощутить разницу классических 
подходов и их вероятностных аналогов. 

3.1.2 Сходимость по вероятности 

 Говорят, что последовательность случайных величин Хn 

сходится по вероятности к случайной величине Х при n, если          

.1)X -XP(lim:0∀ n
∞→n

  

Обозначение:  
.XX

вер.

∞→n
n 

 

 Обратите внимание, что при n имеет место  классиче-
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ская сходимость вероятности )X-XP( n   к 1, то есть с воз-

растанием номера n можно гарантировать сколь угодно близкие к 
1 значения вероятности. Но при этом нельзя гарантировать бли-

зости значений случайных величин Хn к значениям случайной ве-
личины Х ни при каких сколь угодно больших значениях n, по-

скольку мы имеем дело со случайными величинами. 

Случайный процесс  X(t),  t∈T называется стохастически 

непрерывным в точке   t0∈T,   если    ).t(X)t(X 0

вер.

0tt
→


 

3.1.3 Сходимость в среднем в степени p ≥ 1 

 Говорят, что последовательность случайных величин Xn 

сходится в среднем в степени   p1   к  случайной величине  

Х,  если  

.0)X-X((Mlim
р

n
∞→n

  

 Обозначение:  Xn 
р

X. 

В частности, Xn сходится в среднеквадратичном к  слу-

чайной величине  Х,   если 

.0)X-X((Mlim
2

n
∞→n

  

Обозначение:     

.X
2

nXилиnX
∞→n
.m.i.lX   

Случайный процесс  X(t),   t∈T называется непрерывным 

в среднеквадратичном в точке   t0 ∈T,  если    

).t(X.m.i.l)t(X
0tt

0


  

3.1.4 Сходимость почти наверное (сходимость с вероятно-

стью 1) 

 Говорят, что последовательность случайных величин Хn 

сходится почти наверное к случайной величине Х, если 

 ,10→)(X-)(X:P n   
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 где  ω  -  элементарное  событие вероятностного  про-

странства   (, A, Р).  

Обозначение:   
ХХ

.н.п
n 

.  

3.1.5 Слабая сходимость 

Говорят, что последовательность  )x(F
nX  функций рас-

пределения случайных величин Хn слабо сходится к функции 

распределения FX(x)  случайной величины  Х, если имеет место 
поточечная сходимость в каждой точке непрерывности функции 

FX(x). 
 

Обозначение:  )x(F
nX  FX(x). 

3.1.6 Связь различных типов сходимости 

 
 

 Если последовательность  случайных величин {Xn} сходит-

ся к случайной величине Х почти наверное или в среднем в сте-
пени p≥1, то она автоматически сходится к Х и по вероятности. В 

свою очередь, сходимость по вероятности гарантирует слабую 
сходимость последовательности функций распределения. 

3.2 производная случайного процесса и еѐ свойства 

 
 В соответствии с классическим определением, производ-

ная случайного процесса X(t) должна быть определена как предел 

разностного отношения 
h

)t(X)ht(X     при  h→0  в смысле соот-

ветствующей сходимости. Можно показать, что сходимость по ве-
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роятности обладает рядом недостатков, которые делают этот 
подход практически бесполезным. 

 
Случайный процесс X(t) называется дифференциру-

емым, если существует случайный процесс )t('X  такой, 

что 

   
.0)t('X

t

tXttX
Mlim

2

0t













 





 

 При  этом  случайный процесс  )t('X  называется 

производной  случайного процесса X(t) и обозначается 
следующим образом:  

   
t

tXttX
.m.i.l)t('X

0t 










. 

Теорема 1.  Математическое  ожидание  производной   

случайного   процесса равно  производной  от   математического 
ожидания  самого случайного процесса:     

)t(m)t(m '
X'X

 . 

Следствие.            )t(m)t(m
)n(

X)n(X
 . 

Теорема 2.  Корреляционная функция производной слу-
чайного процесса X(t)  равна  второй  смешанной  производной от 

его корреляционной функции:    

            

21

21X
2

21'X tt

) t;t(K
) t;t(K




 . 

Теорема 3.  Взаимная  корреляционная  функция  случай-

ного процесса X(t) и его  производной )t('X  равна частной про-

изводной  его корреляционной функции  по переменной, соответ-

ствующей   производной:   

1

21X
21X'X

2

21X
21'XX t

) t;t(K
) t;t(R ;

t

) t;t(K
) t;t(R









 . 
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3.3 Интеграл от случайного процесса и его свойства 

Интегралом от случайного процесса X(t) на отрезке [0, t] 

называется предел в среднеквадратичном  при λ→0 (n→0) 




t

00
ds)s(X.m.i.l)t(Y 



 

интегральных сумм              ),tt()s(X i1i

1n

0i
i  





   

где    si(ti; ti+1);     λ=max(ti+1  - ti),  i=0,…,n-1. 

 
Теорема 4.  Математическое   ожидание  интеграла  от  

случайного  процесса равно интегралу от его математического 
ожидания: 


t

0
XY ds)s(m)t(m

,                

t

0

ds)s(X)t(Y
. 

Теорема 5.  Корреляционная   функция   интеграла   от  
случайного  процесса X(t)  равна двойному интегралу от его кор-

реляционной функции:  

 
1t

0

2t

0
2121X21Y dsds)s ;s(K) t;t(K . 

Теорема 6.  Взаимная корреляционная функция случайного  

процесса  X(t)  и его   интеграла   равна  интегралу  от   корреля-
ционной  функции случайного процесса   X(t): 

.ds)t;s(K) t;t(R ;ds)s ;t(K) t;t(R
1t

0
2X21YX

2t

0
1X21XY    

 Пример 6.  Случайный процесс X(t) имеет вид: X(t)=Ae-t  

(t≥0), где А - произвольно распределенная непрерывная случай-

ная величина, имеющая конечное математическое ожидание m и 

конечную дисперсию 
2 . Найти характеристики  случайных про-

цессов X(t), )t('X  и 
t

o

.ds)s(X)t(Y  

 Решение. 
1) Математическое ожидание, дисперсия, стандартное от-

клонение, корреляционная функция и нормированная корреляци-
онная функция  случайного процесса X(t) имеют вид   (см. Пример 
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3): 

.1) t;t(r  ;e) t;t(K 

 ;e)t(  ;e)t(D  ;me)t(m

21X
)2t1t(2

21X

t
X

t22
X

t
X








 

2)   Переходим к расчету характеристик случайного процес-

са )t('X . В соответствии с Tеоремами  1-3 получаем: 

.1
)t()t(

) t;t(K
) t;t(r;e)t(D)t(

;e) t;t(K)t(D

;e)e(
tttt

) t;t(K
) t;t(K

;me)me()t(m)t(m

2'X1'X

21'X
21'X

t
'X'X

t22
'X'X

)2 t1t(2)2 t1t(2

21

2

21

21X
2

21'X

tt'
X'X





























 
За исключением математического ожидания (которое поме-

няло знак), все остальные характеристики сохранились полно-

стью. Взаимные корреляционные функции  случайного процесса 

X(t) и его производной )t('X  имеют вид: 

.e
t

) t;t(K
) t;t(R

;e
t

) t;t(K
) t;t(R

)2 t1t(2

1

21X
21X'X

)2 t1t(2

2

21X
21'XX

















 

3)    В соответствии  с  Теоремами  4-6   основные харак-

теристики интеграла от случайного процесса X(t) имеют следую-
щие значения: 

;)e1()e1(

dsdsedsds)s ;s(K) t;t(K

;)e1(mdsemds)s(m)t(m

2t1t2

2

1t

0

2t

0
1

)2s 1s(2
2

1t

0

2t

0
121X21Y

t

0

ts
t

0
XY













  



 

;)e1()t;t(K)t(D 2t2
YY
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.1
)t()t(

) t;t(K
) t;t(r;)e1()t(D)t(

2Y1Y

21Y
21Y

t
YY 


   

Взаимные корреляционные функции  случайного процесса 
X(t) и его интеграла Y(t): 

.)e1(edseds) t;s(K) t;t(R

;)e1(edseds)s ;t(K) t;t(R

1t2t2
1t

0

)2ts(2
1t

0
2X21YX

2t1t2
2t

0

)s1t(2
2t

0
1X21XY
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ГЛАВА 4. КАНОНИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 

СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

4.1 Понятие канонического разложения случайного 
процесса 

 

Случайная величина V называется центрированной, если 

ее математическое ожидание равно 0. Элементарным центриро-
ванным  случайным процессом называется произведение центри-

рованной случайной величины V на неслучайную функцию υ(t):      
X(t)=V υ(t).    Элементарный центрированный случайный процесс 

имеет следующие характеристики: 

.1
)t()t(

) t;t(K
) t;t(r

;D)t()t())t(V)t(V(M

)))t(MX-)t(X())t(MX-)t(X((M) t;t(K

;(t)(t);D(t)))t(D(VDX(t)

;0MV)t())t(V(M)t(MX

2X1X

21X
21X

V2121

221121X

vXV
2














 

Выражение вида 





1k

kk0 )t(V)t()t(X  , 

где φk(t), k=1;2;…-неслучайные функции; kV ,  k=1;2;…-

некоррелированные центрированные случайные величи-
ны, называется каноническим разложением случайного 

процесса X(t), при этом  случайные  величины kV   назы-

ваются коэффициентами канонического разложения; а 
неслучайные функции  φk(t)  -  координатными функция-
ми  канонического разложения. 

 
Рассмотрим характеристики  случайного процесса 







1k

kk0 :)t(V)t()t(X  
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Так как по условию 
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Очевидно, что один и тот же  случайный процесс имеет 
различные виды канонического разложения в зависимости от вы-

бора координатных функций. Более того, даже при состоявшемся 
выборе координатных функций существует произвол в распреде-

лении случайных величин Vк. На практике по итогам эксперимен-

тов получают оценки для математического ожидания и корреля-

ционной функции:  )t ;t(Kи )t(m 21XX



. После разложения 

)t ;t(K 21X

∧
в двойной ряд Фурье по координатным функциям υк(t):  

kV2k

∞

1k
1k21X

∧

D)t()t()t ;t(K ∑ 


 

получают значения дисперсий  
kVD случайных величин Vk. 

 

Пример 7.   Случайный процесс Х(t) имеет следующее ка-

ноническое разложение: 



n

1k
k0 ktcosV)t(m)t(X , где Vk-

нормально распределенные некоррелированные случайные вели-
чины с параметрами (0; σк);   m0(t) - неслучайная функция.   
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Найти основные характеристики  случайного процесса Х(t),   
включая плотности распределения. 

 
Решение.  

Из полученных ранее общих формул имеем: 

.

DktcosDktcos

Dktcosktcos

)t ;t(r  ;Dktcosktcos)t ;t(K

;D    ;Dktcos)t(    ;DktcosDX(t)

;)t(m)t(m)t(MX

∑∑

∑

∑

∑

n

1k
kV2

2
n

1k
kV1

2

n

1k
kV21

21X

n

1k
kV2121X

2
kkV

n

1k
kV

2
X

n

1k
kV

2

0X



















 

В каждом сечении  случайный процесс Х(t) имеет нормаль-

ное распределение, так как является линейной комбинацией не-

коррелированных нормально распределенных случайных величин 
Vk, при этом одномерная плотность распределения имеет вид: 

.e
)t(2

1
) x;t(p

)t(2
X

2

2))t(0m-x(
-

X
1





  

Двумерный закон распределения также является нормаль-
ным и имеет следующую двумерную плотность распределения:  

.
)t(D

))(tm-x(

)t(D)t(D

))(tm-x)()(tm-x)(t ;t(r2
-

)t(D

))(tm-(x
A

;e)))t ;t(r-1()t(D)t(D4() x; x;t ;t(p

2X

2
202

2X1X

20210121X

1X

2
101

))2t ;1t(2
xr1(2

A

2

1

21
2
X2X1X

2
21212












 

 

Пример 8.  Известны математическое ожидание  mX(t) 

и корреляционная функция    КX(t1;t2)=t1t2   случайного процесса 

Х(t), где Tt0  .  Найти каноническое разложение Х(t) по ко-

ординатным функциям 
T

kt
sink


  при условии, что коэффициен-

ты разложения  Vk - нормально распределенные  случайные вели-

чины. 
 

Решение. 
Корреляционная функция имеет следующее разложение 
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следовательно, 
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Так как       
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Плотность распределения случайных величин  Vk: 

2

kV
2

2x

kV
kV e

2

1
p








 

Каноническое разложение  случайного процесса   Х(t)  име-
ет вид: 









1k
kX

T

kt
sinV)t(m)t(X . 
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4.2 Понятие обобщенной функции. Дельта-функция 
Дирака. Интегральное каноническое представление 

случайных процессов. 

Обобщенной функцией называется предел последова-

тельности однопараметрического семейства непрерывных функ-

ций. 

Дельта-функция Дирака  t - это обобщенная функ-

ция, являющаяся результатом предельного перехода при   

0  в семействе функций  t  

 







 

.t,)2(

;t,0
t 1

 

Среди свойств  -функции отметим следующее: 

1.   








 









0

ti dtcos
1

dtcos
2

1
de

2

1
t  

2.  




 ;1dtt  

3.  Если f(t)- непрерывная функция,  то 

              );0(fdtttfdtttf  








 

              ).t(fdttttfdttttf 00

0t

0t
0  









 

 

Случайный процесс  Х(t),   корреляционная  функция  
которого  имеет вид 

     ,tttWt;tK 21121X    

называется нестационарным «белым шумом». Если 
W(t1)=W - const, то Х(t)-стационарный «белый шум». 

 
Как следует из определения, никакие два, даже сколь угод-

ные близкие, сечения «белого шума» не коррелированны. Выра-

жение W(t) называется интенсивностью «белого шума». 
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Интегральным каноническим представлением слу-

чайного процесса Х(t) называется выражение вида 

        


 ,dt;ZtmtX X
 

где  Z  - случайная центрированная функция; 

 t; - неслучайная функция непрерывных аргументов   

.tи    

 
Корреляционная   функция  такого  случайного  процесса  

имеет   вид: 

         


 )dt;Zdt;Z(Mt;tК 2121X
  

        


 21212211 dd)ZZ(Mt;t; . 

        Можно показать, что существует неслучайная функция 
G(λ) такая, что  

 

 
где G(λ1) - плотность дисперсии;  δ(х) - дельта-функция Ди-

рака. Получаем  

          
 















 12211221121X ddGt;t;t;tК    

     


 .dGt;t; 112111
 

Следовательно,      дисперсия  случайного процесса Х(t): 

         


dGt;t;tKtD 2
XX

. 

 

 

       ,G)ZZ(M 21121 
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4.3 Линейные и нелинейные преобразования слу-
чайных процессов 

 
Рассматривается следующая задача: на вход системы 

(устройства, преобразователя)  S подается «входной сигнал»,  

имеющий характер  случайного процесса  Х(t). Система преобра-
зовывает его в «выходной сигнал» Y(t):  

)t(YS)t(X  . 

Формально преобразование случайного процесса Х(t) в Y(t)  
может быть описано с помощью так называемого оператора си-

стемы Аt: 

Y(t)=At(Х(t)). 
Индекс t показывает, что данный оператор осуществляет 

преобразование по времени. Возможны следующие постановки 
задачи о преобразовании случайного процесса. 

Известны законы распределения или общие характеристики 
случайного процесса Х(t) на входе в систему S, задан оператор Аt 

системы S, требуется определить закон распределения или общие 

характеристики случайного процесса Y(t) на выходе системы S. 
Известны законы распределения (общие характеристики) 

случайного процесса Х(t) и требования  к случайному процессу 
Y(t); надо определить вид оператора Аt системы S, наилучшим 

образом удовлетворяющего заданным требованиям к  Y(t). 

Известны законы распределения (общие характеристики) 
случайного процесса Y(t) и задан оператор Аt системы S; требует-

ся определить законы распределения или общие характеристики  
случайного процесса Х(t). 

Принята следующая классификация операторов Аt системы 

S: 
                   Операторы системы 

 
 

      
 Линейные L                      Нелинейные N 

 

 
 

Линейные однородные L0                 Линейные неоднородные Lн 
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 n

1i
i0i

n

1i
ii0 )t(xLc)t(xcL       

    )t()t(xL)t(xL 0н   

 

Рассмотрим воздействие линейной неоднородной системы 
Lн(...)=L0(…)+υ(t) 

на случайный процесс  Х(t),  имеющий следующее канони-
ческое разложение: 

)t(V)t(m)t(X k
1k

kX  




. 

Получаем: 

 

);t())t((LV))t(m(L

)t())t((V(L))t(m(L)t(XL)t(Y

k0k
1k

X0

kk
1k

0X0н















  

введем обозначения 

);t())t(m(L 0X0   );t()t((L kk0   ,Nk  

тогда каноническое разложение Y(t) приобретает вид: 

)t(V)t()t()t(Y kk
1k

0  




. 

Математическое ожидание  случайного процессаY(t): 

);t(m)t()t(MV)t())t()t((M)t(MY Y0kk
1k

0  




 
 корреляционная функция  случайного процесса Y(t): 

;))D)t()t((L(L

D))t((L))t((L)))t((LV)t((LV(M

)))t(m)t(Y())t(m)t(Y((M)t;t(K
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следовательно, 

)))t;t(K(L(L)))t;t(K(L(L)t;t(K 21X
1t

0
2t021X

2t0
1t

021Y  . 

С другой стороны 
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1k

kV2k1k21X .D)t()t()t;t(K  

Дисперсия  случайного процесса Y(t): 

))).t;t(K(L(LlimD)t()t;t(K)t(D 2Xt0
2t0

1k t2tkV
2
kYY 



 
  

В заключении этого пункта отметим, что операторы диффе-

ренцирования и интегрирования  случайных процессов являются 
линейными однородными. 

 

2.       Рассматривается квадратичное преобразование: 

Y(t)=(X(t))2,    ),t(X)t(m)t(V)t(m)t(X
n

1k
XkkX 






 

Vk-центрированные случайные величины, имеющие симмет-
ричное относительно нуля распределение; любые четыре из них 

независимы в совокупности. Тогда 
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Введем неслучайные функции 

)t()t(2)t();t()t();t()t(m2)t( mkkm
2
kkkXk 

 

и случайные величины 

,VVW,DVU mkkmkV
2
kk   

тогда случайный процесс Y(t) приобретает вид  
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kkkkY ).t(W)t(U)t(V)t(m)t(Y  

Представляем возможность читателю самостоятельно дока-

зать центрированность и некоррелированность случайных вели-
чин Vk; Uk; Wkm;  k,m=1,...,n.  Это, в свою очередь, означает, что 

получено каноническое разложение случайного процесса Y(t).   

Корреляционная функция  Y(t): 

   

;D)t()t(D)t()t(D)t()t(
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Дисперсия:   

   
 



 


n

1k

n

1k

1n

1k

n

1km
kmW

2
kmkU

2
kkV

2
kY .D)t(D)t(D)t()t(D

 

 
Пример 9.   Случайный  процесс Х(t)  имеет следующую 

структуру 







n

1k

tka
k ,eVt)t(X  

где Vk  центрированные некоррелированные случайные ве-

личины с дисперсиями 
kVD ;   аk –const; ;0ak   k=1,2…;n.     

Найти характеристики и составить каноническое разложение  

случайного процесса Y(t): 

 
t

0

.constВ,Агде,ds)s(XB
dt

)t(dX
A)t(Y  

Решение. 

Cлучайный  процесс  Х(t)  имеет  следующие характеристи-
ки: 
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;t)t(mX      ;De)t;t(K
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X De)t(D 




 . 

Поскольку случайный процесс Y(t) является  результатом 

преобразования линейным однородным оператором  случайного 
процесса Х(t),  воспользуемся полученными ранее  формулами:  
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Каноническое разложение случайного процесса Y(t)  имеет 
вид: 

k

n

1k k

tka2
k

tka2

V
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eAa)e1(B

2

Bt
A)t(Y 






 . 

 

Пример 10.  Задан  случайный процесс Х(t) следующего 
вида:  

,tsinUtcosU)t(X 21   

где U1,U2  -  независимые нормально распределенные слу-

чайные величины с параметрами (0; ); .const    Найти 

каноническое разложение и характеристики  случайного процесса  

Y(t):          .))t(X()t(Y 2  

Решение.  

.tsinUtcostsinUU2tcosU

)tsinUtcosU())t(X()t(Y

22
221

22
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Так как  
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,0)UU(M;MUMU 21
22

2
2
1   

то случайный процесс  Y(t) может быть записан в такой 
форме: 

,tsinVt2sinVtcosV

tsin)U(tcostsinUU2tcos)U()t(Y

2
32

2
1

2

222
221

222
1

2





 
где                   

.UV;UUV;UV 22
23212

22
11   

Очевидно, что  случайные величины 3,2,1V  центрированы: 

.0MVMVMV 321   

Покажем, что они попарно некоррелированные. Так как   

21 UиU   независимы и центрированы, то 

;0MUMUMU)U(M

)UU(M)UU(M)UU)U((M)VV(M

21
2

2
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21
2

2
3
121
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аналогично,                           .0)VV(M 32   

.0)U(M)U(M))U()U((M)VV(M 22
2

22
1

22
2

22
131   

Таким образом, получено каноническое разложение слу-

чайного процесса Y(t): 

,tsinVt2sinVtcosV)t(Y 2
32

2
1

2   

где    ).t(mY
2    Так как   в случае нормального распре-

деления 

,3MUMU 44
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4
1        (докажите!) 
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Следовательно, 
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ГЛАВА 5. СТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ 

ПРОЦЕССЫ 

5.1 Понятие стационарного случайного процесса. 
Стационарность в узком и широком смысле 

 

Значительное число происходящих в природе событий, в 

частности, связанных с эксплуатацией технических устройств, но-
сит «почти» установившийся характер, то есть картина таких со-

бытий, подверженных незначительным случайным флуктуациям, 
тем не менее, в целом с течением времени сохраняется. В этих 

случаях принято говорить о стационарных случайных процессах. 

Например, летчик выдерживает заданную высоту полета, но 
разнообразные внешние факторы (порывы ветра, всходящие по-

токи, изменение тяги двигателей и т.п.) приводят к тому, что вы-
сота полета колеблется около заданного значения. Другим при-

мером могла бы служить траектория движения маятника. Если бы 

он был предоставлен сам себе, то при условии отсутствия систе-
матических факторов, приводящих к затуханию колебаний, маят-

ник находился бы в режиме установившихся колебаний. Но раз-
личные внешние факторы (порывы ветра, случайные колебания 

точки подвеса и т.п.), не меняя в целом параметров колебатель-
ного режима,  делают характеристики движения не  детермини-

рованными,  а случайными. 

 
Стационарным (однородным во времени) называют 

случайный процесс, статистические характеристики кото-
рого не меняются с течением времени, то есть являются 
инвариантными относительно временных  сдвигов. 

Различают случайные процессы стационарные в широком и 
узком смысле. 

Стационарным случайным процессом в узком смысле 
называется случайный процесс Х(t), все вероятностные 
характеристики которого не меняются со временем, то 
есть 

n 2;...;1;i ;tи Nn i  ,  

таких, что  
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 T0tt ii ;;;   

выполняется условие 
F(t1; t2;… ;tn; x1; x2;…; xn)=F(t1+τ; t2+τ;… ;tn+τ; x1; 

x2;…; xn), 
и, следовательно, все n-мерные распределения за-

висят не от моментов времени   t1; t2;… ;tn,   а  от  длитель-
ности  временных  промежутков   τi:  

.tt; ;tt ;tt 1nn1-n232121  --    

В частности, одномерная плотность распределения вообще 
не зависит от времени t: 

),x(p)x;t(p 11   

двумерная плотность сечений в моменты времени t1 и t2  

)x;x;(p)x;x;t;t(p)x;x;t;t(p 211221111221212 

 

n-мерная плотность сечений в моменты времени  t1; t2...; tn: 

).x;...;x;x;;...;;(p

)x;...;x;x;t;...;t;t;t(p)x;...;x;x;t;...;t;t(p

n211n21n

n211n121111nn21n21n









 
Случайный процесс Х(t) называется стационарным в 

широком смысле, если его моменты первого и второго по-
рядка инвариантны относительно временного сдвига, то 
есть его математическое ожидание не зависит от времени 
t и является константой, а корреляционная функция зави-
сит только от длины временного промежутка между сече-
ниями: 

;m)t(mX             

)(k)tt(k)t;t(K 1221X   

 
Очевидно, что стационарный случайный процесс в узком 

смысле является стационарным случайным процессом и в широ-

ком смысле; обратное утверждение не верно. 
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5.2 Свойства вероятностных характеристик стацио-
нарного случайного процесса 

 

1.    ;,)();()( constmmdxxpxdxxtpxtmX  








 

.)(kdxdx)x;x;(p)mx()mx(

dxdx)x;x;t;t(p)mx()mx()t;t(K.2

X2121221

21212122121X





 

 

















 
3.    Корреляционная функция стационарного случайного процес-

са четна: 

.)(k)(k XX   

4.   Дисперсия  стационарного  случайного  процесса  есть кон-
станта,  равная  

       значению ее корреляционной функции в точке  0 : 

.0)0(k);0(k)t;t(K)t(D XXXX   

5.    ).0(k)(k XX   

6.    Корреляционная  функция  стационарного  случайного про-

цесса является  
       положительно определенной, то есть 

 :T;0B);t(           

.0dtdt)t()t()tt(k 2121
BB

12X    

Нормированная корреляционная функция стацио-

нарного случайного процесса  
)(

)(
)(

0k

k
r

X

X
X


     также чет-

на,  положительно определена и при этом  
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.1)0(r;1)(r XX   

 
Пример 11.  Найти характеристики и сделать вывод о типе  

случайного процесса Х(t): 

,tsinUtcosU)t(X 21   

где  U1  и  U2 - некоррелированные  случайные величины;   

;const  

.,0mm
2U1U2U1U   

 
Решение. 

;0MUtsinMUtcos)t(MX 21   

;cos)tt(cos)tsintsintcost(cos

)tsintsinU)tt(sinUUtcostcosU(M

))tsinUtcosU()tsinUtcosU((M)t;t(K

2
12

2
2121

2

21
2
2212121

2
1

2221121121X







 

;)t(D 2
X     ;)t(X     .cos)(rX   

Следовательно, случайный процесс  Х(t) является стацио-
нарным в широком смысле. Как  следует из Примера 10, если U1 

и U2 независимые, центрирование и нормально распределенные 

случайные величины, то случайный процесс  
2))t(X()t(Y   

также является стационарным в широком смысле. 

 
Пример  12.   Доказать стационарность в широком смысле 

случайного процесса Х(t): 

),tcos(V)t(X   

где V и   независимые  случайные величины;  MV=mV - 

const; ;constDV 2
V     - равномерно распределенная на 

отрезке   2;0  случайная величина; .const  

 
Решение.  

Запишем Х(t) следующим образом: 
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  .tsinsinVtcoscosV)t(X   

Так как  случайная величина   равномерно распределена 

на отрезке  2;0 , то плотность распределения имеет вид: 
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следовательно,  
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Получаем  

;0tsin)(sinMMVtcos)(cosMMV)t(mX 
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2

m
)t(D

2
v

2
v

X


   .cos)(rX   

Так как  cлучайный процесс Х(t) имеет постоянные матема-
тическое    ожидание и дисперсию, а корреляционная функция 

является функцией  , то вне зависимости от закона распределе-

ния случайной величины  V  случайный процесс Х(t) является 

стационарным в широком смысле. 
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5.3 Стационарно связанные случайные процессы 

 

 Cлучайные процессы  X(t) и Y(t) называются стационарно 
связанными, если их взаимная корреляционная функция зависит 

только от разности аргументов  τ =t2-t1:     RXY(t1;t2)=rXY(τ). 

 

Стационарность самих случайных процессов  X(t)  и  Y(t)  не 
означает их стационарной связанности. 

 Отметим основные свойства стационарно связанных слу-
чайных процессов,  производной и интеграла от стационарных 

случайных процессов, 

  1)    rXY(τ)=rYX(-τ). 

  2)   );(k)(k XX    );(k)1()(k
)n2(

X
n

)n(X
  

  3)   );(k)(r XXX      );(k)(r XXX   

4)  

,d)(k)t(d)(k)tt(d)(k)t()t;t(K
2t

0

1t

0
X1

1t2t

0
X12X221Y   



 

   где  ;ds)s(X)t(Y
t

0

  

  5)    
t

0
XY ,d)(k)t(2)t(D      

где   ;ds)s(X)t(Y
t

0

  

  6)  






1t2t

1t
X

2t

0
1X21XY d)(kds)ts(k)t;t(R ;  

.d)(kds)st(k)t;t(R
2t

1t2t
X

1t

0
2X21YX 
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Пример 13.  Корреляционная функция стационарного слу-
чайного процесса X(t) имеет вид 

).1(e)(kX 


 

Найти корреляционные функции, дисперсии, взаимные кор-

реляционные функции случайных процессов X(t), )t(X , 


t

0

ds)s(X)t(Y . 

Решение. 

Ограничимся анализом случая  :0      

);1(e)(kX  
       DХ(t)=1. 

Далее без комментариев: 

);1(e))1(e()(k)(k XX  
       

;1)0(k)t(D XX    

;e))1(e()(k)(r XXX  
       

;e)(k)(r XXX  
  

  



2t

0

1t2t

0
12221Y d)1(e)tt(d)1(e)t()t;t(K

  
1t

0
1 .d)1(e)t(  

Воспользуемся следующим соотношением: 

,a23)3a(ed)1(e)a( a
a

0

 
  

Получаем: 

;t49)3t(e)3tt(e)3t(e)t;t(K 21
1t

12
1t2t

2
2t

21Y 


 

;t412)3t(e2)t;t(K)t(D t
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 Обратите внимание, что в результате дифференцирования 

стационарный случайный процесс   X(t) переходит в стационар-

ный случайный процесс )t(X , при этом X(t) и )t(X  стацио-

нарно связаны. При интегрировании стационарного случайного 
процесса X(t) возникает нестационарный случайный процесс Y(t), 

и при этом X(t) и Y(t) не являются стационарно связанными. 
 

5.4 Эргодические стационарные случайные процессы 
и их характеристики 

 

 Среди  стационарных случайных процессов есть особый 
класс процессов, называемых эргодическими, которые обладают 

следующим свойством: их характеристики, полученные усредне-
нием множества всех реализаций, совпадают с соответствующими 

характеристиками, полученными усреднением по времени одной 

реализации, наблюдаемой на интервале   (0, T) достаточно боль-
шой продолжительности. То есть на достаточно большом времен-

ном промежутке любая реализация проходит через любое состоя-
ние независимо от того, каково было исходное состояние системы 

при t=0; и в этом смысле любая реализация полностью представ-

ляет всю совокупность реализаций. 
Эргодическая теорема Биркгофа-Хинчина 

Для любого стационарного случайного процесса в узком 
смысле X(t), имеющего конечное математическое ожидание 
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)t(XM  с вероятностью 1 существует предел 

)JX(Mdt)t(X
T

1
lim X

T

0T




  для  ССП с непрерывным 

временем, 

)JX(M)t(X
n

1
lim X

n

1i
i

n




  для  ССП с дискретным вре-

менем. 

Если при этом X(t) – эргодический стационарный случайный 

процесс, то  .constm)t(MX)JX(M X   

 В условии теоремы  )JX(M X  - условное математиче-

ское ожидание случайного процесса X(t) относительно  Jx;   Jx – 
 -алгебра инвариантных по отношению к  X(t) событий;  собы-

тие А называется инвариантным относительно X(t), если  B  

B )R( T
 такое, что A={ω: X(ω,t)B}. 

Достаточные условия эргодичности 
Теорема 1.   Стационарный случайный процесс X(t)  эргоди-

чен относительно математического ожидания, если  его  корреля-

ционная  функция )(kX   стремится  к  нулю  при   τ→∞; 

при этом:        
X

T

0T
mdt)t(X

T

1
lim 



. 

 

Теорема 2.   Стационарный случайный процесс X(t)  эргоди-
чен относительно дисперсии,  если  корреляционная  функция  

стационарного  случайного  процесса   Y(t)=X2(t)   стремится  к  
нулю при τ→∞; 

при этом:         .Ddt)m)t(X(
T

1
lim X

T

0

2
X

T




 

 

Теорема 3.   Стационарный случайный процесс  X(t) эргоди-

чен относительно корреляционной функции, если стремится к ну-
лю при  τ→∞ корреляционная   функция   стационарного   слу-

чайного   процесса  
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Z(t, τ)= )m)t(X)(m)t(X( XX  ; 

при этом:       

).(kdt)m)t(X)(m)t(X(
T

1
lim X

T

0
XX

T







 

 

 При практических расчетах интервал (0;Т) разбивается на 

n равных частей ;
n

T
t   в каждом промежутке выбирается точ-

ка ti (например, середина).   Если ограничиться формулой прямо-

угольников, получаем 





n

1i
iX );t(X

n

1
m  

;m)t(X
n

1
)m)t(X(

n

1
D

n

1i

2
X

n

1i
i

22
XiX  

 



.1n;...;2;1;0m;m)t(X)t(X
mn

1

)m)t(X()m)t(X(
mn

1
)

n

mT
(k)(k

mn

1i

2
Xmii

mn

1i
XmiXiXX

























 
Пример 14.   X(t) – эргодический стационарный случайный 

процесс,   V – случайная величина, имеющая математическое 
ожидание  mv  и дисперсию Dv (Dv≠0);  X(t) и V независимы.  Ис-

следовать на эргодичность случайный процесс Y(t):     

Y(t)=X(t)+V. 
 

Решение. 
Так как случайный процесс X(t) и случайная величина V не-

зависимы, то  

mY(t)=mX(t)+mv; kY(τ)=kX(τ)+Dv. 
При этом   

.0DD)(klim)D)(k(lim)(klim VVXVXY 


 

Следовательно, случайный процесс Y(t) не является эрго-

дичным по математическому ожиданию; то есть наложение 
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на эргодический случайный процесс независимой случайной ве-
личины разрушает эргодичность. 

 
Пример 15.   Рассматривается простейший поток событий с 

интенсивностью λ. Случайный процесс X(t) принимает значения   
+а   и   –а  (а>0); при этом X(t) скачком меняет свое состояние с  

+а  на  –а  или наоборот в момент наступления очередного собы-

тия в потоке.  Найти характеристики случайного процесса X(t). 
 

Решение. 
  По  смыслу  задачи   

события  в  потоке проис-

ходят  в  произвольные  
моменты времени (см. 

рис.), поэтому для любого 
значения t с равной веро-

ятностью ½ СП     

X(t) может принимать 
значения +а, и –а;    

Поэтому одномерный за-
кон распределения каждо-

го сечения очевиден (см. 
таблицу).   Получаем 

mХ(t)=-

a·0,5+a·0,5=0; 
DХ(t)=(-

a)2·0,5+a2·0,5=a2. 
 

Корреляционная функция 

имеет вид: 
 

KX(t1;t2)=M((X(t1)-mX)(X(t2)-mX))= M(X(t1)X(t2)). 

Произведение X(t1)X(t2) может принимать только два значе-
ния: 

1) –а2, если в интервале (t1, t2) в простейшем потоке про-

изошло нечетное число событий; 
2) а2, если в интервале (t1, t2) в потоке  происходит четное 

число событий. 
Вероятность k событий на временном промежутке τ=t2-t1 

X(t) -a +a 

P 0,5 0,5 

X

(t) 

t 

 

t

4 

t

3 

t

2 

t

1 

-

а 

0 

а 
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(τ≥0) в простейшем потоке с интенсивностью λ находится по 
формуле Пуассона: 

.e
!k

)(
)k(P

k


  

Поэтому полная вероятность всех четных k имеет вид: 

;
2

e1

2

ee
e

)(che
)!m2(

)(
e

)!m2(

e
)()a)t(X)t(X(PP

2

0m 0m

m2
m22

21чет
























  
 

.
2

e1
)a)t(X)t(X(PP1P

2
2

21четнечет


  

Получаем следующее значение корреляционной функции: 










 22
2

2
2

2
X21X ea

2

e1
a

2

e1
a)(k)t;t(K   (τ≥0). 

Окончательно, 

;ea)(k
22

X


      kX(τ)→0  при  τ→∞, 

то есть случайный процесс X(t) стационарен  и  эргодичен. 

 
Пример 16.  По заданной реализации эргодического случай-

ного процесса X(t) найти приближенные значения его характери-
стик. 

-4

-2

0

2

4

6

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

X(t)

t

 
Решение.  

Временной   интервал   (0;20)   разобьем   на   10   интер-
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валов   точками  
0, 2, 4,…, 20. В качестве расчетных моментов времени вы-

бираем середины полученных интервалов: 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

ti 1 3 5 7 9 11 3 5 7 9 

X(ti) 1 4 5 3 0 2 3 2 1 0 

)t(X i
2

 1 6 5 9 0 4 9 4 1 0 

 
Математическое ожидание: 

.5,0
10

0123203541
)t(X

10

1
)t(X

n

1
m

10

1i
i

n

1i
iX 


 



 

Дисперсия: 

.65,6
4

1

10

014940925161

)t(X
10

1
m)t(X

n

1
D

10

1i
i

2
X

n

1i
i

2
X






 
  

Корреляционная функция: 

;1n;...;2;1;0m;m)t(X)t(X
mn

1
)

n

mT
(k)(k

mn

1i

2
XmiiXX 


 






 

m=0:     kX(0)≈DX=6,65 

m=1:      



2
X

9

1i
1iiX m)t(X)t(X

9

1
)2(k

         

639,5
36

23
5

4

1

9

0)1()1()2()2()3()3()2()2(003355441








m=2:       



2
X

8

1i
2iiX m)t(X)t(X

8

1
)4(k  
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2
4

1

8

0)2()1()3()2()2()3(0)2(3053451





 

m=3:       



2
X

7

1i
3iiX m)t(X)t(X

7

1
)6(k  

25,2
4

1

7

0)3()1()2()2(0)3(3)2(50431





 

m=4:       



2
X

6

1i
4iiX m)t(X)t(X

6

1
)8(k  

08,5
4

1

6

0)2()1(0)2(3)3(5)2(401





 

m=5:       



2
X

5

1i
5iiX m)t(X)t(X

5

1
)10(k  

65,5
4

1

5

00)1(3)2(5)3(4)2(1



  

m=6:      
2
X

4

1i
6iiX m)t(X)t(X

4

1
)12(k  


 = 

25,4
4

1

4

03)1(5)2(4)3(1



  

m=7:      

2
X

3

1i
7iiX m)t(X)t(X

3

1
)14(k  




25,2
4

1

3

05)1(4)2(1



  

m=8:      

2
X

2

1i
8iiX m)t(X)t(X

2

1
)16(k  
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75,0
4

1

2

04)1(1



  

       m=9:      )18(kX 25,0
4

1
01   

-8

-6

-4

-2

0

2

4
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8

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ряд1

Kx(τ)

τ
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ГЛАВА 6. СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ 

СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

6.1 Понятие спектрального разложения стационар-
ного случайного процесса. Дискретные и непрерыв-
ные спектры. Спектральная плотность и е свойства. 

 

1. Элементарный стационарный случайный процесс 
 Случайный процесс X(t) вида 

X(t)=Ucosωt+Vsinωt, 
где U и V – центрированные некоррелированные случайные 

величины; DU=DV=σ2, ω – const;   называется элементарным ста-

ционарным случайным процессом. 
 

Как следует из   Примера  11, 
mX(t)=0;   KX(t1;t2)=kX(τ)=σ2cosωτ,   τ=t2-t1;   DX(t)=σ2, 

следовательно,  X(t) – стационарный в широком смысле 

случайный процесс. Часто его записывают в виде гармоники 

)tsin(VU)t(X 22  ,  
V

U
arctg  

со случайной амплитудой 
22 VU  , случайной фазой 

ωt+arctgU/V и частотой ω. 

 

2. Сумма конечного числа гармоник 

),
V

U
arctgtsin(VUm

)tsinVtcosU(m)t(X

p

p
p

n

0p

2
p

2
pX

n

0p
ppppX












 

где Up и Vp – центрированные некоррелированные  случай-

ные  величины; DUp=DVp=
2
p . Легко показать, что  
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mX(t)=mX;   ;cos)(k p

n

0p

2
pX  



   

.)t(D
n

0p

2
pX 



  

 
3. Сумма бесконечного (счетного) числа гармоник 

),
V

U
arctgtsin(VUm

)tsinVtcosU(m)t(X

p

p
p

0p

2
p

2
pX

0p
ppppX
















 

где Up и Vp – центрированные некоррелированные случай-

ные величины, DUp=DVp=
2
p .    Как и ранее 

mX(t)=mX;    ;cos)(k p
0p

2
pX  





  

.)t(D
0p

2
pX 





  

Запись стационарного случайного процесса X(t) в виде сум-
мы гармоник со случайными амплитудами, случайными фазами и 

фиксированными частотами называется  его спектральным раз-
ложением.  Совокупность дисперсий всех гармоник стационарного 

случайного процесса называется дискретным спектром. Обычно 

дискретный спектр изображают в виде набора вертикальных от-
резков, откладываемых от оси абсцисс в точках ωp и имеющих 

длину 
2
p . 

 Если корреляционная функция kX(τ) является периодиче-
ской функцией с периодом 2T, то она может быть легко разложе-

на в ряд Фурье по косинусам: 
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;
T

p
cosDD)t(k

1p
p0X


 





   ;d)(k
T

1
D

T

0
X0      

.d
T

p
cos)(k

T

2
D

T

0
Xp 


   

При этом коэффициенты разложения Dp образуют дискрет-

ный спектр, а координатные функции 
T

p
cos


 позволяют запи-

сать каноническое разложение самого стационарного случайного 

процесса с точностью до mX. 
 Очевидно, что если корреляционная функция kX(τ) не об-

ладает свойством периодичности, то стационарный случайный 
процесс не обладает дискретным спектром. В этом случае ограни-

чиваются разложением корреляционной функции в ряд Фурье на 

представляющем интерес отрезке [-T; T]. Но следует помнить, что 
увеличение отрезка: [-T; T] [-T'; T'] приводит к  совершенно 

иному разложению, не совпадающему с первоначальным даже на 
отрезке [-T; T].    Другими словами, нет однозначности в разло-

жении kX(τ)  на отрезке [-T; T]; вне указанного отрезка вообще 

отсутствует сходимость к kX(τ). 
 Каноническому разложению стационарного случайного 

процесса X(t) можно придать комплексную форму 

,eWm)eWeW(m)t(X
p

tpi

pX
0p

tpi

p

tpi

pX 











 

где   );iVU(
2

1
W ppp   ;WW pp   

;pp   .Np  

При этом корреляционная функция kX(τ) принимает вид 

.eD
2

1
)ee(D

2

1
)t(k pi

p
p

pipi

0p
pX









   

 

4. Непрерывный спектр. Спектральная плотность 
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Теорема Винера-Хинчина. 

Пусть X(t) -  стационарный случайный процесс с непрерыв-
ным временем, тогда существует и притом единственная ограни-

ченная монотонно неубывающая функция S*(ω) такая, что корре-
ляционная функция имеет вид: 

).(dSe)(k
i

X    




  

 

Если функция S*(ω) дифференцируема: 

  d)(sd)(S)(dS *
X , 

то имеют место так называемые формулы Винера-Хинчина: 

;de)(s)(k i*
XX  





     

.de)(k
2

1
)(s i

X
*
X 


 






 

 

Функция )(s
*
X   называется спектральной плотностью 

стационарного случайного процесса X(t) в комплексной форме. 

Функция )(s2)(s
*
XX   , ω≥0 называется спек-

тральной плотностью стационарного случайного процесса  X(t).  
 

 Спектральная плотность sX(ω) и корреляционная функция 
kX(τ) связаны прямым и обратным косинус-преобразованием 

Фурье: 

;dcos)(s)(k
0

XX  


     

.dcos)(k
2

)(s
0

XX 
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Функция вида  






0
X

X

X

X
нормX

d)(s

)(s

D

)(s
)(s




  

называется нормированной спектральной плотностью ста-
ционарного случайного процесса X(t). 

 

Свойства спектральной плотности, нормированной спек-
тральной плотности, спектральной  плотности в комплексной 

форме. 

1)  

















;0,
2

)(s

;0,
2

)(s

)(s
X

X

*
X  

2)  );(s)(s *
X

*
X   

3)   sX(ω)≥0;   sX норм(ω)≥0; 

4)   






d)(sd)(s)0(kD *
X

0
XXX ,     то 

есть  спектральная плотность 
      является  плотностью распределения дисперсии стаци-

онарного случайно- 
      го процесса по частоте; 

5)   1d)(s
0

нормX 


. 

 
Пусть X(t) и Y(t) – стационарные и стационарно связанные 

случайные процессы со взаимной корреляционной функцией 
rXY(τ). Функция sXY(ω) вида 




  
de)(r

2

1
)(s

i
XYXY






  

называется взаимной спектральной плотностью. 
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 Очевидно, что   rXY(τ)  и  sXY(ω)  связаны преобразованием 

Фурье: 

;de)(r
2

1
)(s i

XYXY 


 




     

.de)(s)(r i
XYXY  





  

В случае непрерывного спектра стационарный случайный 

процесс X(t) имеет следующее интегральное каноническое пред-
ставление: 

,d)tsin)(Vtcos)(U(m)t(X
0

X  


 

где U(ω) и V(ω) представляют собой «белый шум», то есть  

)()(s);(K);(K 0X0V0U  , 

sX(ω) – спектральная плотность. 

 Для наиболее часто встречающихся стационарных слу-

чайных процессов существуют таблицы соответствия корреляци-
онной функции kX(τ) и спектральной плотности  в комплексной   

форме )(s*
x     (см. Приложение 3). 

 

Пример 17.   Найти спектральную плотность следующих 
стационарных случайных процессов: 

 а)  ;t0sinVt0cosU)t(X     ω0>0;   X(t) – 

элементарный  ССП;  

 б)  )tsinVtcosU(m)t(X pp
0p

ppX  




; 

 в)   X(t) – стационарный «белый шум»; 

 г)   X(t) –  стационарный случайный процесс из  Примера  

15.  
 

Решение. 
а)   
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;cos))tsinVtcosU()tsinVtcosU((M)(k 0
2

20201010X 
 

следовательно,  

.))()(()(cos
1

)d)(cosd)(cos(dcoscos
2

)(s

00
2

0
0

2

0
0

0
0

2

0
0

2
X























 

Так как            ω0>0,  ω≥0,  то         ω+ ω0>0;   δ(ω+ 
ω0)=0. 

Окончательно получаем 

sX(ω)=σ2δ(ω-ω0). 
Заметим, что в случае  ω0=0:  

X(t)=U;   mX=0;   kX(τ)=σ2;   sX(ω)=σ2  δ(ω). 
 

б) В соответствии с теорией 

,cos)(k
0p

p
2
pX 





  

поэтому по аналогии с предыдущей задачей получаем 

.)()d)cos(

d)cos((dcoscos
2

)(s

p
0p

2
p

0
p

0
p

0p

2
p

0
p

0p

2
pX














 











 



 
Обратите внимание на следующий факт: если случайный 

процесс является суммой счетного числа гармоник, то есть имеет 
дискретный спектр, то спектральная плотность представляет со-

бой линейную комбинацию              δ-функций Дирака, принима-

ющих бесконечное значение в точках спектра, а коэффициентами 
этой линейной комбинации являются соответствующие дисперсии 

отдельных гармоник. 
 

в)   Так как X(t) – «белый шум», то    kX(τ)=W·δ(τ),   сле-
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довательно,  





 

 W
dcos)(W

2
)(s

0
X , 

где W – интенсивность «белого шума». 
 

г) Стационарный случайный процесс X(t) из Примера 15   

обладает следующей корреляционной функцией  

,ea)(k
22

X


  

поэтому спектральная плотность sX(ω) имеет вид: 

.dcose
a2

dcosea
2

)(s
0

2
2

2

0

2
X 





 






 
Так как  

22

2
2

4

)cos2sin(e
dcose









 , 

то                                    .
)4(

a4
)(s

22

2

X



  

 

6.2 Линейные преобразования стационарного слу-
чайного процесса 

 

 Рассмотрим линейное преобразование Lt стационарного 
случайного процесса X(t),  имеющего следующее спектральное 

разложение: 

.tsinVtcosUm)t(X ppp
0p

pX  




 

Получаем случайный процесс Y(t): 

))t(sinLV)t(cosLU()m(L))t(X(L)t(Y ptppt
0p

pXtt  
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, 
имеющий характеристики 

mY(t)=M(Lt(mX))=Lt(mX); 

,))t()t()t()t(()))(k(L(L)t;t(K 2p1p2p1p
0p

2
pX1t2t21Y  





 

где  
2
p =DUp=DVp;   υp(t)=Lt(cosωpt);   ψp(t)=Lt(sinωpt). 

В общем случае в результате линейного преобразования 

стационарного случайного процесса X(t) возникает нестационар-
ный случайный процесс Y(t). Для того, чтобы случайный процесс 

Y(t) был стационарен, линейное преобразование Lt должно обла-

дать следующими свойствами 

Lt(mX) – const;         .)(k)))(k(L(L YX1t2t   

Например, случайный процесс Y(t) будет стационарен, если 

выполняется любая пара условий 









,tsin)t(sinL

;tcos)t(cosL

pppt

pppt
   или    









.tcos)t(sinL

;tsin)t(cosL

pppt

pppt
 

Отметим наиболее важные в практическом отношении ли-

нейные операторы. 

1.  Оператор дифференцирования: 
dt

)t(dX
)t(Y   

Очевидно, что  

;0
dt

dm
)t(m X

Y   

;tsin)t(cos
dt

d
)t(cosL ppppt   
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,tcos)t(sin
dt

d
)t(sinL ppppt   

то есть соблюдены все условия, при которых  случайный 
процесс Y(t) стационарен. 

При этом  

),(k
d

d
)(k X2

2

Y 


      ).(s)(s X
2

Y  
 

Данные результаты легко обобщаются на случай 

n

n

n
dt

)t(Xd
)t(Y  : 

;0m
nY        );(k

d

d
)1()(k Xn2

n2
n

nY 


       

)(s)(s X
n2

nY  
. 

 

2.  Оператор интегрирования:    

t

0

dt)t(X)t(Y  

Случайный процесс Y(t) имеет следующую структуру и ха-

рактеристики: 

  




dt))tsinVtcosU(m()t(Y
t

0 0p
ppppX            

)
tcos1

V
tsin

U(tm
p

p
p

p

p

0p
pX









 





; 

;tm)t(m XY   

;))tcos1()tcos1(tsint(sin
D

)t;t(K 2p1p2p1p
0p

2
p

p
21Y 
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.)tcos1(
D

2))tcos1(t(sin
D

)t(D p
0p

2
p

p2
pp

2

0p
2
p

p
Y 





 









 

Очевидно, что случайный процесс  Y(t) не является стацио-

нарным. 
 

3.  Оператор сложения:     Z(t)=X(t)+Y(t) 
Рассматривается сумма двух стационарных случайных про-

цессов X(t) и Y(t) с известными характеристиками mX; kX(τ); mY; 

kY(τ) и известной взаимной корреляционной функцией RXY(t1;t2). 
В соответствии с общими формулами  получаем: 

mZ(t)=mX+mY – const; 

);t;t(R)t;t(R)(k)(k)t;t(K 21YX21XYYX21Z 

 

).t;t(R2DD)t(D XYYXZ   

В общем случае случайный процесс Z(t) не будет стацио-

нарным. Если же X(t) и Y(t) стационарно связаны 
RXY(t1;t2)=rXY(τ) 

или вообще некоррели 
рованны 

RXY(t1;t2)=0, 
то случайный процесс Z(t) стационарен.   При этом либо 

)),(sRe(2)(s)(s)(s *
XY

*
Y

*
X

*
Z     

,de)(r
2

1
)(s i

XY
*
XY 


 





  

либо  

)(s)(s)(s *
Y

*
X

*
Z  . 

 

Пример 18.  Найти характеристики случайного процесса 

Y(t): 

)t(X
dt

d
)t(Y  , 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Введение в теорию и практику случайных процессов 

 

 

 

 
 

64 

если    mX=0;  



22

X ea)(k ;   a, λ – const;  λ>0. 

 

Решение. 
Очевидно, что  

0
dt

dm
m X

Y  ;   )ea(
d

d
)(k

22

2

2

Y



 . 

Остановимся подробнее на процедуре дифференцирования: 

)
d

d
e(

d

d
a2))e(

d

d
(

d

d
a)ea(

d

d 222222

2

2
















; 

так как 



sign

d

d
,   )(2

d

)sign(d





,    то 

).)sign(2)(2(ea2)(k 222
Y 


 

Как показано в  Примере 17(г),  случайный процесс X(t) 

имеет следующую спектральную плотность 

)4(

a4
)(s

22

2

X



 , 

следовательно, 

.
)4(

a4
)(s)(s

22

22

X
2

Y



  

 

6.3 Преобразование стационарного случайного про-
цесса стационарной линейной системой 

 Известно, что стационарные линейные преобразователи 

могут быть описаны с помощью линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами 
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,)t(Xb)t(X
dt

d
b...)t(X

dt

d
b)t(X

dt

d
b

)t(Ya)t(Y
dt

d
a...)t(Y

dt

d
a)t(Y

dt

d
a

011m

1m

1mm

m

m

011n

1n

1nn

n

n

















 

где X(t) – стационарный случайный процесс на входе в си-
стему; Y(t) – стационарный случайный процесс на выходе, кото-

рый возникает после переходных осцилляций. В такой постановке 

начальные значения  X(t) при t=0 не играют никакой роли. Для 
удобства будем полагать 

0)0(X...)0(X)0(X )1n(  
. 

После применения преобразования Лапласа получаем: 

)p(X)bpb...pbpb()p(Y)apa...papa( 01
1m

1m
m

m01
1n

1n
n

n  





, 

где )p(X  и )p(Y  - соответственно изображения  стацио-

нарных случайных процессов  X(t) и Y(t).   Для удобства обозна-
чим 





n

0k

k
kn pa)p(A ;    ∑

m

0k

k
km ,pb)p(B



  

тогда  

.)p(X)p(C)p(X
)p(A

)p(B
)p(Y

n

m   

 
Функция С(р) называется передаточной функцией 

стационарной линейной системы, а ее оригинал с(t) назы-
вается весовой функцией (функцией Грина) стационарной 
линейной системы. 

 
 В соответствии со свойствами преобразования Лапласа 

между реализациями стационарных случайных процессов X(t) и 

Y(t) имеется следующая зависимость  (называемая сверткой 
функций c(t) и x(t)): 
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.d)t(x)(c)t(y
t

0

   

 Как было показано ранее,   стационарный случайный про-

цесс X(t) имеет следующее каноническое разложение в комплекс-
ной форме 

tni

n
nX eWm)t(X






 , 

а его корреляционная функция имеет вид: 

.eD
2

1
)(k ni

∞

∞n
nX ∑ 





  

 Рассмотрим реакцию системы на одну из гармоник, со-

ставляющих стационарный случайный процесс, то есть x(t)=eiωt.  
Очевидно, что выходной сигнал будет иметь вид y(t)=E·eiωt.   Так 

как 
tinti

n

n

e)i()e(
dt

d   , то дифференциальное уравнение 

принимает вид 

,e)bib...)i(b)i(b(

Ee)aia...)i(a)i(a(

ti
01

1m
1m

m
m

ti
01

1n
1n

n
n










    

где   .)i(C
)i(A

)i(B
E

n

m 



  

Следовательно, при возмущающем сигнале eiωt на выходе 
получается сигнал 

.de)(ce)i(C)t(y )t(i
t

0

ti  
  

Аналогично,     при возмущающем сигнале 
tni

n eW


 полу-

чаем 

.e)i(CW)t(y
tni

nnn


  

Наконец,  для случайного процесса  
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tni

n
nX eWm)t(X






  

получаем стационарный случайный процесс Y(t) со следую-

щим спектральным разложением 

tni
n

∞

∞n
nY e)i(CWm)t(Y ∑ 





 ;    

.m)0(Cm
a

b
m XX

0

0
Y   

Выходной сигнал Y(t) имеет следующие характеристики: 

;m
a

b
m X

0

0
Y        ;e)i(CD)(k ni2

n
n

nY






   

;)i(CD)0(kD
2

n
n

nYY  




      

)(s)i(C)(s *
X

2*
Y  , 

где    Dn=D(Wn)=D(W-n);       nn WW  . 

 Полученный результат допускает простое физическое тол-

кование. При прохождении стационарного случайного процесса 
X(t) через стационарный линейный преобразователь меняются 

амплитуды дисперсий различных гармоник. Если 1)i(C n  , 

то соответствующая дисперсия вырастает; если 1)i(C n  , то 

уменьшается. Так как все гармоники имеют математическое ожи-

дание равное 0, то уменьшение дисперсии означает, что эта гар-
моника фактически удаляется (отфильтровывается) из выходного 

сигнала. 

Таким образом, если случайный процесс Х(t) и его корреля-

ционная функция )(kX   заданы в виде спектрального разложе-

ния, то приведенные выше формулы полностью решают вопрос о 
спектральном разложении случайного процесса Y(t) и расчете его 

характеристик. 
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Если же известны математическое ожидание Xm , корре-

ляционная функция )(kX   или спектральная плотность  






 


 ,de)(k
2

1
)(s i

XX  

то далее последовательно находятся  

;)i(C;m
a

b
m

2
X

0

0
Y        

;)(s)i(C)(s X
2

Y  
 

;de)(s)(k i
YY  






            .)0(kD YY   

 

Пример 19.  На вход стационарной линейной системы с 

передаточной функцией С(р) подается «белый шум» Х(t) со сле-
дующими характеристиками: mХ;  

.
2

W
)(s);(W)(k XX


 

  Найти характеристики вы-

ходного сигнала Y(t).  Рассмотреть частный случай системы, кото-
рая описывается следующим дифференциальным уравнением: 

.)t(X7
dt

)t(dX
)t(Y2

dt

)t(dY
11

dt

)t(Yd
13

dt

)t(Yd
4

2

2

3

3



 

 
Решение. 

Из общих формул получаем: 

;de)(s)(k;
2

W
)i(C)(s;m)0(Cm i

YY
2
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.d)(s)0(kD XYY  





 

В частности, для заданной системы получаем 

.
2)i(11)i(13)i(4

7i1
)i(C

23 


  

Знаменатель дроби может быть разложен на множители: 

),2p)(1p)(1p4(2p11p13p4 23   

следовательно,  

;
)2i)(1i)(1i4(

7i
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.
)4)(1)(116(
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)i(C)i(C)i(C

222

2_____
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Методом неопределенных коэффициентов данное выраже-
ние можно представить как сумму следующих дробей: 
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222
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Спектральная плотность случайного процесса Y(t) имеет 

вид: 

.
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По таблице соответствий получаем 
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следовательно, 
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Пример 20.   На  вход  линейной   стационарной   системы  

)t(Xb)t(Ya
dt

)t(dY
a 001   

подается случайный сигнал Х(t), имеющий следующие ха-

рактеристики:   математическое ожидание  mХ  и  корреляцион-

ную функцию  .e)t(kX


  Найти характеристики выходного 

сигнала Y(t). 

 
Решение. 

1. Спектральная плотность случайного процесса   Х(t): 

.
)(

dee
2

1
)(s

22

ti
X







 






 

2. Передаточная функция и квадрат ее модуля: 

.
aa

b
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b
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2
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3. Спектральная плотность случайного процесса   Y(t): 

.
))()aa((

1

a

b

)(aa

b
)(s

2222
10

2
1

2
0

2222
1

2
0

2
0

Y
















 

Методом неопределенных коэффициентов получаем: 
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По таблице соответствий: 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1.   Задан случайный процесс  X(t)=f(t; A),  где А-

дискретная случайная величина, значения которой указаны в 

Таблице 1 (Приложение 1) . Изобразить все реализации и се-
чения в моменты времени, указанные в таблице. 

 
2.   Найти математическое ожидание, дисперсию, корреля-

ционную функцию, нормированную корреляционную функцию и 
одномерную плотность (для нормально распределенных случай-

ных величин A и B)    случайного  процесса  Х(t),  структура кото-

рого описана в  Таблице 2 (Приложение 1).  Во всех вариантах 
считать случайные величины  A и B независимыми. (Пропуск в 

таблице означает совпадение законов распределения  случайных 
величин  А  и  В). 

 

3.    Найти математическое ожидание, дисперсию, корреля-
ционную функцию и нормированную корреляционную функцию 

случайных процессов  Х(t),  )t(X ,  
t

0

ds)s(X   (см. Таблица 3, 

Приложение 1).   Найти взаимные корреляционные функции 

случайных процессов Х(t)  и  )t(X ;   Х(t)  и    
t

0

ds)s(X .  Во 

всех вариантах  А – произвольно распределенная случайная ве-

личина с математическим ожиданием  Am   и  дисперсией  

2
AD  . 

 

4.    Задано (см. Таблица 4, Приложение 1)  канониче-
ское разложение случайного процесса  Х(t). Найти математиче-

ское ожидание, дисперсию, корреляционную функцию, одномер-
ную и двумерную плотности распределения. Во всех вариантах   

kA  -  независимые нормально распределенные случайные вели-

чины с параметрами  (0;1). 

 
5.  Случайный процесс  Х(t) (см. Таблица 5,  Приложение 
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1) имеет известное математическое ожидание 

Tt0),t(mX      и  корреляционную функцию  

)t;t(K 21X .   Найти каноническое разложение  Х(t)  по коорди-

натным функциям )t(k   при условии, что коэффициентами 

разложения  являются нормально распределенные случайные ве-

личины kV .  

 
6.     Задано  (см. Таблица 6,  Приложение 1)  канониче-

ское разложение случайного процесса  Х(t);  во всех вариантах  

kV  - центрированные некоррелированные случайные величины с 

конечными дисперсиями  
kVD .  Найти математическое ожида-

ние, дисперсию, корреляционную функцию и построить канони-
ческое разложение случайного процесса  Y(t):  

 
t

0

.constC,В,Агде,Cds)s(XB
dt

)t(dX
A)t(Y

 

7.    Доказать, что случайный процесс X(t): 

)tBsin(U)tAcos(V)t(X   

является стационарным в широком смысле и найти его ха-

рактеристики;  ,U,V    -    независимые   случайные   вели-

чины;     ;mMU;mMV UV   

;DU;DV 2
U

2
V     - равномерно распределенная 

на отрезке   2;0  случайная величина;   - const.  Значения 

констант А  и  В  взять из   Таблицы 6 (Приложение 1). 

 
8.    Корреляционная функция стационарного случайного 

процесса X(t) имеет вид: 

.)CB(e)(k
A

X 


 

Найти корреляционные функции, дисперсии, взаимные кор-

ных процессов   Х(t);  )t(X ;  реляционные функции  случай-
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Y(t)= 
t

0

ds)s(X .   Значения констант      А,В,С       взять из Таб-

лицы 6  (Приложение 1). 

 
9.   Рассматривается простейший поток событий с интен-

сивностью     . В момент наступления очередного события в по-

токе  случайный процесс Х(t) принимает одно из значений непре-

рывной случайной величины А.   Считая все сечения независимы-
ми, найти математическое ожидание, дисперсию и корреляцион-

ную функцию случайного процесса Х(t). Тип и параметры случай-
ной величины А взять из Таблицы 2 (Приложение 1). 

 

10.  По графику одной из реализаций эргодического стаци-
онарного случайного процесса  Х(t)  найти приближенные значе-

ния  математического ожидания, дисперсии и корреляционной 
функции   (см. Приложение 2).  Во всех вариантах считать мас-

штабы осей   Ot   и   OX(t)  одинаковыми;   20;0t . 

 

11.  Найти  спектральную  плотность  стационарного слу-
чайного процесса Х(t),    если задана корреляционная функция   

)(kX    (см. Таблица   7,  (Приложение 1). 

 

12.  Найти корреляционную функцию и дисперсию  стацио-
нарного случайного процесса   Х(t),    если задана его спектраль-

ная плотность  )(s*
X    (см. Таблица 8,  Приложение 1). 

 

13.  Стационарная линейная система описывается следую-
щим дифференциальным уравнением:  

).t(XG
dt

)t(dX
F

dt

)t(Xd
E)t(YD

dt

)t(dY
C

dt

)t(Yd
B

dt

)t(Yd
A

2

2

2

2

3

3

  

На вход подается стационарный «белый шум»  X(t) с харак-
теристиками: 

),(W)(k  ;
2

W
)(s X

*
X 
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где W - интенсивность «белого шума»;  δ(τ) - дельта-
функция Дирака. Найти характеристики выходного сигнала Y(t). 

                                                                                                     
 

Таблица 9 
 

№ 1 2 3 4 5 6 

A,B,C, 
D,Е,F,G 

1,6,11,6,0,
1,0 

1,7,16,12,0
,0,1 

1,-6,12, 
-8,1,0,1 

1,-1,-4, 
-6,1,0,1 

1,-1,-10, 
-8,0,1,1 

1,3,0, 
-4,1,1,0 

№ 7 8 9 10 11 12 

A,B,C,D,E,
F,G 

1,9,27,27,1
,1,1 

1,4,6, 
4,2,0,0 

1,2,-9, 
-18,0,2,0 

1,-4,-3, 
18,0,0,2 

3,-9,9, 
-3,1,0,2 

1,5,9, 
5,0,1,2 

№ 13 14 15 16 17 18 

A,B,C,D,E,
F,G 

1,-7,15,-
9,2,1,0 

1,9,26, 
24,2,0,1 

1,6,-3, 
-10,0,2,1 

1,7,2, 
-40,1,2,0 

1,-1,-5, 
-3,1,0,2 

1,-5,-1, 
5,1,1,2 

№ 19 20 21 22 23 24 

A,B,C,D,E,
F,G 

1,12,48, 
64,1,2,1 

1,1,-10, 
8,2,1,1 

1,4,5, 
2,0,1,0 

1,-2,-13, 
-10,0,0,1 

1,-2,-16, 
32,1,0,0 

1,6,9, 
4,1,2,0 

№ 25 26 27 28 29 30 

A,B,C,D,E,
F,G 

1,-1,-17,-
15,0,0,2 

1,-2,-13,-
10,2,0,1 

1,-3,-
9,5,0,1,1 

1,-15,75, 
-125,2,-1,0 

1,-3,-8, 
-10,0,0,2 

1,-1,-15, 
-25,2,1,1 

 
14.   На вход линейной стационарной системы:  

D
dt

)t(dX
C)t(YB

dt

)t(dY
A   

подается стационарный случайный сигнал X(t) с математи-
ческим ожиданием mx  и корреляционной функцией  kX(τ)=e-λ|τ|.  

Найти характеристики выходного сигнала Y(t). Значения коэффи-

циентов A,B,C,D взять из Таблицы  9. 
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