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ГЛАВА 1. НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1.1. Понятие первообразной и неопределенного ин-
теграла. 

При изучении дифференциального исчисления основной 
задачей была: по данной функции   найти её производную 

 Разнообразные вопросы математического анализа и его 

приложения в геометрии, механике, физике и технике приводят к 
обратной задаче: по данной функции  найти такую функцию 

 
,производная от которой была бы равна функции , то 

есть  

Таким образом, восстановление функции по   известной 

производной этой функции - одна из задач интегрального 
исчисления.  

Функция 
 
называется первообразной  функции  

на интервале , если для любого  выполняется  

равенство: . 
Пример 1.1. Показать, что функция 

 
является 

первообразной для функции . 

Решение. 

 Так как , то  является 

первообразной для функции  

. Очевидно, что первообразными будут так же любые 

функции вида , где , так как 

. 

Теорема 1.1. Если функция  первообразная для 

функции  на , то множество всех первообразных для 

 задается формулой , где -постоянное число.  

Доказательство. 

Пусть функция  любая другая первообразная для 

функции  на , то есть . Тогда для 

любого имеем:

, следовательно 

, то  
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    Совокупность всех первообразных , где  - одна из 

первообразных функции ,  называют 

неопределенным интегралом  от 
функции  . 

 Обозначение:  

Функция  называется 

подынтегральной функцией,  

подынтегральное выражение,  

переменная интегрирования,  знак 

неопределенного интеграла.  

Операция нахождения первообраз-
ной для данной функции называется ин-

тегрированием.  
 

Геометрический смысл неопределенного интеграла – 
это семейство параллельных интегральных кривых  , 

где каждому числовому значению  соответствует определенная 

кривая семейства(рис.1). 

График каждой первообразной (кривой) называется 
интегральной кривой. 

Замечание: Условием существования неопределенного 
интеграла на некотором отрезке является непрерывность 

функции на этом отрезке. 
 

1.2. Свойства и таблица неопределенного интеграла. 

Отметим свойства неопределенного интеграла, вытекающие из 
его определения. 

1. Производная неопределенного интеграла равна 
подынтегральной функции, то есть 

 
Доказательство.   

 
. 

2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен 
подынтегральному выражению, то есть 

 
Доказательство.  

 

Рис.1 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 7 

     
 Замечание: из данных свойств, следует, что интегрирование 

является обратной операцией к дифференцированию, обратное 

так же верно. 
Пример 1.2. Проверить, верно ли равенство:  

. 

Решение.  

 

дифференциал правой части исходного равенства совпадает с 
подынтегральным выражением в левой части  ,следовательно,  

равенство верно. 
3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой 

функции равен этой функции, то есть  

. 

Доказательство.  

 
4. Неопределенный интеграл от  суммы (разности) функций 

равен  сумме неопределенных интегралов от этих функ-
ций, то есть 

 . 

Доказательство.  
Действительно, пусть первообразные для функций 

 и  соответственно, то есть 
  и , тогда, 

  

 
 

. 

Замечание: Это свойство справедливо для любого 

конечного числа слагаемых   функций, то есть 

 

 
5. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, 

то есть 

, где  

Доказательство. 

http://edu.sernam.ru/book_p_math1.php?id=45
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 , где . 

Замечание: свойства 4 и 5 можно объединить в одно и полу-

чить равенство 

 
-линейность неопределённого интеграла, данное равен-

ство справедливо для любого конечного числа слагаемых   
функций. 

6.Инвариантность формулы интегрирования: 

Всякая формула интегрирования сохраняет свой вид при 
подстановке вместо независимой переменной  любой 

дифференцируемой функции от нее , то есть  

Если , то и где  

произвольная функция, имеющая непрерывную производную. 

Доказательство.  
Пусть независимая переменная, непрерывная функция и 

её первообразная, тогда как нам уже извест-

но Положим теперь , где -

непрерывно дифференцируемая функция. Рассмотрим сложную 

функцию  В силу инвариантности   

дифференциала функции  

 Отсюда,  

  

Так, например, если
 
 , то  

 
Таким образом, любая формула интегрирования остается 
справедливой при подстановке   вместо независимой переменной 
любой дифференцируемой функции .  
 

В частности, вместо буквы  при интегрировании может быть 
использована любая другая буква, например  и так далее.  

Заменим в формуле , например  на 

:    
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Таблица неопределенных интегралов. 
Пользуясь тем, что действие обратное интегрированию 

дифференцирование, можно составить таблицу основных 

интегралов с помощью которой получаем различные значения 
неопределенных интегралов от заданных функций. 

 
Таблица основных интегралов.  

1.   

2.  

3.  

4.   

5. 

      

 

6.   

7.  

8.  

9.         

10.   

11.   

12.  

13. «Длинный» логарифм: 

  

14. «Высокий» логарифм: 

   

 

Интегралы в выше приводимой таблице называются 

табличными. Их следует знать наизусть. 
Зная свойство неопределённого интеграла: производная 

неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, то 

есть 

можно вывести каждую из     формул приве-

дённых в таблице основных интегралов. 
Покажем, например, справедливость формулы 

 8) для этого достаточно показать, что 

производная правой части равенства, равна подынтегральной 
функции, находящейся в левой части равенства, то есть, то есть 
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. 
 Аналогично докажем, например, справедливость формул 4) и 

12): 

4) , подынтегральная функция  определена для 

всех значений   возможны два случая:  

 а) Если , то  и , то  

  

 б) Если  то
 
и  то 

 

В обоих случаях получили подынтегральную функцию  , следова-

тельно, формула верна;  

12)  

 

 
- получили подынтегральную функцию, формула верна. 

Таким же образом, можно показать справедливость остальных 
формул, займитесь этим самостоятельно. 

Пример 1.3. Используя таблицу и, основные свойства не-

определенных интегралов найти интеграл:  

 а)  б)  

 

в)  

 

Решение. 
а) В таблице интегралов - интеграла от корня нет, зато есть 

интеграл от степенной функции (формула 3 в таблице 

интегралов), поэтому переходя от корня к степени и интегрируя, 
получим: 
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б) Применяя свойства неопределенного интеграла и   табличные 
формулы 3, 5,2 соответственно, имеем:  

 

 
  Замечание: при каждом интегрировании мы получаем свою 

произвольную постоянную, но нет необходимости писать её при 
вычислении каждого интеграла. Достаточно написать ее после 

выполнений всех интегрирований, так как сумма (разность) 

постоянных является  постоянной  
Таким образом, имеем: 

  

в) Применяя свойства неопределенного интеграла и таб-

личные формулы, получим: 

  

 

 
Пример 1.4. Вычислить интеграл  и 

проверить результат дифференцированием.  

Решение. 

  

 
Проверка: 

  

, 

производная правой части полученного равенства совпадает с 
подынтегральной функцией, расположенной в левой части равен-
ства – значит интеграл вычислен правильно. 

 

1.2. Основные методы интегрирования. 

 

При интегрировании нет какого–либо общего приема 
вычисления интеграла. Имеется лишь ряд методов, позволяющих 

свести данный интеграл к табличному виду. Такими методами 

являются: метод непосредственного интегрирования, метод под-
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ведения функции под знак дифференциала,  метод 
замены переменной и метод интегрирования по частям. 

Данные методы интегрирования могут быть использованы 

как самостоятельно, так и в совокупности. Разберем каждый ме-
тод отдельности, а затем рассмотрим  примеры совместного их 

применение. 
 

1.2.1. Метод непосредственного интегрирования. 

Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем тож-

дественных преобразований подынтегральной функции и приме-
нения свойств неопределенного интеграла приводится к одному 

или нескольким табличным интегралам, называется непосред-
ственным интегрированием.  

Пример 1.5. Вычислить интеграл:  

а) ;б) ; в) . 

Решение. 
а) Раскрываем скобки и раскладываем полученное выраже-

ние   на   сумму интегралов (переходя от корня к степени), а за-

тем воспользуемся таблицей интегралов (формула 3 в таблице): 

 

 
б) Разложив интеграл на сумму интегралов - разделив 

числитель на знаменатель и применив свойства неопределенного 

интеграла, получим: 

 

 

 

; 

в) Раскладывая знаменатель (выражение под корнем) на 

множители и разделив числитель на знаменатель, получим 

табличные интегралы: 

http://stu.sernam.ru/book_msh.php?id=188
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1.2.2. Метод подведения функции под знак дифференци-

ала. 

     Пусть функция под знаком интеграла имеет не табличный вид 

 . 

Главной задачей метода подведения функции под знак диффе-

ренциала является приведение исходного  интеграла к таблично-

му виду  , при помощи следующих 

преобразований дифференциала:  

 1) -внесение функции под знак 

дифференциала, когда мы вносим функцию под знак 
дифференциала, то мы её интегрируем; 

2)  -вынесение  функции  из под знака 

дифференциала, когда выносим функцию из-под знака 

дифференциала (раскрываем дифференциал),то есть находим её 

производную. 
 

Пример 1.6. Вычислить интеграл: 

а) ;б) в) ;г) ; 

д) ;е)  

Решение. 
а) Подынтегральное выражение уже является подведенным под 

знак дифференциала, по формуле интегрирования 

где  имеем: 

; 

б) Заметем, что  есть не что иное, как дифференци-

ал ,действительно  
 , перепишем интеграл 

так: . 
 в) Преобразуем подынтегральную функцию: 

, получим интеграл  далее смотрим в 

таблицу интегралов и находим наиболее подходящую формулу: 

 .Учитывая, что ,умножаем и 
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делим полученный интеграл на два и вносим  под знак диффе-

ренциала, получаем табличный интеграл: 

; 

 г) Используя формулу , приведем исходный инте-

грал к табличному виду , учитывая, что 

 имеем: 

; 

 д) Преобразуем подынтегральную функцию 

. Учитывая, что  

 и применяя табличную формулу 

 ,имеем: 

 

; 

е) Учитывая, что  и применяя табличную 

формулу  имеем: 

 
Посмотрим, на следующих примерах, как применяются совместно 
(в одном примере) два приёма- метод разложения на 

алгебраическую сумму и подведение функции под знак 

дифференциала. 
 

Пример 1.7. Вычислить интеграл: 

а) ;б) ;в) . 

Решение. 
а) С помощью алгебраических преобразований построим в 

числителе знаменатель и почленно разделим, далее учитывая, что 

 получим:  

 

; 

б) По формуле имеем: 
 ,тогда 
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в) Почленно делим числитель на знаменатель и учитывая, 

что  имеем: 

 

 

. 

 

1.2.3. Метод замены переменной. 

Иногда для того, чтобы привести  интеграл к табличному 
виду необходимо  выполнить замену переменной (подстанов-

ку).Метод замены переменной заключается в введении новой 

переменной интегрирования   или , относительно 

которой исходный интеграл является табличным или сводящимся 

к табличному (в случае «удачной» подстановки), далее 
вычисляют преобразованный  интеграл, а затем возвращаются к 

старой переменной. 
 
Если непрерывная функция, её первообразная 

а дифференцируемая функция, то изложенная идея 

выглядит так: 
  

 

 
Результат легко проверяется дифференцированием: 

 
Запишем алгоритм вычисления неопределённого интеграла при 

использовании метода замены переменной. 
 

Алгоритм (замены переменной):  

1) Связать старую переменную интегрирования  с новой 
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переменной   с помощью замены ; 
2)Найти связь между дифференциалами  и (продиф-

ференцировать обе части равенства  

; 
3) Перейти к новой переменной ; 

         4)Проинтегрировать и вернуться к старой переменной .  
Для удобства, замену обычно пишут в прямых скобках .  

 
Пример 1.8. Вычислить интеграл:  

а) ; б) в) ;г)  

 
Решение. 

     а) Вводим новую переменную и избавляемся от 
иррациональности: 

 
 ; 

 Продифференцировав обе части равенства , 

получим  
, 

 
    откуда  ; 
 Переходим в исходном  интеграле к новой переменной  ,  

заменяем  на а на ; 

 Интегрируем и возвращаемся к старой переменной. 
Таким образом, получим: 

 

 

б)  

; 

в)  
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г)  

 
 

 
Заметим, что пример 1.8. б), в) удобно решить иначе - методом 

подведения функции под знак дифференциала, внося  и  под 

знак дифференциала соответственно:   

б) ,тогда 

 
; 

 

в) , тогда 

 

 
 

Замечания: 

1)принципиальной разницы между подведением функции под 
знак дифференциала и методом подстановки нет, но с точки 

зрения оформления задания метод введения нового аргумента 
гораздо короче; 

2) Метод  подведения функции  под знак дифференциала не уни-

версален (не всегда   работает ),так как 
  в некоторых случаях невозможно подвести функцию под знак 

дифференциала или внесение функции под дифференциал не 
приводит исходный интеграл к табличному виду, или является 

очень громоздким действием; 

3) Общих методов подбора подстановок не существует. Умение 
правильно определить подстановку приобретается с практикой. 

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 18 

 

1.2.4. Метод интегрирования по частям. 

Еще один метод сведения некоторых интегралов к 

табличному виду. Метод основан на известной формуле 
производной   произведения  

или в дифференциальной форме . 
Проинтегрировав обе части последнего равенства, получим 

, а в соответствии с приведенными выше 

свойствами неопределенного интеграла имеем:  

. 

Откуда, получим формулу 

(1.1) 

Формула (1.1) называется формулой интегрирования по 

частям. 
Данная формула показывает, что нахождение интеграла 

 приводит к нахождению интеграла ,который  

окажется табличным или сводящимся к табличному (в случае 

правильных действий), в отличии от интеграла . 

При применении формулы интегрирования по частям используют 

следующее правило. 
 

Правило интегрирования по частям: за  берем ту часть 

подынтегрального выражения, которая при дифференцировании 

упростится, за  интеграл от которой табличный или может 

быть приведен к табличному. 

Рассмотрим основные виды интегралов, интегрируемых по 
частям:  

1)  
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2)  

 
 Здесь – многочлен от   степени ,где 

 
Пример 1.9. Вычислить интеграл:  

а) ; б) ;в) г)  

д)  

Решение. 

а) Чтобы привести интеграл к табличному виду применяем 
метод интегрирование по частям, так как никакой другой метод 

не работает. Заметим, что  при дифференцировании упрощается, 
действительно   ,следовательно за  принимаем , а за  

оставшуюся часть подынтегрального выражения, то есть 

,вычисляя и получим: 

 

 

 
б) Здесь  при дифференцировании упрощается, но при 

этом интеграл от  не табличный, тогда: 
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; 

в)  

 

 

г)  

 
 

Замечание: формулу интегрирования по частям можно приме-
нять неоднократно. Рассмотрим, как это сделать на следующем 

примере.  
 

д) Применяя, формулу интегрирования по частям дважды, имеем:  

 

 

 

 
. 

 
Иногда повторное интегрирование по частям приводит к исход-

ному интегралу, такие интегралы называются   круговыми или 

циклическими интегралами.  
Примерами круговых интегралов являются         интегралы       

вида  и так 

далее. Разберём   на примере как они вычисляются. 

 

грал . Пример 1.10. Вычислить инте-
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Решение. 
Для дальнейшего упрощения решения положим 

тогда 

 

 

 

 
 В результате повторного интегрирования по частям функцию не 
удалось привести к табличному виду. Однако последний интеграл 

ничем не отличается от исходного:  

 
или следовательно, 

 

 

Таким образом,  

Замечание: как мы видим вычисление интегралов требует 
индивидуального подхода к каждой подынтегральной функции, 

соответствующие навыки приобретаются в результате 

значительного числа упражнений. 

Задания для самостоятельного решения. 

1.Методом разложением на алгебраическую сумму 
вычислить следующие интегралы:  

1. 

 
 

14. 

 
 

2. 

 
 

15. 

 
 

3. 

 
 

16. 
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4. 

 
 

17. 

 
 

5. 

 
 

18. 

 
 

6. 

 
 

19. 

 
 

7. 

 
 

20. 

 
 

8. 

 
 

21. 

 
 

9. 

 
 

22. 

 
 

10. 

 
 

23. 

 
 

11. 

 
 

24. 

 
 

12. 

 
 

25. 

 
 

13. 

 

26. 

 
 

 
 

Ответы:  
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1.1. ; 1.2.  

1.3. ;1.4.  

1.5. ; 1.6. ; 

 1.7. 1.8.  

 1.9. ;  1.10. ;  

1.11. ;  1.12.   

1.13.  ; 1.14. ; 

 1.15. ;  1.16.
 

;  

1.17.  1.18.  

1.19.  1.20. ; 

1.21. ; 1.22.   

1.23. 1.24.  

1.25. ; 1.26.  

2. Методом подведением функции под знак дифференци-

ала вычислить следующие интегралы: 
 

1. 

 

14. 

 
2. 

 

15. 

 

3. 

 

16. 

 
4. 

 

17. 

 
5. 

 

18. 
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6. 

 

19. 

 
7. 

 

20. 

 
8. 

 

21. 

 
9. 

 

22. 

 
10. 

 

23. 

 
11. 

 

24. 

 

12. 

 

25. 

 
13. 

 

26. 

 

 

Ответы:  

2.1. 2.2.  

2.3. ; 2.4.  

2.5. ; 2.6. ; 2.7.  

2.8. 2.9. ;  2.10.   

2.11. ; 2.12. ; 2.13.  ; 

2.14. ; 2.15. ;  

2.16.
 

;  2.17. ;  

2.18. ; 2.19. ;  

2.20. ; 2.21. ;  

2.22. ; 2.23. ; 2.24. ; 

2.25. ; 2.26. . 

3.Найти интегралы методом замены переменной: 
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1. 

 

14. 

 

2. 

 

15. 

 
3. 

 

16. 

 

4. 

 

17. 

 

5. 

 

18. 

 

6. 

 

19. 

 

7. 

 

20. 

 

8. 

 

21. 

 
9. 

 

22. 

 
10. 

 

23. 

 
11. 

 
 

24. 

 

12. 

 

25. 

 

13. 

 

26. 

 

 

Ответы: 

 3.1.  3.2.  

3.3. ; 3.4.  

3.5. ; 3.6. ;  

3.7. ; 3.8.   

3.9.  

3.10.   
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3.11. ;  

3.12. ;  

3.13.  ; 

3.14. ; 

3.15. ;3.16. ; 

3.17. ;3.18. ;  

3.19. ;3.20.   

3.21. ; 3.22. ; 

3.23. ;3.24. ;  

3.25. ; 3.26.  

 

4.Найти интегралы, используя формулу интегрирование 
по частям: 

 

1. 

 

14. 

 
2. 

 

15. 

 
3. 

 

16. 

 
4. 

 

17. 

 
5. 

 

18. 

 
6. 

 

19. 

 
7. 

 

20. 

 
8. 

 

21. 

 
9. 

 

22. 

 
10. 

 

23. 

 
11. 

 

24. 
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12. 

 

25. 

 
13. 

 

26. 

 

 

Ответы: 

4.1. 4.2.  

4.3. ;4.4.  

4.5. ; 4.6 ;  

4.7. ; 4.8.   

4.9.   

4.10.  4.11. ; 

4.12. ; 4.13. ; 

4.14. ; 4.15. ; 

4.16. ; 4.17. ; 

4.18. ;4.19. ; 

4.20. 4.21. ; 

4.22. ; 4.23. ; 

4.24. 
  
;4.25. ; 

4.26. . 

 

1.3. Интегралы, приводящиеся к интегралам «груп-

пы четырёх». 

 

К интегралам «группы четырех» относятся интегралы, 

подынтегральная функция которых представляет дробь со знаме-

нателем – квадратным трехчленом или квадратным корнем из не-

го, а именно интегралы вида: 

 . 

 
Правило вычисление интегралов вида  

. 
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Для вычисления таких интегралов выделяем из квадратного 
трёхчлена полный квадрат, и выражение под знаком полного 

квадрата принимаем за новую переменную. Запишем подробный 

алгоритм данных действий. 
 

1)Выделяем полный квадрат в знаменателе, то есть 

 

 

; 

2)При помощи подстановки  или подведения единицы 

под знак дифференциала  при-

водим преобразованный интеграл к одному из табличных инте-

гралов 11)-14) . 
Рассмотрим, как это сделать на примере 1.11. 

 
Пример 1.11. Вычислить интеграл:  

а)  ;б) ; в) г)  

 
Решение. 

а) Мы имеем дело с интегралом вида . 

Выделяя полный квадрат, в знаменателе имеем: 
. 

 
1 способ:(замена ) 

 

 

. 

 

2 способ: (подведение функции под знак дифференциала, 
 ) 
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;  

    б) Выделяя полный квадрат в знаменателе 
 и применяя (в табли-

це основных интегралов) формулу , имеем:  

 

 
      в) В данной ситуации для того, чтобы привести данный инте-

грал к табличному виду  ,достаточно выне-

сти  за знак интеграла   под корнем в знаменателе). Таким 

образом, получим: 

. 

г)  

 

 
 

 

Задания для самостоятельного решения. 
5. Найти интегралы, приводящиеся к интегралам «группы 

четырех»: 
 

1. 

 

14. 

 

2. 

 

15. 

 

3. 

 

16. 

 

4. 

 

17. 

 

5. 

 

18. 

 

6. 

 

19. 
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7. 

 

20. 

 

8. 

 

21. 

 

9. 

 

22. 

 

10. 

 

23. 

 

11. 

 

24. 

 

12. 

 

25. 

 

13. 

 

26. 

 

 
Ответы:  

5.1. ;  

5.2.  

5.3. ; 

5.4.  

5.5. ;  

5.6. ; 

5.7. ;   

5.8. ;  

5.9. ;  5.10.   

5.11. ; 

5.12. ; 

5.13.  ;  

5.14. ; 

5.15.   

5.16. ; 

5.17. ; 

5.18. ; 

5.19. ; 
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5.20.   

5.21. ;  

5.22. ; 

5.23. ; 

5.24. ; 

5.25. ; 

5.26.  

  

1.4. Методы интегрирования различных классов 

функций. 

Рассмотрим методы интегрирования различных классов функций: 

дробно-рациональных, тригонометрических и иррациональных 
функций. Интегралы от данных функций сводятся к табличным 

соответствующей подстановкой для данного типа подынтеграль-

ного выражения. 
 

1.4.1. Интегрирование дробно-рациональных функций. 

                   Дробно-рациональной функций (рациональной 

дробью) называется функция, равная отношению двух много-
членов, то есть функция вида  

 (1.2), 

где ,

 

многочлены от переменной   степени   соответствен-
но,  -натуральные числа. 

Рациональная дробь называется правильной, если   и не-
правильной, если . 

Например, дробь правильная, так как  

, где , ; 

 дробь  неправильная, так как   

,  . 
    

     Как мы узнаем далее, всякую правильную рациональную 
дробь можно представить в виде суммы конечного числа так 

называемых простейших рациональных дробей — это пра-

вильные рациональные дроби следующих четырех типов: 
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1) ;2) ;3) ;4) , где — действи-

тельные числа,   

В дробях 3),4) предполагается, что квадратный трех-
член   не имеет вещественных корней, то есть 

. 
       Если мы научимся интегрировать простейшие рациональные 

дроби и раскладывать правильную рациональную дробь на сумму 

простейших, то задача интегрирования рациональных дробей бу-
дет решена. 

 
Интегрирование простейших рациональных дробей. 

Рассмотрим, как интегрируются простейшие (элементарные) ра-

циональные дроби. 

Интегрирование элементарной дроби вида 1) . 

    Для того чтобы вычислить интеграл от элементарной дро-

би  ,достаточно подвеcти единицу под знак дифференциала 

: 

. 

Интегрирование элементарной дроби вида 2) . 

Учитывая, что  имеем: 

. 

   

  Замечание: интегралы от элементарных дробей   

можно привести к табличному и другому способу, с помощью за-

мены  ,просто это займет немного больше времени. Покажем, 
как это работает: 

1) ; 

2)  

= . 

 

Пример 1.12. Вычислить интеграл: а) ;б)  

Решение. 
а) 1 способ: (подведение функции под знак дифференциала) 

Учитывая, что  имеем: 

; 

2 способ: (замена переменной)  
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Сделав замену переменной  имеем: 

 
; 

б) 1 способ:(подведение функции под знак дифференциала) 

Для начала преобразуем подынтегральную функцию-выделим 
полный квадрат и заметим, что перед нами простейшая рацио-

нальная дробь второго вида, приведём его к табличному виду пу-
тем подведения единицы под знак дифференциала: 

 

; 

2 способ: (замена переменной)  

 

 

. 

Интегрирование элементарной дроби вида 3)  . 

Дробь третьего вида  интегрируется  по следу-

ющему алгоритму: 

1)Находим производную знаменателя:  

;  
2) Строим в числителе производную знаменателя:  

; 

3)Разбиваем преобразованный интеграл на сумму двух интегра-
лов: 

 

 
первый из них путем внесения числителя под знак дифференциа-

ла  сводится к табличному интегралу, а   

во втором интеграле необходимо выделить полный квадрат и 
проинтегрировать, используя одну из формул 11)-14) в таблице 

интегралов. 
 

Рассмотрим, как это сделать на примере 1.13. 

 
Пример 1.13. Вычислить интеграл: 
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а) ;б) ;в)  

Решение. 
а)1) Находим производную знаменателя: 

 
2)В числителе строим производную знаменателя: 

; 

3) Разбиваем преобразованный интеграл на сумму двух интегра-

лов: 

 
 

 

 

;   

 

б) Находим производную знаменателя: 
 ; 

В числителе строим производную знаменателя:  

; 

 Разбиваем преобразованный интеграл на сумму двух: 

 

 

 

;      

в) Повторяя аналогичный алгоритм решения, имеем: 
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. 

 

Замечание: интегралы от рациональных дробей третьего ви-

да , можно решить и другим способом-методом замены 

переменной-для этого необходимо выделить в знаменателе пол-
ный квадрат, выражение в скобках будет новой переменной, от-

носительно которой исходный интеграл сводится к табличному 
виду.  

Интегрирование элементарной дроби вида 4) . 

Интегрирование простейших дробей четвертого ви-

да   является довольно сложной задачей, состоящей 

из громоздких вычислений. 

Рассмотрим частный случай при . 

Тогда интеграл вида   можно путем выделения в зна-

менателе полного квадрата  

  

, где   и замены 

, представить в виде  и получить 

для него рекуррентную формулу. Для этого применим к интегра-

лу формулу интегрирования по частям: 

 

= 
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Учитывая, что  получим: 

 

 
 

Находим из последнего равенства : 

 

 

 
(1.3) 

Получили рекуррентную формулу, позволяющую вычислить инте-
грал , если мы знаем интеграл . 

Рассмотрим теперь интеграл от элементарной дроби четвёртого 

вида в общем случае, то есть интеграл : 

 

 

 

 

 

=  
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Итак,  

 

Далее к полученному интегралу  применяется рекур-

рентная формула (1.3). 
Рассмотрим на практике интегрирование простейшей дроби чет-

вертого типа. 

Пример 1.14. Вычислить интеграл  . 

Решение. 
Здесь .Согласно формуле 

в нашем слу-

чае ,поэтому  имеем: 

 
 

, где  

Таким образом, . 

 

Пример 1.15. Вычислить интеграл . 

Решение. 

 

 

 
 

 

; 

Далее к интегралу ,  

применяется рекуррентная формула  

, 

в нашем случае, где  имеем: 
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, где 

 

 
             Возвращаясь к старой переменной, имеем:  

 
             Возвращаясь к исходному интегралу, окончательно име-

ем: 

 

 
 

Замечание: в рациональных дробях вида  , 

при   можно обойтись и без рекуррентной формулы (1.3), 

преобразовав подынтегральное выражение и применив формулу 
интегрирование по   частям. Рассмотрим, как это сделать на при-

мере 1.16. 
 

Пример 1.16. Вычислить интеграл   

Решение. 

 

 

  = 

 

 
 

Проинтегрируем отдельно : 
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Возвращаясь к старой переменной, окончательно получим: 

 

 

 
 

Разложение правильной рациональной дроби на сумму 

простейших дробей. 
Интегрировать простейшей дроби мы уже умеем. Рассмотрим, как 

проинтегрировать рациональную дробь, которая не является эле-
ментарной. 

Теорема 1.2 (теорема о разложении правильной рацио-

нальной дроби на сумму простейших дробей). Всякую пра-

вильную рациональную дробь  можно представить един-

ственным образом, в виде суммы простейших дробей типов 1) — 

4) этом: 

а) Каждому неповторяющемуся множителю вида   в раз-
ложении знаменателя правильной рациональной дроби соответ-

ствует одна простейшая дробь вида ; 

б) Каждому неповторяющемуся множителю вида   в раз-
ложении знаменателя правильной рациональной дроби соответ-

ствует сумма простейших дробей  

; 

в) Каждому неповторяющемуся множителю вида  
в разложении знаменателя правильной рациональ-

ной дроби соответствует одна простейшая дробь вида ; 

г) Каждому неповторяющемуся множителю вида   

 в разложении знаменателя правильной рациональ-
ной дроби соответствует сумма простейших дробей 
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 . 

 
Замечания: в разложениях б), в) предполагается, что квадрат-

ный трёхчлен  не имеет вещественных корней, то 

есть . 
Постоянные ,…, называют неопределенными 

коэффициентами.  
Например, если правильная дробь имеет вид 

, то её разложение на простейшие дроби 

имеет вид: 

; 

 

Теорема 1.3 (теорема о разложении неправильной рацио-
нальной дроби). Всякую неправильную рациональную дробь  

,можно разложить, и притом единственным 

образом, на сумму многочлена  и правильной рациональ-

ной дроби ,то есть представить в виде 

 , где -целая часть, а - остаток 

от деления  на . 

Правило (интегрирования рациональных дробей): 

1) Если подынтегральная дробь неправильная, то ее необходимо 
представить в виде суммы многочлена  и правильной ра-

циональной дроби  (разделив на  уголком, из неё 

выделяют целую часть , которая интегрируется непосред-

ственно, и правильную рациональную дробь ); 

2) Раскладываем знаменатель правильной дроби на множи-

тели и представляем правильную рациональную дробь   в ви-

де суммы простейших дробей 1)— 4) применяя теорему 1.2., 
находим коэффициенты ,…, ,…, по следу-

ющему алгоритму:  

а) Сумму всех простейших дробей привести к общему знаменате-
лю; 

б) Числитель получившейся дроби приравнять числителю исход-
ной дроби.  

в)Найти коэффициенты одним из методов: метод неопреде-
лённых коэффициентов -приравнять коэффициенты при оди-
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наковых степенях многочленов в левой и правой частях равен-
ства, полученную систему уравнений  решить относительно неиз-

вестных коэффициентов, входящих в числители простейших дро-

бей; либо методом произвольных значений- в уравнение 
подставляются поочередно несколько (по числу неопределенных 

коэффициентов) произвольных вещественных значений  и нахо-
дят коэффициенты( в качестве произвольных значений принима-

ются значения  при которых знаменатель обращается в ноль); 
3) Вычислить интеграл от полученной суммы простейших дробей: 

простейшие дроби интегрируют по отдельности, с помощью соот-

ветствующих методов интегрирования. 
   Пример 1.17. Представить дробь в виде суммы простейших 

дробей: а)  б) в) . 

Решение. 
      а) Представлена правильная рациональная дробь, так 

как  ,разложим её знаменатель на множители 
.  

Получим первый корень  для разложения квадратного трёх-

члена в скобках решим квадратное уравнение:    
, 

, то есть имеем дело со случаем, когда 

многочлен  имеет простые действительные кор-
ни , следовательно разложение знаменателя 

на множители имеет вид: . Разло-
жение исходной дроби в соответствии с теоремой 1.2.а) будет 

следующим: 

; 

Найти коэффициенты  ,как нам было известно ранее, можно 

одним из методов: методом неопределённых коэффициентов или 
методом произвольных значений. Для того, чтобы воспользовать-

ся данными методами необходимо для начала, правую часть по-

лученного выше равенства привести к общему знаменателю: 

; 

Так как две дроби с одинаковыми знаменателями равны, 
то тождественно равны их числители: 

 
Найдем коэффициенты  двумя способами:   

 
1 cпособ (метод произвольных значений)- находим  при которых 

знаменатель дроби равен нулю, подставляя их значения пооче-
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редно в левую и правую часть полученного равенства, имеем: 

 

 

 

Следовательно, ; 

 
2 способ (метод неопределённых коэффициентов)- 

раскрываем скобки в уравнении 

 

 

 
 

Числа, обозначенные большими буквами -коэффициенты, 
пока неизвестны. Находим их методом неопределенных коэффи-

циентов, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях :  

 
. 

 

Решаем полученную систему ,чтобы исключить 

 из первого уравнения, вычтем из него второе уравнение и 
найдем : 

 .  

Подставляя в первое уравнение   
найдем   

Итого, ,результаты совпали. 

      

 б) Перед нами правильная рациональная дробь, так 
как  ,для того, чтобы представить данную правиль-

ную дробь в виде суммы простейших дробей, разложим её знаме-
натель на множители 

 . Получим первый корень про-

стой вещественный, для разложения квадратного трёхчлена на 
множители  решим квадратное уравнение:  

  
, то есть имеем дело с комплексно-

сопряжёнными корнями, следовательно разложение исходной 

дроби на сумму простейших дробей в соответствии с  
теоремой 1.2. будет иметь вид: 
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; 

Переходим к общему знаменателю: 

 
Поскольку имеются комплексно-сопряжённые корни, коэффици-

енты   удобнее найти методом неопределённых коэффици-
ентов: 

 

 
 

 
Для того, чтобы найти  подставим равенства и 

во второе уравнение системы: 

 

Следовательно, ,  

 

Таким образом, разложение правильной дроби на простейшие 

имеет вид: 

 ; 

 
в) Так как ,то дробь правильная, разложим её зна-

менатель на множители  

 

 
Получили следующие корни:  

, следовательно разложение исходной 

дроби на сумму простейших дробей в соответствии с теоремой 
1.2. будет иметь вид: 

; 

 

 

 

 
Поскольку в разложении знаменателя на множители фигурируют 
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только вещественные корни, для нахождения коэффициентов ис-
пользуем метод частных значений: 

 

 
Найдём  ,положив : 

, 

 

 

 

Таким образом, . 

 

Пример 1.18. Вычислить интеграл . 

Решение. 

  1)Под знаком интеграла правильная рациональная 

дробь  ,поэтому переходим к следующему этапу; 
2)Разложим знаменатель дроби на множители: 

 , уравнение  не имеет 
вещественных корней, так как , то есть 

имеем дело со случаем, когда многочлен в знаменателе имеет 
комплексно-сопряженные корни. Оба сомножителя  и 

присутствуют в знаменателе в первой степени, поэто-

му разложение исходной дроби на простейшие дроби в соответ-
ствии с теоремой 1.2.  а), в) соответственно будет следующим: 

, переходя к общему знаменате-

лю получим, , приравнивая числители 

имеем: 

; 
; 

; 

 
. 

Получим систему  , решая её найдём : 
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; ; 

3)Возвращаясь к исходному интегралу, имеем: 

 

 
 

Проинтегрируем отдельно простейшую рациональную дробь тре-

тьего вида ,используя метод замены переменной, по-

лучим:  

 

 

 

 
Итого,   

Пример 1.19.  Вычислить . 

Решение. 

1)Дробь под знаком интеграла является правильной, так 
как , поэтому переходим к следующему этапу; 

2) Разложим знаменатель дроби на множители: 

 
имеем вещественный корень (кратность корня) случай 
б) в теореме 1.2 и вещественные корни   случай а) 

в теореме 1.2. Получим следующее разложение на простейшие 

дроби:  

 
Переходя к общему знаменателю и приравнивая числители, име-

ем: 
; 

Находим коэффициенты . В данном случае (веществен-

ном) для их нахождения, удобнее применить метод произвольных 
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значений: 
  

 

. 

Зная  полагая, например, найдем  : 

 

 
, 

; 
3)Возвращаясь к исходному интегралу, получим: 

 

 

 
Замечание: для упрощения решения системы, состоящей из ко-

эффициентов, иногда полезно группировать два метода нахожде-
ния   коэффициентов, рассмотренных выше. Как это сделать рас-

смотрим на примере 1.20. 

Пример 1.20. Вычислить интеграл . 

Решение. 
1)Так как, дробь неправильная ( , то в соответствии 

с теоремой 1.3, выделим из неё целую часть путем деления мно-
гочлена на многочлен «уголком»: 

 
7_ x

 

123 −+− xxx
 

4567 xxxx −+−
 

частьцелая134 −++ xx
 456_ xxx +−

 

3456 xxxx −+−
 

3_ x
 

123 −+− xxx
 

остаток12 −+− xx

 

; 
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2)Осталось проинтегрировать правильную дробь ,для 

этого разложим знаменатель полученной дроби на множители и 

найдем коэффициенты, комбинируя два способа нахождения ко-
эффициентов: 

,  
                    вещественный корень; уравнение  не 

имеет вещественных корней, действительно , то есть име-

ются комплексно-сопряженные корни. 
           В соответствии с теоремой 1.2. в) получим разложение на 

простейшие дроби: 

; 

+ . 

Применяя для начала метод произвольных значений, полагая 
 в подчеркнутом уравнении, найдем :  

 . 

Оставшиеся коэффициенты данным методом найти не получается, 
для их нахождения, применим    метод неопределенных коэффи-

циентов, раскрываем скобки в последнем уравнении и приравни-

ваем коэффициенты при одинаковых степенях имеем: 
; 

; 

 

 
 

Подставляя   ( найденное ранее методом частных значений) 

в полученную систему 

  имеем:  

, коэффициенты найдены; 

3)Возвращаясь, к правильной дроби, получим:  
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В итоге, имеем: 

 

 

Пример 1.21. Вычислить интеграл . 

Решение. 

 1)Так как,  
, то дробь непра-

вильная ( , выделим целую часть и перейдём к пра-
вильной дроби, в данном случае это удобно сделать путём алгеб-

раических преобразований-построив в числителе знаменатель: 

  

 

Таким образом,  

 
2)Осталось проинтегрировать правильную дробь 

,для этого разложим дробь на простей-

шие дроби, в соответствии с теоремой 1.2. а) имеем: 

 

 
 

 
Применяя метод произвольных значений, для нахождения коэф-

фициентов имеем: 
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Задания для самостоятельного решения. 
6. а) Найти интегралы от правильных   рациональных 

дробей: 

1. 

 

14.  

2. 

 

15.  

3. 

 

16.  

4. 

 

17.  

5. 

 

18.  

6. 

 
 

19.  

7. 

 
 

20.  

8. 

 

21.  

9. 

 

22.  

10. 

 

23.  

11. 

 

24.  

12. 

 

25.  

13.   26.  
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б) Найти интегралы от неправильных   рациональных 

дробей: 

1.   14.  

 

2. 

 

15.  

3. 

 

16.  

4. 

 

17.  

5. 

 

18  

6. 

 
 

19.  

7. 

 

20.  

8. 

 

21.  

9. 

 

22.  

10. 

 

23.  

11. 

 

24.  

12. 

 

25.  

13. 

 

26.  

 

 

 

 

 
Ответы: 

 6.1.а) ; 

б) ; 

6.2.а)  б)   
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6.3.а) ; б)   

6.4.а) ;б) ; 

6.5.а) ; 

 б) ; 

 6.6.а) ; 

б)  ; 

6.7. а) ; 

б)   

6.8.а) ;б)   

6.9. а) ;б)   

6.10. а)  ;  

б)    

6.11.а) ; 

б)  

6.12. а)  

б)   

6.13. а) ;  

б)  ;  

6.14.а)   

б)  

6.15.а) ;  

б)    

6.16.а) ; 

б) ;  

6.17.а)  ; 

б)  

6.18.а)  

;б)  
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6.19.а) ; 

б) ; 

6.20.а) ;  

б)  

6.21.а)  

б)  

6.22.а) ; 

б)  

6.23.а)  

б)   

6.24.а)  ; 

б)  

6.25.а) ;б) ; 

6.26.а)   

б) . 

 

1.4.2. Интегрирование тригонометрических функций. 

 

Интегралы вида 

 
 
 называются интегралами от тригонометрических функций. 

Здесь  – обозначение некоторой функции от пере-
менных  и  над которыми выполняются рациональные 

действия (сложение, вычитание, умножение и деление). 

 Интегралы вида  всегда можно проинтегриро-

вать с помощью универсальной тригонометрической под-

становки . Для данной подстановки имеем:  

,  , 

,  

В результате исходное выражение приводится к интегралу от ра-
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циональной функции переменной : 

, как интегрируются раци-

ональные функции мы уже знаем (см. главу 1.4.1.) 
Замечание: универсальная подстановка весьма громоздка, по-

этому на практике применяют и другие более простые подстанов-
ки, в зависимости от вида подынтегральной функции, позволяю-

щие рационализировать исходный интеграл. 

Рассмотрим различные виды интегральных функции и запишем 
соответствующие им подстановки: 

1) Подынтегральная функция нечетная относительно 
, то есть ,тогда инте-

грал , рационализируется при помощи под-

становки  . 
В частности, интегралы вида  ,где  

интегрируются аналогично, только при  необходимо вы-

делить множитель  
. 

 

 2)Подынтегральная функция нечетная относитель-
но ,то есть   , то необходимо 

сделать подстановку , 
В частности, интегралы вида  ,где  

интегрируются аналогично, только при  необходимо вы-
делить множитель  

. 
 

3)Функция под знаком интеграла четная относитель-

но  и , то есть 
, тогда для преобразования 

подынтегральной функции в рациональную используется подста-
новка . 

Для данной подстановки имеем: 

,  , 

. 

Таким образом: 

. 

В частности, при вычислении интегралов вида 

  , где   ,   удобнее применять фор-

мулы понижения степени: 
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 , .  

Замечание: иногда при интегрировании тригонометрических 
функций данного вида (четных относительно  и ) удобно 

применить формулы   и . 
 

4)Интегралы произведения синусов и косинусов различ-

ных аргументов , 

,  приводятся к табличным с 

помощью формул преобразования произведения синусов, косину-

сов в сумму (разность):  

      ; 

  

 . 

 

5)Для интегралов вида , ,где . Необхо-

димо выделить множитель  или , в 

зависимости от вида подынтегральной функции. 

Пример 1.22. Вычислить интеграл: 

 а)  б) ; в) ; г) ; 

д) ;е)  ё) ; 

ж) ; з)  ; и) ; й) ;  

к) ;л) ;м) . 

Решение. 

а) Так как подынтегральная функция =  - не-

четная относительно ,действительно, 

, 

поэтому делаем подстановку  : 

 

 

 

; 

 

б) Так как, подынтегральная функция  нечет-

ная относительно косинуса, то 
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есть , при этом 

предварительно преобразовав подынтегральную функцию, 

выделив множитель 
 и сделав подстановку , имеем: 

 

 

 

 
 
в) Под знаком интеграла четная относительно  и  функ-

ция, то есть   

, поэтому данное выра-

жение рационализируется при помощи подстановки  

    

 
 

 

; 

 
г) Функция под знаком интеграла чётная относительно  

и ,так как  
но здесь нет необходимости делать подстанов-

ку  гораздо удобнее преобразовать подынтегральную 
функцию, используя основное тригонометрическое тождество 

в итоге получим: 
  

 
 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 56 

 
 

 

д) Функция под знаком интеграла чётная 
рационализируется при помощи 

подстановки но в данном случае имеет смысл воспользо-
ваться   тождеством 

, тогда имеем: 

 
 

 

 

 
; 

е) Функция под знаком интеграла чётная 
рационализируется при помощи 

подстановки но в данном случае будет удобно воспользо-
ваться   тождеством  а именно преобразуем   

подынтегральную функцию: 

 

 и учитывая, что,  имеем: 

 

  

 
ё) Преобразовывая произведение синусов в разность косинусов 

 

, получим: 
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ж) Так как подынтегральная функция  имеет 

вид   , где   ,то применяя формулу понижения 

степени 

, получим: 

  

 

з)  

 

 

 

; 

и) Интеграл имеет вид ,где .Необходимо выде-

лить множитель : 

   

 

 
й)  

 

 
 
к) Подынтегральная функция общего вида (ни чётная, ни нечёт-

ная), то есть не обладает ни одним из перечисленных выше 

свойств, поэтому применяем универсальную подстановку : 
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; 

л) Функция под знаком интеграла чётная относительно  

и ,так как  
 сделаем подстановку   предварительно  

преобразовав подынтегральную функции: 

 

 
 

 

 
 

м) Применяем универсальную подстановку, имеем: 
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Задания для самостоятельного решения. 
 
7. Найти интегралы от тригонометрических функций: 

1.  14.  

 

2.  15.  

3.   16.  

4.  17.  

5.  18.  

6.  19.  

7.  20.  

8.  21.  

9.  22.  

10.  23.  

11.  24.  

12.  25.  

13.  26.  

 
Ответы: 

7.1. 7.2.  

7.3. 7.4.  

7.5. 7.6.  
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7.7. 7.8.  

7.9. 7.10.  

7.11. ;7.12. ; 

7.13. ;7.14.  

7.15. ;7.16. ; 

7.17. ;7.18. ; 

7.19. ;7.20. ;7.21. ;  

7.22. ;7.23.  

7.24. ;7.25. ; 

7.26. . 

 

1.4.3. Интегрирование иррациональных функций. 

Перед тем как находить интеграл от иррациональной функции, 
вспомним ее определение. Функция называется иррациональ-

ной, если переменная величина находится под знаком корня. 

Далеко не каждая иррациональная функция может иметь инте-
грал, выраженный элементарными функциями. Для нахождения 

интеграла от иррациональной функции следует применить под-
становку, которая позволит преобразовать функцию в рациональ-

ную, интеграл от которой, может быть найден как известно все-
гда.  

Рассмотрим подстановки для интегрирования различных типов 

иррациональных функций: 
 

1) Рассмотрим интеграл  

, где 

  — рациональная функция, — целые числа, - 

действительные числа.  
Подстановка, рационализирующая подынтегральную функцию, 

имеет вид:  ,  где — 

наименьшее общее кратное (НОК) 

чисел , то есть, наименьшее натуральное число, деля-
щееся нацело на . 
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Пример 1.23. Вычислить интеграл . 

Решение. 

Переходя от корня к степени, имеем:  заметим, 

что ,следовательно данное выраже-

ние рационализируется с помощью подстановки   : 

 

 

 

 
 

Пример 1.24. Вычислить интеграл . 

Решение. 

Переходя от корня к степени, имеем:  заметим, 

что ,следовательно дан-
ное выражение рационализируется с помощью подстанов-

ки   : 
 

 

 

  

 
 

Замечание: аналогично рационализируются интегралы вида 
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,то есть при помощи 

подстановки . 

Пример 1.25. Найти интеграл . 

Решение. 

Переходя от корня к степени, имеем:  заметим, 

что ,НОК(3) =3=s, следовательно данное выражение рацио-

нализируется с помощью подстановки  , учитывая, что  

 

    имеем: 

 
 

 

 
  2)Интегралы вида  

рационализируются при 

помощи соответствующей тригонометрической подстановки: 
 

 
 

 

 
 

 
 

Опираясь на формулы  и  

разберём как получены эти формулы, рассмотрим для при-

 вид подстановка 

1 
 

 или   

 
2 

 

 или  

3 
 

 или  
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мера 1 случай  

 Наша задача задача-избавиться от знака корня для этого делаем 
замену  

 

 
Учитывая, что  ,но 
саму первообразную будем искать на промежутке 

, то есть при ,это делается для того, чтобы 

исключить нули знаменателя  

Определим промежуток изменения новой переменной для этого 
в неравенство  подставим  

 
 

 
или  

Таким образом,  так как а 

при  

Осталось определить выражение для   

 
Итак, что и требовалось показать. 

Аналогично выводятся и остальные подстановки. 

Замечания: указанные радикалы (корни) могут стоять как в чис-
лителе, так и в знаменателе, так и вообще без знака корня; 

Пример 1.26. Вычислить интеграл . 

Решение. 

Интеграл  имеет вид  

где ,следовательно, интеграл рационализируется при помо-
щи тригонометрической подстановки : 
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  Замечание: данный пример можно решить и другим способом-
методом интегрирование по частям, покажем, как это сделать. 

 

 

 
Итак,  или 

 

 

 

 
Таким образом,  

Пример 1.27. Вычислить интеграл: 

 a) б) ; в)  

Решение. 

а) Интеграл  имеет вид  ,где 

,следовательно, интеграл рационализируется при помощи 

подстановки : 
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б) Интеграл  имеет вид  ,где 

,следовательно, интеграл рационализируется с помощью 
подстановки : 

 

 

 

 

 

в)  
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3)Интегралы вида   рационализируется по 

следующему правилу. 
 

Правило: выделяем полный квадрат в квадратном трехчлене 

  и вводим новую переменную  (выражение в скобках, 
выделенного квадрата) ,получим интеграл одного из трех видов 

(относительно новой переменной :  

, после чего делаем соот-

ветствующие тригонометрические замены:  

 
          

  Пример 1.28. Вычислить интеграл . 

Решение. 

Преобразуем подынтегральную функцию выделяя полный квадрат 

под корнем: .Сделав подстанов-
ку  имеем: 

 

; 

 Заметим, что полученный интеграл  имеет 

вид , где ,следовательно интеграл 

рационализируется с помощью подстановки 

: 
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     Пример 1.29. Вычислить интеграл . 

Решение. 
Преобразуем подынтегральную функцию выделяя полный квадрат 

под корнем: .Сделав подстанов-
ку  имеем: 

 

; 

 Заметим, что полученный интеграл имеет 

вид , где ,следовательно интеграл 

рационализируется с помощью подстановки : 

 

 

 

= . 

 

Задания для самостоятельного решения. 
8.Найти интегралы от иррациональных функций: 

 

1.   14.  

 

2.   15.  

3.  16.  
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4.  17.  

5.   18.  

6.   19.  

7.  20.  

8.  

 

21.     

9.  22.  

10.  23.   

11.  24.   

12.  25.  

13.  26.  

 

Ответы: 

 8.1.   

8.2.   

8.3. ; 

8.4. 8.5.  

8.6.  

8.7.  

8.8 ;8.9.   

8.10.  ; 

8.11. ;8.12. ; 

8.13. ; 

8.14.  

8.15. ;8.16. ; 

8.17. ; 
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8.18. ;8.19. ; 

8.20. ;8.21. ; 

8.22. ;8.23.  

8.24. ;8.25. ; 

8.26. . 

 

1.5. «Берущиеся» и «не берущиеся» интегралы. 

Как уже отмечалось выше, операция интегрирования функций 
значительно сложнее операции дифференцирования функций. Не 

всегда выбранный путь интегрирования является наилучшим, 

более коротким, простым. Интегрирование часто может быть 
выполнено не единственным способом. Многое зависит от знания 

рекомендуемых искусственных приемов интегрирования и от 
практических навыков решения интегралов. 

Пример 1.30. Вычислить . 

Решение. 

, можно найти, не используя рекомендуемую подстановку 

tgxt = , а применив искусственный прием: 

 

 

 
 

Пример 1.31. Вычислить . 

Решение. 

Вряд ли стоит вычислять интеграл  

раскладывая подынтегральную функцию на простейшие дроби:  

 
 
 Заметив, что числитель  является производной зна-

менателя, так как 

, легко получить табличный инте-
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грал:  

. 

 

Рассмотренные методы интегрирования позволяют во многих слу-

чаях вычислить неопределенный интеграл. Говорят, что  

берется (вычисляется), если интеграл выражается через элемен-
тарные функции. Если интеграл не выражается через элементар-

ные функции, то интеграл не берется (или его нельзя найти). 
Не могут быть выражены через элементарные функции 

следующие интегралы (так как не существует элементарной 

функции, производная от которой была бы равна 
подынтегральному выражению): 

 

1)  - интеграл Пуассона; 

2) ,  - интегралы Френеля; 

3)  - интегральный логарифм; 

4)  - приводится к интегральному логарифму; 

5) ,  - интегральный синус и косинус соответ-

ственно. 

 
Замечание: первообразные от функций 1)-5), хорошо изучены, 

для них составлены подробные таблицы значений для различных 

значений аргумента.  
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ГЛАВА 2. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

2.1. Определение определенного интеграла и гео-
метрический смысл. 

 
Рассмотрим задачу о вычислении площади криволинейной 

трапеции  –фигуры, ограниченной двумя вертикальными 

прямыми , осью Ox  и кривой  , где  

непрерывна на промежутке  функция (рис.2).   

 

  
Рис.2 

 

Для определенности будем считать, что функция  

неотрицательна.   
Разобьем отрезок   на   частей с помощью точек 

 (рис.2).  Из каждого отрезка 
 возьмем произвольную точку  и вычислим  

.Умножим найденное значение функции  на длину 

частичного отрезка : . 
Криволинейная трапеция разобьется на  элементарных полос 

шириной  и высотой , площадь каждой из которых 
приближенно равна .  

Образуем сумму всех таких произведений: 
(2.1) 

Сумма вида (2.1) называется интегральной суммой для 
функции , соответствующей данному разбиению 

отрезка   на частичные отрезки  и данному выбору 

промежуточных точек  .  
Геометрический смысл суммы  очевиден: это сумма площадей 
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прямоугольников с основаниями   и высотами . 
Обозначим через   длину наибольшего частичного 

отрезка разбиения, если , то число отрезков 

разбиения отрезка   стремится к бесконечности ( . 
      Определенным интегралом от функции  на отрез-

ке   называется предел интегральных сумм при стремлении к 

нулю длины наибольшего частичного отрезка разбиения, если 
этот предел существует и не зависит ни от способа разбиения от-

резка  на частичные отрезки, ни от выбора в каждом из них 

точки  :  

(2.2) 

Функция  называется интегрируемой на отрезке  . 
Числа  и  называются соответственно нижним и верхним 

пределами интегрирования соответственно, а отрезок  –
 отрезком интегрирования. Функция  называется 

подынтегральной функцией,  – подынтегральным 

выражением,  – переменной интегрирования. 
 Из определения определенного интеграла следу-

ет геометрический смысл определенного интеграла: опре-
деленный интеграл от неотрицательной функции  по отрез-

ку  численно равен площади криволинейной трапеции, то 

есть . 

 Так же из определения следует, что определенный интеграл 

представляет собой некоторое число и не зависит от обозначения 

переменной интегрирования: 
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Рассмотрим какими свойствами должна обладать функция   на 

отрезке   , чтобы существовал определенный интеграл от 

этой функции на данном отрезке?  Ответ на поставленный вопрос 

дает теорема Коши.  

     Теорема Коши (теорема о существования определенно-
го интеграла): 

 
Если функция  непрерывна на отрезке , то определенный 

интеграл  существует. 

Примем её без доказательства.  
Таким образом, непрерывность функции является достаточным 

условием ее интегрируемости.  

 

2.2. Формула Ньютона-Лейбница. 

   Пусть функция  интегрируема на отрезке  
Теорема 2.1. Если функция , непрерывна на отрез-

ке , а — первообразная для функции   

,то (2.3) 

Доказательство. 

Разобьем отрезок    на  частей точками   
,как показано на рис.2. Рассмотрим 

тождество: 

 
. Преобразуем каждую разность в скобках, по 

формуле Лагранжа , ,  получим: 

 
. 

Так как функция непрерывна на отрезке ,то 
она интегрируема на отрезке . Поэтому существует предел 

интегральной суммы равный определенному интегралу от 
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на .Переходя в равенстве  к 

пределу при , получаем  

, то есть 

 . Теорема доказана. 

Полученная формула (2.3) называется формулой Ньюто-
на — Лейбница или основной формулой интегрального исчисле-

ния. 
Алгоритм решения определенного интеграла: 

1) Сначала находим первообразную  для функции ; 

2) Подставляем значение верхнего предела в первообразную 
функцию: ; 

3) Подставляем значение нижнего предела в первообразную 

функцию: ; 

4) Рассчитываем разность , то есть, находим число - 

определенный интеграл. 

Замечание: формула Ньютона – Лейбница представляет собой 
общий подход к нахождению определенных интегралов. 

Пример 2.1. Используя формулу Ньютона-Лейбница, вычислить 
интеграл:  

а) б) ;в)  

Решение. 

а) Подынтегральная функция на отрезке имеет 

первообразную , тогда по формуле (4.3) получим: 

; 

б)  

 

 в) Как известно интеграла от произведения не существует, по-

этому после преобразования получим: 
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2.3. Свойства определенного интеграла. 

          Вычисление определенного интеграла очень часто прово-

дится с использованием первых пяти свойств, свойства опреде-
лённого интеграла позволяют упрощать непосредственное вычис-

ление интегралов, так что мы будем при надобности на них ссы-

латься. Остальные свойства определенного интеграла, в основ-
ном, применяются для оценки различных выражений. Прежде чем 

перейти к свойствам определенного интеграла, условимся, что 
функции  и интегрируемы на отрезке   и 

имеют первообразные соответственно. 

    1.При перемене верхнего и нижнего пределов интегрирования 

местами значение определенного интеграла меняется на проти-
воположное, то есть 

. 

Доказательство. 
По формуле Ньютона-Лейбница получим: 

 
. 

 
2. Определенный интеграл с совпадающими пределами интегри-

рования равен нулю, то есть 

. 

Доказательство. 
Это свойство содержится в самом определении опреде-

лённого интеграла. Однако его можно получить и по формуле 
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Ньютона-Лейбница: 

. 

 

3.Постоянный множитель можно выносить за знак определенного 

интеграла, то есть  

. 

Доказательство. 
Составим интегральную сумму для подынтегральной функ-

ции : 
 где , 

тогда   

, то есть функция интегрируема на .Таким 

образом, выполняется равенство 

. 

 
4. Интеграл суммы (разности) нескольких функций равен сумме 

(разности) интегралов от каждой из них: 

. 

Доказательство. 
Доказательство этого свойства, абсолютно схоже с преды-

дущим: 

 

 

; 

 

Замечание: данное свойство справедливо для суммы (разности) 

любого конечного числа слагаемых. 
 

Пример 2.2. Вычислить . 

Решение. 

Применяя свойства 3),4) получим табличные интегралы: 

 
 

 
5. Если отрезок интегрирова- ния разбит на части, то опре-
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делённый интеграл по всему отрезку равен сумме определённых 
интегралов по его частям, то есть   если ,то 

. 

Доказательство. 

Пусть - точка деления отрезка на части (это можно 

сделать в виду независимости предела интегральной суммы от 
способа разбиения отрезка ), тогда интегральную сумму 

можно разбить на две суммы: 

 
 

Каждая из сумм является интегральной суммой отрез-
ков , , соответственно. Переходя к пределу в по-

следнем равенстве при ,получим: 

 
, 

то есть  

 
Замечание: это свойство справедливо при любом расположении 

точек  (как для ,так и для  или ). 

   6. «Теорема о среднем». Определённый интеграл равен произ-

ведению длины отрезка интегрирования на значение подынтеграль-
ной функции в некоторой точке внутри него, то есть, если , то  

. 

Доказательство. 

По формуле Ньютона-Лейбница:  

, где ,по формуле 

Лагранжа , 

=  

следовательно ; 

 
 7. Если функция   для любого значения 

аргумента ,то . 

Доказательство. 

По «теорема о среднем» (свойство 6): 
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 ,где ; 

Рассмотрим случай, когда для всех , то и , 

при . 

Поэтому . 

Аналогично для случая . 

Следствия: 
1)Если для всех ,то 

; 

2)Если для всех ,то 

. 

Это означает, что можно интегрировать неравенства. Отметим, 

что дифференцировать неравенства нельзя. 

8. Модуль определенного интеграла не превосходит интеграл от 
модуля подынтегральной функции, то есть  

; 

Доказательство. 

Проинтегрируем очевидное неравенство  

 получим: 

, следователь-

но, . 

    9. Если функция  принимает на отрезке  свои наимень-

шее  и наибольшее  значение  , то имеет место неравен-

ство  . 

Доказательство. 
Так как для любого  , ,интегрируя   неравен-

ство получим:  

, 

,  
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. 

2.4. Методы вычисления определенного интеграла. 

      Так как формула Ньютона–Лейбница сводит задачу 

вычисления определенного интеграла от непрерывной функции к 
нахождению первообразной, то все основные методы вычисления 

неопределенных интегралов переносятся и на задачу вычисления 
определенных интегралов. Однако, имеются некоторые 
особенности: 

 

1) Метод непосредственного интегрирования- 

определенного интеграла состоит в том, что путем 
тождественных преобразований и применения свойств 

определенного интеграла, исходный интеграл приводится к 
одному или нескольким табличным интегралам, которые 

вычисляются по формуле Ньютона-Лейбница, то есть данный 

метод в определенном интеграле работает  так же как и в 
неопределенном, только добавляются пределы интегрирования. 

Рассмотрим, как работает этот метод   на примерах. 
Пример 2.3. Вычислить интеграл: 

а) б) ; в)  

г)  

Решение. 

а)  

 
 

б)  

 

 

 

 

в)  
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г)  

Так как, при то  на данном промежутке 

равен ,то есть а при  то 

есть  ,отсюда имеем: 

 

 

 

2)Подведение функции под знак дифференциала. 

 
Напомним, что главной задачей данного метода является 

приведение исходного интеграла к табличному виду, путем 
подведения функции под знак дифференциала. В определенном 

интеграле суть метода не меняется, добавляются лишь пределы 

интегрирования. 
 

Пример 2.4. Вычислить интеграл: 

а) б) в) ;г)  

Решение. 
 

а) Учитывая, что  имеем: 

 

; 

б) Так как  имеем: 

 

 

; 
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в) Так как  имеем: 

 
 

; 

 

г)  

 
 

 

3)Замена переменной в определенном интеграле. 

Подобно тому, как это было в случае неопределенного интеграла, 
использование замены переменной позволяет свести интеграл к 

табличному виду. Замена переменной в определенном интеграле 
отличается от замены переменной в неопределенном интеграле 

тем, что в результате замены изменяются пределы 

интегрирования и нет необходимости выполнять обратную 
замену. 

Пусть для вычисления интеграла  от непрерывной 

функции сделана подстановка . 

 
Теорема 2.2. Если функция непрерывна на 

отрезке ,а функция    непрерывна вместе со своей 

производной  на отрезке  , где 

и при этом функция  

определена и непрерывна на тогда справедливо следующее 
равенство 

 (2.4) 

 
Доказательство. 

   Пусть   первообразная для функции  на 

отрезке .Так как 

, то является 

первообразной для функции  
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, . Поэтому по формуле Ньютона –Лейбница 

имеем: 

 

 
Формула (2.4) называется формулой замены переменной в 

определенном интеграле. 
 

Пример 2.5. Вычислить интеграл: 

 а) ; б)  в) ; г)  

д)  

 
Решение. 

а) Сделав замену  , не забудем заменить пределы 

интегрирования, если ,то , если  ,то 

. 

Таким образом, решение имеет вид: 

  

 

; 

б)  

 
в) Сделав подстановку   получим: 
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г)  

 

д)  

 

 

Замечание: при замене переменной в определенном интеграле 
следует помнить, что вводимая функция должна быть непрерывна 

на отрезке интегрирования.  

 
4) Интегрирование по частям в определенном интеграле. 

При выводе формулы интегрирования по частям в неопре-
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деленном интеграле было получено равенство . 
Проинтегрировав его в пределах от  до   в соответствии со 

свойствами определенного интеграла, имеем: 

  или  

 (2.5) 

Формула (2.5)   называется формулой интегрирования по ча-
стям в определенном интеграле. 

       
Пример 2.6. Вычислить интеграл:  

а) ;б) ; в) г)  

Решение. 

а) Интегрируем по частям, получим: 

 

 

 

б)  

 

 

 
; 

в)  

 

 

 
 

г)  

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 85 

 

 

 

2.5. Интегрирование четных и нечетных функций в 
симметричных пределах интегрирования. 

Пусть функция  непрерывна на отрезке  симметричном 
относительно . Докажем, следующее:  

(2.6) 

Разобьем отрезок интегрирования  на части  

и .Тогда используя свойства определенного интеграла, 
имеем: 

(2.7) 

Сделаем в первом интеграле (в сумме) подстановку  

получим: 

 
(определенный интеграл не зависит от обозначения 

переменной интегрирования); 

Вернемся к равенству (2.7):  

; 

Если функция чётная, то есть ,то 

 
+  

Если функция нечётная, то есть ,то 

 
Таким образом, равенство (2.7) принимает вид (2.6). 
 

Пример 2.7. Вычислить интеграл . 
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Решение. 

Подынтегральная функция  является четной, так 

как . Следовательно, по формуле (2.6) 

получим:  

 

 
 
Пример 2.8. Найти интегралы:  

а) ; б) ; в) . 

Решение. 

    а) Благодаря формуле (2.6) можно не вычисляя интеграл 
сказать, что он равны нулю, так как, подынтегральная 

функция  нечетная, 
а пределы интегрирования 

симметричны. 

Итак,  

 

  б) , так как 

функция нечётная, 

 
 

в) Аналогично, ,  

 
 
Задания для самостоятельного решения. 

9.Вычислить определенный интеграл по формуле Ньюто-
на-Лейбница, применив один из методов интегрирования: 

1.    

 
14.  

 

2.      

 

15.  

3.      

 

16.  

4.      

 

17.  
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5.      

 

18.  

6.      

 

19.  

7.      

 

20.  

8.      

 

21.  

9.    

 

22.  

10.    23.  

11.  

 

24.  

12.     

 

25.  

13.     26.  

 

Ответы:       

9.1. ; 9.2. ; 9.3. ; 9.4. ; 9.5. ;  

9.6. ;9.7. ;9.8. 9.9. ; 

9.10. ; 9.11. ; 9.12. ; 9.13. ; 9.14.  

9.15. ;9.16. ;9.17. 9.18. ;9.19 ;9.20   

9.21. ;9.22. ;9.23. ;9.24. ;9.25. .9.26  

2.6. Несобственные интегралы. 

Для существования   необходимы условия:1) 

конечен; 2)  –ограничена на промежутке (необхо-

димое условие существования определенного интеграла). Несоб-
ственные интегралы– обобщение понятия определенного инте-
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грала на случай, когда одно из этих условий не выполнено. В со-
ответствии с этим различают: несобственные интегралы I рода 

(по бесконечному промежутку интегрирования), несобственные 

интегралы II рода (от неограниченных функций). 
 

2.5.1. Несобственные интегралы первого рода. 

 

Пусть, функция , определена и непрерывна на 
промежутке (рис.3). Если существует конечный 

предел , то его называют несобственным 

интегралом первого рода. 

Обозначение: . 

Если этот предел существует и равен некоторому числу, а не 

бесконечности, то несобственный интеграл называется 
сходящимся, а число, которому равен предел, принимается за 

его значение. В противном случае интеграл называется 
расходящимся и ему не приписывается никакого значения. 

Замечание: несобственный интеграл первого рода выражает 

площадь бесконечно длинной криволинейной трапеции (рис.3) 

 
Рис.3 

Аналогично определяется несобственные интеграл на 

промежутке : ; 

Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами 

интегрирования, обозначаемый символом , нужно 

предварительно представить в виде суммы двух несобственных 
интегралов, один из которых с конечным верхним пределом 
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интегрирования, другой - с конечным нижним пределом 
интегрирования: 

, где , интеграл 

слева сходится, если сходятся оба интеграла справа. 

 
Замечание: в качестве внутренней точки удобно взять 

значение при условии, что подынтегральная функция 
непрерывна в этой точке. 

 

Пример 2.9. Вычислить несобственные интегралы или 
установить их расходимость: 

а) б)  в) г)  

Решение. 

а)  

, так как при 

функция  не имеет предела, сследовательно, 

интеграл расходится; 

б)  

 
; 

в)  

 
г) Поскольку оба предела интегрирования (верхний и нижний) 
бесконечны разбиваем интеграл на два несобственных интеграла, 

если они оба сходятся, то исходный интеграл сходится: 

 

 
 

, но в данном случае это не рационально, так 

как подынтегральная функция  является 

четной  с симметричными пределами интегрирова-
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ния, будет удобным воспользоваться формулой (4.6), то есть 

 

 
Под знаком интеграла рациональная дробь, поэтому применяя 

алгоритм интегрирования рациональных дробей, получим: 

 
(так как, знаменатель полученной дроби имеет комплексные 
корни ) 

 

 
, 

, 
, 

. 

Получим систему  , решая её полу-

чим .Коэффициенты найдены, вернемся к вычислению 

предела: 
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. 

 

Пример 2.10. При каких значениях несобственный 

интеграл  сходится  и при каких расходится? 

Решение. 

Если  то   

 

Если то  

Таким образом, интеграл  сходится при  и 

расходится при . 

Замечание: в некоторых задачах нет необходимости 
вычислять интеграл. Достаточно лишь знать, сходится он или 

расходится. 

Сформулируем признаки сходимости несобственных 
интегралов первого рода. 

 
Теорема 2.3. (признак сравнения).  

Если  на промежутке  непрерывные функции  , 
удовлетворяют  условию  и интеграл 

 сходится, то   тоже сходится, а  из  

расходимости интеграла  следует  расходимость 

интеграла . 

 
Теорема 2.4. (предельный признак ). Если  существует предел 

 ( , ), то интегралы 

и    сходятся или расходятся одновременно. 

 

Замечание:  В качестве эталона для сравнения функций часто 

берут функцию .В примере 2.10 показано, что 

несобственный интеграл   сходится при  и 

расходится при . 
 

Пример 2.11. Исследовать сходимость интеграла: а)  ; 

б) в)  
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г) д) . 

Решение. 

      а)Сравним функцию   с функцией .Как 

известно, интеграл  сходится, так как .На 

промежутке  

имеем ,следовательно 

интеграл сходится по  признаку  сравнения (из сходи-

мости  большего интеграла следует сходимость меньшего);  

     б) Здесь подынтегральная функция 

, при . Рассмотрим 

функцию , интеграл от  которой 

сходиться . А так как существует предел 

(используем предельный признак): 

 
  следовательно  исходный интеграл   сходится. 

      Оставшиеся несобственные интегралы: 

в) г) д) , 

рекомендуется исследовать на сходимость самостоятельно, для 

закрепления изученного материала. 

 

2.5.2. Несобственные интегралы второго рода. 

 Пусть функция  непрерывна на промежутке  и   имеет 
бесконечный разрыв при (рис.4). Если существует конечный 

предел , то его называют несобственным 

интегралом второго рода. 

Обозначение: . 
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Рис.4 

 

Замечание: несобственный интеграл второго рода выражает 

площадь бесконечно высокой криволинейной трапеции (рис.4) 
 

Аналогично, если функция  непрерывна на промежутке  и 

имеет бесконечный разрыв в точке   , то 

. 

Если функция  имеет разрыв во внутренней   точке  

отрезка , то 

, где . 

Если сходятся оба интеграла справа, то сходится и суммарный 

интеграл слева. 
 

Замечание: точек разрыва внутри отрезка может быть 
несколько. В частности, если подынтегральная функция  

разрывна на концах интервала то есть  одновременно при   
и при ,то необходимо сместиться в окрестности этих 

точек справа и слева соответственно, то есть 

 Если сходятся оба 

интеграла справа, то сходится и суммарный интеграл слева. 
 

Пример 2.12. Вычислить несобственные интегралы второго рода 

или установить их расходимость: 

 а) ; б) ; в) ; г) . 

Решение. 
а) Так как подынтегральная функция  

разрывна в (·) , смещаемся в окрестность точки 

слева: 
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, 

 следовательно, исходный интеграл расходится; 

  б) Подынтегральная функция разрывна  в 

(·) так как О.О.Ф:  

. 

В соответствии с правилом вычисления несобственных 

интегралов второго рода, имеем: 

 

 
в) Подынтегральная функция  разрывна на концах 

интервала, то есть при ,поэтому имеем: 

 

 

 

 

 
, 

интеграл слева расходится, так как оба интеграла справа 

расходятся ( – не существует); 

г)Подынтегральная функция  разрывна во внутренней 

(·) . Поэтому, 
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. 

 

Пример 2.13. При каких значениях  несобственный 

интеграл  сходится  и при каких расходится? 

Решение. 

Функция разрывна в (·) . Рассмотрим случаи: 

Если  то   

; 

Если  то  

 
. 

Таким образом, интеграл сходится  при  и 

расходится при . 
    Замечание: в некоторых задачах интегрирования нет 

необходимости вычислять интеграл, достаточно установить его 
сходимость   или расходимость.     Сформулируем признаки 

сходимости несобственных интегралов второго рода. 

 
Теорема 2.5. ( признак сравнения) 

        Пусть непрерывные на промежутке  функции , , 
при  терпят бесконечный  разрыв и удовлетворяют  условию  

. Из сходимости интеграл  вытекает схо-

димость интеграла  , а из расходимости 

интеграла  следует расходимость интеграла . 

 

Теорема 2.6. (предельный признак) 

Пусть функции , непрерывны на промежутке , в 
точке   терпят разрыв. Если существует предел 

,то интегралы  и      

сходятся или расходятся одновременно. 
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Замечание:  в качестве эталона для сравнения функций часто 

берут функцию .В примере 2.13 показано, что 

несобственный  интеграл  сходится при  

 и расходится при 1 . 

 

Пример 2.14. Исследовать сходимость интеграла:  

а) ;б) в) ;г)  

Решение. 

а) Подынтегральная функция   разрывна в точ-

ке .Сравним ее с функцией   интеграл от кото-

рой  сходится, так как .Очевидна такая 

оценка на промежутке :  

 , следовательно, несобственный интеграл 

сходится (по признаку сравнения); 

 

б) Функция   разрывна в точке .Рассмотрим  функ-

цию , интеграл от которой   расходится, так как 

. А так как существует предел ,  

то по предельному признаку интеграл  расходится. 

Следующие несобственные интегралы, для закрепления изучен-
ного материала, рекомендуется исследовать на сходимость само-

стоятельно: в) ;г) . 

 
 

Задания для самостоятельного решения. 

10.Вычислить несобственные интегралы первого рода или 
установить их расходимость: 

 
 

 

1.  14.  

 

2.  15.  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 97 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ответы: 

10.1. ;10.2.1;10.3. расходится; 10.4. ;10.5. ; 10.6. расходит-

ся; 10.7. расходится;10.8. ;10.9. расходится;10.10. ; 

10.11. расходится;10.12. ;10.13. расходится;10.14. 10.15. ; 

10.16. ;10.17. 10.18.расходится;10.19. ;10.20

10.21. ;10.22. ;10.23. ; 10.24. ; 10.25. расходит-

ся;10.26  

11.Вычислить несобственные интегралы второго рода или 
установить их расходимость: 

 

3.  16.  

4.  17.  

5.  18.  

6.  19.  

7.  20.  

8.  21.  

9.  22.  

10.  23.  

11.  24.  

12.  25.  

13.  26.  
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1.    

 

14.  

 

2.    

 

15.  

3.    16.  

4.     

 

17.  

5.    18.  

6.    19.  

7.     

 

20.  

8.     

 

21.  

9.     

 

22.  

10.    

 

23.  

11.    

 

24.  

12.    

 

25.  

13.    
26.  

 

 

 Ответы:   

11.1. расходится; 11.2. ; 11.3. расходится;11.4. ; 

11.5. ;11.6. расходится;11.7. расходится;11.8.-1; 

11.9.расходится;11.10.расходится;11.11. ;11.12. ; 

11.13.расходится;11.14. ;11.15. ;11.16.расходится; 

11.17.расходится;11.18. ;11.19 ;11.20.расходится; 
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11.21. ;11.22. ;11.23. ;11.24.расходится; 11.25.расходится; 

11.26. . 

2.6. Приложения определенного интеграла. 

Определённый интеграл используется в различных прило-

жениях: при вычислении площадей плоских фигур, длин дуг 

плоских кривых, объемов тел вращения и др.  
закрепления изученного материала. 

 

2.6.1. Вычисление площадей плоских фигур. 

Вычисление площадей плоских фигур в декартовой 
системе координат. 

Вычисление площадей плоских фигур основано на 

геометрическом смысле определенного интеграла: как уже было 
установлено, он численно равен площади криволинейной 

трапеции, расположенной выше оси абсцисс, то есть площадь 
фигуры, ограниченной линиями ,  

(рис.6), вычисляется по формуле (2.8):  

   (2.8) 

 
Рис. 5 

 

 
Рис. 6 

 

                   

Если график расположен ниже оси Ox, то есть  при 

  (рис.38), то площадь вычисляется по формуле (2.9): 

(2.9) 

Замечание:  

1) Если Вам предложено решить просто определенный интеграл 
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без всякого геометрического смысла, то он может быть отрица-
тельным; 

2) Если Вам предложено найти площадь фигуры с помощью 
определенного интеграла, то площадь всегда положительна! 

Именно поэтому в только что рассмотренной формуле фигурирует 
минус (cм. формулу 2.9). 

3)Учитывая, что формулы (2.8) и (2.9) 

можно объединить в одну: 

  (2.10) 

 

 
Если плоская фигура ограничена 

линиями , где 

 для всех , и 
прямыми (рис.40), то 

ее площадь вычисляется по фор-
муле: 

 (2.11) 

 

Пример 2.15. Найти пло-

щадь фигуры, ограниченной ли-
ниями . 

Решение.  
Так как на промежутке   функция отри-

цательна  

 , а на промежутке  по-
ложительна (см.рис.8), то применяя формулу (2.10) 

имеем: 

 

 

. 

 
Пример 2.16. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

. 
Решение. 

 
Рис. 7 

 

                

 
        Рис. 8 

xxy 22 −=
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Найдем точки пересечения прямой  и параболы 
,для этого решим систему уравнений: 

 

,  

  

 ,  
. 

Таким образом, получим две точки 

пересечения   
(рис. 9). 

Строим по данным точкам пря-
мую   и парабо-

лу .Площадь полученной 

фигуры найдем по формуле (2.11), 
где

: 

 

. 

Пример 2.17. Найти площадь фигуры, ограниченной лини-

ями .  

Решение.  

Найдем точки пере-
сечения заданных линий, 

для этого решим систему 

уравнений: 

, следовательно, 

 

  

пусть , тогда, 

или  

 

 
если  то  

,  

 
Рис. 9 

 
Рис. 10 

xy 2=

23 xy −=
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если  то вещественных корней нет. 

Таким образом, получим две точки пересечения   

(рис.10). Поскольку фигура симметричная, то найдем половину 

площади: 

 

 

. 

Таким образом, . 

 
 

Замечание: в некоторых случаях, при нахождении площа-

ди фигуры, ограниченной функцией  заданной в декарто-
вой системе координат, удобно переходить к параметрическому 

заданию   линии, то есть, представить функциональную зависи-
мость   через параметр (все эти функции хорошо изу-

чены).  

 

Вычисление площадей плоских фигур, ограниченных па-

раметрически заданной функцией.  
Если криволинейная трапе-

ция ограниченна сверху 

кривой, задана параметри-
ческими уравнениями 

, 

прямыми  и 
осью  (рис.11), то её 

площадь вычисляется по 
формуле 

 (2.12), 

 
 где  и определяются из 

равенств и 

при некото-
ром вполне конкрет-

ном значении парамет-
ра  параметрические уравнения будут определять координаты 

точки , а при другом значении   координаты точки   

 
Рис. 11 
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Действительно, сделав подставку  

 и  в формуле (2.12), учитывая, 

что  , получим: 

. 

 
Пример 2.18. Найти площадь фигуры, ограниченной эл-

липсом . 

Решение. 

Поскольку вычислении площади эллипса, заданного урав-

нением , 

          

 

 , вычисление интеграла от данной 

функции довольно громоздко, поэтому целесообразно перейти к 
параметрическому заданию эллипса. 

Известно, что эллипс задается параметрически уравнени-

ем где  полуоси эллипса, в нашем слу-

чае следовательно, исходное уравнение в параметри-

ческой форме имеет вид  

Действительно, если составить таблицу значений коорди-

нат  точек кривой, соответствующих различным значениям 
параметра : 
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Нанести точки  на коор-

динатную плоскость  и со-

единить их линией. Когда пара-

метр   изменяется от 0 до , 

соответствующая точка   

описывает эллипс с полуося-

ми (рис.12). 

 

Учитывая симметрию фи-
гуры относительно координат-

ных осей, найдем площадь чет-

вертой части эллипса  ,здесь  

 изменяется от 0 до  

, при этом  изменяется от  до 0. Согласно формуле (2.12), по-

лучим: 

 

 

 
 

Таким образом, площадь всей фигуры равна: . 

 

Пример 2.19. Найти площадь фигуры, ограниченной одной ар-
кой циклоиды, уравнение которой задано параметриче-

ски . 

Решение. 
Для построения фигуры, заданной параметрически, составим таб-

лицу значений координат  точек кривой, соответствующих 

различным значениям параметра  : 
 

 
Рис. 12 
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Нанесем точки  на координатную плоскость  
 и соединим их линией. Когда параметр   изменяется от 0 до , 

соответствующая точка   описывает арку циклоиды (рис.13). 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
Согласно формуле (2.12), получим: 

 

 

=  

 

 

 
 

Таким образом, площадь одной арки циклоиды рав-
на: . 

По сути, мы вывели формулу для нахождения площади одной ар-
ки циклоиды в общем виде. И если на практике вам встретится 

задача с конкретным значением параметра , то вы легко сможе-

те проверить результат вычисления. Так, например при ,  
. 

 Вычисление площадей плоских фигур, ограниченных ли-
ниями, заданными в полярной системе координат. 

 Для нахождения площадей ограниченных кривыми заданных в 

полярной системе координат нам пригодятся навыки построения 
графиков функций в данной системе координат, поэтому 

необходимо вспомнить, что же такое полярная система 
координат. 

 
Рис. 13 
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Полярная система координат. Криволинейный сектор и сегмент. 

Любая точка   в полярной системе координат   определят-

ся с помощью полярных координат   , где  – расстояние от 

начала координат  (полю-

са) до точки ,  – угол 

между положительным направ-

лением действительной оси и 

(движемся  

 против часовой стрелки) радиус-

вектором   точки  (рис. 14). 

Формулы перехода от декартовой 

системы координат к полярной системе координат: 

, ; 

Рассмотрим некоторую функцию заданную 

в полярной системе координат принимающую 

неотрицательные значения на отрезке   , где 

- длина радиус – вектора, соединяющего полюс O с 

произвольной точкой кривой , а  - угол наклона этого 

радиус – вектора к полярной оси Op. 

В полярной системе может быть задан криволинейный сектор 

или сегмент.  
Криволинейный сектор – это фигура, ограниченная 

лучами  
  и некоторой линией , которая 

непрерывна на отрезке  (рис. 15). 

 

 
Рис. 14 

 

 

            

 
Рис. 15 
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Площадь криволинейного сектора 
может быть найдена по формуле 

    (2.13) 

Сегмент — это часть сектора, то есть 
фигура, ограниченная кривыми  

 и лучами   

(рис.16). 
   

 
 

 
Площадь сегмента может быть найдена по формуле (2.14): 

 

(2.14) 

 
Пример 2.20. Найти площадь 

фигуры, ограниченной кривой  
. 

Решение. 

 Известно, что уравнение  задает 
кривую в полярных координатах, кото-

рая называется спиралью Архимеда. В 
нашем случае , изобразим фигуру- 

отметим полюс О, изобразим полярную 

ось Ор, начертим угловые направления 
 (рис.17).  

 
 

Отметим найденные точки  и соединим их линией (рис. 18):  
 

 
          Рис. 16 

 
          Рис. 17 

 0  
 

   
 

  

 0         
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Площадь полученного сектора находим по формуле (2.13): 

 

.  

 

Замечание: если в условии не указан диапазон значений угла, 
то либо этот диапазон совпадает с областью определения 

функции , либо принимается равным отрезку . 
 

Пример 2.21. Найти площадь фигуры, ограниченной 

кардиоидой . 
Решение. 

Поскольку чётная функция, действительно, 
а как известно, четная 

функция симметрична относительно оси  ,поэтому достаточно 

построить половину фигуры на промежутке  а оставшу-
юся половину отобразить зеркально относительно по-

лярной оси (рис.19): 
 

 0   
  

  
 

 

 2    
   

 

 

 

          Рис. 18 
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Рис. 19 

 
Поскольку фигура симметрична относительно оси  , по 

формуле (2.13) для начала найдем половину площади   

 

 

 

 

 

 

Таким образом, . 

 

Пример 2.22. Найти площадь 
фигуры, ограниченной 

линиями , , ,

. 

Решение. 
Посмотрим, как это выглядят задан-

ные линии ,  в декартовой 

системе координат, для этого сдела-

ем подстановку : 

 
            Рис. 20 
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  ;     

 
  .           

 
  Получили окружности с центром в начале координат и радиуса-

ми 1,3 соответственно. Построим данные линии, учитывая, что 
угол изменяется от  

 до  (рис. 20), получили сегмент, его площадь находим по 

формуле (2.14): 

 

. 

 

Задания для самостоятельного решения. 
12.Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1. 
 

2.  
3.  
4.  
5. 

 
6.  

 

7.  
8. 

 
9. 

 
10.  
11.  
12. 

 
13. 

 

14.  
15.  
16.  
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17.  
18.  
19. 

 
20.  

 

21. 

 
22.  

 

23. 
 

 

24.  
25.  
26.  
 

Ответы:  

12.1. ;12.2. ;12.3. ;12.4. ;12.5.  ;12.6. ; 

12.7.  12.8. ; 12.9. ; 12.10. ; 12.11. ;12.12. ; 

12.13.1; 12.14.4,5; 12.15. ; 12.16. 4,5; 12.17. ; 12.18. ; 

12.19. ; 12.20.30; 12.21.3; 12.22. ; 12.23. ; 

12.24. ; 12.25. ; 12.26.  

 

2.6.2. Вычисление длины дуги плоской кривой. 

  Помимо нахождения площади, определённый интеграл позволя-
ет рассчитать и другие показатели, в частности длину дуги кри-

вой, то есть числовую характеристика протяжённости этой кри-

вой.  
Длиной дуги кривой линии называют предел, к которому 

стремится длина вписанной в нее ломаной линии при неограни-
ченном увеличении числа ее звеньев, при этом длина наибольше-

го звена стремиться к нулю.  

Вычисление дуги плоской кривой в декартовых координа-
тах. 

 Покажем, что если функция   и ее производная , 
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непрерывны при всех , то длина дуги  (рис.21) этой 
кривой, вычисляется по формуле: 

  (2.15) 

 
 

Рис. 21 

1. Для нахождения длины кривой разобьем ее на  маленьких 
кусочков, то есть разобьем отрезок  на  частей 

точками (рис. 21). Пусть этим 

точкам соответствуют точки  При 
большом числе разбиения дугу можно спрямить кусочком 

прямой (хорды) близкой по размеру. Для этого проведем 
хорды ,длины которых обозначим 

соответственно через . 

Получим ломанную , длина которой 
равна 

 
 2. Длину хорды (звена ломанной)  можно найти, 
применяя теорему Пифагора из прямоугольника с 

катетами : 

 

, где , 

а длина всей ломанной  

равна 
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где  

3.Длина l  кривой АВ  по определению равна 

, заметим, что при также 

и .Функция  непрерывна на отрезке ,так 

как по условию непрерывна функция Следовательно, суще-

ствует предел интегральной суммы (2.16),когда  

   

 

Вычисление длины дуги кривой, заданной параметриче-
ски. 

Если кривая  задана параметрически уравнени-

ем  ,  и функции  имеют непрерывные 

производные при всех ,то длина дуги  этой кривой, вы-

числяется по формуле: 

 (2.17) 

 

Покажем, что длина дуги параметрической кривой, получается из 

формулы (2.15) подстановкой , .Известно, что 
производной параметрически заданной функции вычисляется по 

формуле   и  ,поэтому имеем: 

 

, что и тре-

бовалось   показать. 
 

Замечание: длина дуги пространственной параметрической 

кривой  вычисляется аналогично, то есть по формуле  
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    (2.18) 

 

 
Вычисление длины дуги кривой, заданной в 

полярных координатах. 
Длина дуги кривой  заданной в полярных координатах 

уравнением ,   
вычисляется   по формуле 

(2.19)  

Предположим, что  и  непрерывны на 
отрезке .Если в равенствах связывающих полярные и 

декартовы координаты ,угол  считать параметром, то 

кривую можно задать 

параметрически ,тогда

, 

 , применяя формулу (2.17) 
для нахождения длины дуги имеем:   

 

 
 

, где что и требовалось 

показать. 
 

Замечание: в практических примерах при нахождении 

длины дуги, как правило, не нужно строить чертеж. Иллюстрация 
приведена только для некоторых примеров (для наглядности). 

 
Пример 2.23. Найти длину дуги кривой: 

а)   ;б) ; 

в) , ; г) . 

Решение. 

а) Уравнение задаёт окружность, с центром в начале 
координат и радиусом     в декартовой системе координат, по-

этому длину её дуги будем вычислять по формуле (2.15), по-

скольку она симметрично задана, достаточно вычислить четвер-
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тую часть длины дуги   и результат умножить на че-

тыре. 
Для этого найдем  из уравнения  

 и ,и 

подставим в формулу (2.15): 

 

 

. 

Тогда , получили общеизвестную 

формулу длины окружности, формулу для вычисления длины дуги 
окружности с центром в начале координат произвольного 

радиуса. Если в данном примере положить ,получим 
окружность с единичным радиусом, длина дуги которой будет 

равна . При различных значениях параметра  (радиуса) 
длина окружности будет изменяться; 

б) кривая задана в декартовых 

координатах, поэтому найдем  и подставим в формулу (2.15): 

 , 

 

  

 

 

 
 

Замечание: в случаях симметричной фигуры, заданной 

параметрический или в полярных координатах необходимо найти 
часть длины дуги, иначе мы можем прийти к противоречию -

нулевому результату (поскольку работаем с периодическими 
функциями), покажем это на примере 2.23.в)). 
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в)  — это кривая называемая астроидой  
(рис. 22), задана параметрически, поэтому длину её дуги будем 

находить по формуле (2.17), для этого найдем   

, и подставим в формулу:  

 , 
, 

 

 

 

 
 

1способ: (Найдем , ;) 

 

пришли к противоречию; 

2 способ: (найдем , )  

Заметим, что фигура симметрична 
относительно координатных осей, 

поэтому для начала найдем  

 

 
, 

следовательно, ; 

г) Кардиоида  задана  в полярных 
координатах, следовательно, длину дуги данной кривой  находим 

по формуле (2.19).В силу симметрии фигуры (рис.22,где 

),найдем , для этого вычислим  и подставим в 

формулу (2.19): 

, 

 

 

 

 

           Рис. 22 
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, 

отсюда . 
 

Задания для самостоятельного решения 

13.Вычислить длину дуги линии: 

1. 

 
2. 

 
3.  
4. 

 
5. 

 
6. 

 
 

7. 

 
8.  
9.  
10.  

 

11. 

 
12. 

 
13. 

 
14. 

 
15. 

 
16. ,  
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17. ,  

18. ,  

19. 
,  

20. 

 
21. 

 
22. ,  

23. ,  

24. 

 
25.  

 

26.  
  Ответы:  

13.1. ;13.2. 13.3. ;13.4.8;13.5. ; 

13.6. ;13.7. ;13.8.8;13.9.2;13.10. ;13.11. ; 

13.12. ; 13.13. ; 13.14. ;13.15. ; 

13.16.2;13.17. ;13.18. ;13.19. ;13.20. ; 

13.21. ;13.22. ; 13.23. ;  

13.24. ; 13.25. ; 13.26. . 

  

2.6.3. Вычисление объемов тел вращения. 

Площадь криволинейной трапеции мы уже находили. Но, 
кроме того, данную фигуру можно ещё и вращать, причем 

вращать двумя способами: вокруг оси абсцисс, вокруг оси 

ординат (в данном разделе будут разобраны оба случая). В 
результате чего, получим так называемое тело вращения 

(рис.23). Вычисление объемов таких тел мы с вами и будем 
заниматься. 

 
Вычисление объемов тел по заданным площадям 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 119 

поперечных сечений.  

Пусть имеем некоторое тело  (рис. 23). Предположим, что из-

вестна площадь  любого сечения этого тела плоскостью, 

перпендикулярной оси  . Эта площадь зависит от положения 

секущей плоскости, то есть является функцией 
от переменной : .  

Пусть  непрерывна на . Разобьем отрезок  точками 

деления:  .  
Через точку  проведем сечение тела плоскостью, перпендику-

лярной оси  (рис.23). Площадь по-

лученного поперечного сечения обо-
значим через . Составим сумму: 

 

 
 

 

 где . 

 

 Здесь – объем цилиндра с площадью основания  и 

высотой . 

Пусть , тогда ( – объем тела), переходя к 

пределу в равенстве (2.20) имеем: 
 

  
В правой части стоит инте- гральная сумма для функции 

 

Рис. 23 
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 , поэтому объем данного тела можно вычислить через 

определенный интеграл:   
 

 
Вычисление объемов тел 

вращения. 
Пусть криволинейная трапеция: 

, лежащая 

в плоскости (плоскости 

вращается вокруг оси ( 

рис.).Поперечными сечениями 

являются круги с 

радиусами ,поэтому 

 и формула (2.21) принимает вид (2.22): 
 

               

 

Итак, объем тела, полученного вращением вокруг оси  криво-

линейной трапеции, ограниченной линиями 
 (рис.24), вычисляется по формуле 

(2.22). 
 

 Замечание:  

 1)В практических заданиях плоская 
фигура иногда может располагаться и 

ниже оси ( ). Это ничего 

не меняет – подынтегральная функция в 

формуле возводится в квадрат  
 (интеграл всегда неотрица-

телен). 
Аналогично размышляя, получим 

формулу 2.23 для вычисления объема 

тела, полученного вращением вокруг 

оси  криволинейной трапеции, 

ограниченной линиями 

 

Рис.24 

 

        Рис. 25 
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(рис. 25), 

 

 
 
2)Объём кольца, образованного вращением вокруг   оси 

плоской фигуры, ограниченной непрерывными неотрицательными 

на  функциями    и прямы-

ми  вычисляется по формуле 

 
 

3) Если вращается криволинейная трапеция вокруг оси 

 ,ограниченная линией, заданной параметрически, то чтобы 

рассчитать объём тела   в формулу (2.22)

 

подставляем парамет-

рические функции , а также соответствующие 

пределы интегрирования : 

,таким образом формула 

для вычисления объема фигуры, ограниченной параметрически 

заданными линиями, принимает вид: 

 
Пример 2.24. Вычислить 

объем тела, полученного вращением 

вокруг оси   фигуры, ограничен-

ной линиями .  

Решение. 

Построим фигуру, ограничен-
ную линиями . 

Искомая плоская фигура заштрихо-

вана (рис.26), именно она и враща-
 

Рис.26 
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ется вокруг оси Ox . В результате вращения получается воронка, 

которая симметрична относительно оси Ox  .Объем тела вращения 

вычисляем по формуле  

в нашем случае , , так 

как плоская фигура ограничена графиком экспонен-

ты  сверху. 

В итоге искомый объем равен: 

 

 

 

 

 
Пример 2.25. Вычислить объем тела, 

полученного вращением плоской фигу-
ры, ограниченной линиями  

Решение. 

На рис.27 изображена плоская фигура, 
ограниченная линиями 

, вокруг оси (об-
ласть, заштрихованная на рис.27), 

именно она и вращается вокруг 

оси  .В результате вращения получа-
ется ограниченная сверху парабола, 

которая симметрична относительно оси  . Так как, фигура 
вращается вокруг оси , то и интегрировать будем по перемен-

ной  в пределах 

 применяя формулу ,в нашем случае 

,  ,действительно, если выразить   через   

 
          Рис. 27 

3xy =
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получим   подставляя  в формулу находим объем: 

 

 
 

Замечание: пределы интегрирования по оси следует рас-

ставлять строго снизу вверх, так как  растет снизу вверх. 

 

Пример 2.26. Вычислить объем тела, полученного вра-

щением вокруг оси  плоской 

фигуры, ограниченной линия-

ми . 

 
Решение. 

 

Для построения   чертежа 

плоской фигуры найдем точки пе-

ресечения параболы  

 с вершиной в начале координат 
симметричной относительно оси   и прямой  проходя-

щей через начало координат решив уравнение: 

 
,  

, , 

, . 

 
           Рис. 28 

xy 3=

xy 92 =
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Следовательно, имеется две точки пересечения (0;0), (1;3), от-
мечаем данные точки на чертеже и через точки пересечения 

проводим кривые. Кривые в пересечении образуют область за-

ключенную между линиями  (ветвь параболы ) и 

прямой (рис.28), при этом ,поэтому объем нахо-

дим как разность объёмов ,где  

 . 

В итоге искомый объём равен: 

 

  

 

Пример 2.27. Вычислить объем тела, образованного вра-

щением вокруг оси  фигуры, ограниченной кривыми 

. 

 

Решение. 
Выполним чертеж, для этого найдем точки пересечения 

заданных линий: , 

 

 

 
При  , - веще-

 
           Рис. 29 

21

1

x
y

+
=

2xy =

2V

1V
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ственных корней нет; 

При  ,  

, тогда  

Итак, кривые  имеют две точки пересече-

ния (1;1), (-1;1), отмечаем данные точки, при этом заметим, что 

функции  - чётные, то есть симметричны относи-

тельно начала координат. Заметим, что функция   пере-

секает ось   в точке (0;2), действительно, при 

, . 

Для нахождения объема тела вращения достаточно ис-
пользовать правую половину фигуры, так как полученная фигу-

ра симметрична относительно начала координат. Таким обра-

зом, заштрихованная правая часть, вращаясь вокруг оси  

совпадёт с левой не заштрихованной частью (рис.29). 

Перейдем к обратным функциям, то есть, выразим    че-

рез : . Обратите внимание, что правой ветви 

параболы  соответствует обратная функция ,а ле-

вой (не используемой в решении) ветви параболы соответствует 

обратная функция  .  

Аналогично для ,  

Объем тела вращения необходимо искать по формуле 

 как сумму объемов тел вращений:  
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,где ,так как на отрезке    расположен гра-

фик функции ; 

 , так как на отрезке  расположен 

график функции  

Вычисляя данные интегралы получим: 

; 

 

 
Таким образом,  

 
Пример 2.28. Вычислить объем эллипсоида, полученного вра-

щением вокруг оси  эллипса 

. 

Решение.  
Решение упростится, если перейти к пара-

метрическому заданию уравнения эллип-

са  в силу симметрии полученной 

фигуры (рис. 30), найдём  

 

           Рис. 30 
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Таким образом,   

Задания для самостоятельного решения. 
14.Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, 

ограниченной линиями: 
 

1.  (вокруг оси ) 

2.   (вокруг оси ) 

3.   (вокруг оси ) 

4.  (вокруг оси ) 

5.  (вокруг оси ) 

6.  (вокруг оси ) 

7.   (вокруг оси ) 

8.  (вокруг оси ) 

9.  (вокруг оси ) 

10.  (вокруг оси ) 

11.  (вокруг оси ) 

12.  (вокруг оси ) 

13.  (вокруг оси ) 

14.  (вокруг оси ) 

15.  (вокруг оси ) 

16.  (вокруг оси ) 

17.  (вокруг оси ) 

18.  (вокруг оси ) 

19.  (вокруг оси ) 
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20.  (вокруг оси ) 

21.   (вокруг оси ) 

22.   (вокруг оси ) 

23.   (вокруг оси ) 

24.   (вокруг оси ) 

25.     (вокруг оси ) 

26.  (вокруг оси ) 

 

Ответы:  

14.1. ; 14.2. ; 14.3. ; 14.4.  14.5. 14.6.  

14.7. ; 14.8. ;14.9. 14.10. 14.11. ; 

14.12. 14.13. ;14.14. ;14.15. 14.16.  

14.17. ;14.18. ;14.19. 14.20. 14.21. ;14.22. ;

14.23. ; 

14.24. ; 14.25. ; 14.26.  
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ГЛАВА 3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

При решении задач математики, физики, химии и других наук ча-

сто пользуются математическими моделями в виде уравнений, 

связывающих независимую переменную, искомую функцию и её 

производные-такие уравнения называются дифференциальными. 

Динамика огромного количества явлений описывается диффе-

ренциальными уравнениями. 

В качестве примера можно рассмотреть следующую задачу. Из 

статистических данных известно, что для рассматриваемого реги-

она число новорожденных и число умерших за единицу времени 

пропорциональны численности населения с коэффициентами 

пропорциональности  и соответственно. Необходимо описать 

демографический процесс, то есть, найти закон изменения чис-

ленности населения с течением времени .  

Пусть  -число жителей региона в момент времени . Из-

вестно, что прирост населения  за время  равен разности 

между числом родившихся и умерших за это время, то есть 

 , 

, 

где . 

Переходя к пределу при получим: 

 

 

Решая это уравнение, получаем математическую модель демо-

графического процесса:  

 , где  – постоянная, определяемая начальными услови-

ями (численность населения в начальный момент времени).  
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3.1. Дифференциальные уравнения первого поряд-
ка, общие понятия. 

          Дифференциальным уравнением называется соотношение, 

связывающее независимые переменные, их функции и производ-

ные (или дифференциалы) этой функции. 

Если искомая (неизвестная) функция  зависит от одной пере-

менной, то дифференциальное уравнение называют обыкно-

венным дифференциальным уравнением (ОДУ), в против-

ном случае (если независимых переменных две или более), диф-

ференциальное уравнение называется дифференциальным 

уравнением в частных производных. 

        Порядком дифференциального уравнения называется 

наивысший порядок производной, входящей в это уравнение. 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

соотношение (уравнение), связывающее независимую перемен-

ную , искомую функцию  и её производную : 

  (3.1) 

 

Уравнение (3.1) называют общим видом ОДУ первого порядка. 

Уравнение (3.1) можно разрешить относительно старшей произ-

водной ,то есть записать в виде (3.2): 

(3.2), 

 здесь - некоторая заданная функция своих аргументов  и 

, определённая и непрерывная в области  на плоскости . 

Область  называется областью определения дифференциально-

го уравнения. 

 Уравнение (3.2) называют ОДУ первого порядка, разрешенным 

относительно старшей производной. 
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Например, 

1) –обыкновенное дифференциальное уравнение перво-

го порядка, в общем виде записывается так:  

2)  или – обыкновенное диффе-

ренциальное уравнение третьего порядка, в общем виде его 

можно записать так  ; 

3) или -дифференциальное уравнение 

в частных производных первого порядка. 

Замечание: в дальнейшем мы будем рассматривать только 

обыкновенные дифференциальные уравнения и работать в ос-

новном с дифференциальными уравнениями разрешенными отно-

сительно старшей производной, то есть с уравнениями ви-

да  

Если в уравнении (3.2) положить  ,то учитывая, 

что   имеем: 

 уравнение (3.2) можно записать в виде 

(3.3): 

 (3.3) 

Уравнение (3.3) называют дифференциальной формой записи 

ОДУ первого порядка, заметим, что переменные  и  равноправ-

ны.  

Решением ДУ (3.2) называется функция , определенная 

и дифференцируемая на некотором интервале которая при 

подстановке в   уравнение (3.2) обращает его в тождество (ра-

венство), то есть при .  

График решения ДУ называется его интегральной кривой, а 
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процесс нахождения решения ДУ называется интегрированием. 

Пример 3.1. Показать, что функция  является решением 

дифференциального уравнения . 

Решение. 

Найдем производную функции и подставим  в 

исходное ДУ: , получили верное равенство, 

следовательно функция  является решением ДУ 

.Заметим, что у рассматриваемого уравнения есть 

еще такое решение , где  – произвольная по-

стоянная. Действительно, подставляя  в ис-

ходное уравнение, имеем: . 

Таким образом, ДУ уравнение первого порядка имеет бесчислен-

ное множество решений вида , зависящих от одной 

произвольной постоянной . 

Такое решение, то есть функцию  

 называют общим решением ДУ. 

Пример 3.2. Показать, что для уравнения   функ-

ции   и  являются общими решениями. 

Решение. 

Действительно, если подставим первое решение  и его 

производную  в уравнение ,получим 

верное равенство; 

Аналогично, подставляя второе, получим: 

, , .Это означает, что функции 

  и  являются общими решениями уравне-

ния . 

Заметим, что данные решения являются разными, так как первое 

из них обращается в ноль ( ), а второе – не обращается в 
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ноль ни при каких обстоятельствах. 

Таким образом, решение ДУ может быть найдено неоднозначно. 

Замечание: общее решение дифференциального уравнения 

(3.2) находится в явном виде , но так выходит не все-

гда, иногда оно получается в неявном виде (3.4), 

 (3.4) 

Соотношение (3.4),связывающее между собой независимую пе-

ременную , искомую функцию  и произвольную постоянную , 

называется общим интегралом уравнения (3.2).  

Например, для дифференциального уравнения ,  

-общее решение, а -общий инте-

грал. 

Условие, что при  функция должна быть равна заданному 

числу ,то есть   называется начальным условием. 

Начальное условие записывается в виде (3.5): 

 (3.5) 

           Задача отыскания решения ДУ первого порядка (3.2), удо-

влетворяющего   начальному условию (3.5), называется задачей 

Коши (3.6), то есть 

(3.6)- задача Коши. 

Решение    полученное при решении системы (3.6) 

будем называть частным решением дифференциального урав-

нения   

С геометрической точки зрения общее решение   пред-

ставляет собой семейство интегральных кривых   на плоскости 

, а частное решение  — это одна кривая из этого 

семейства линий, проходящая через точку  
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Рассмотрим эту задачу подробнее.  

Общее решение  опреде-

ляет семейство интегральных кривых. 

Для того чтобы из этого семейства 

выделить какое-либо частное реше-

ние (интегральную кривую), необхо-

димо задать еще дополнительные 

условия, в частности, такое решение 

можно выделить путем задания на 

плоскости точки (рис.31), 

через которую проходит интересующая нас интегральная кривая. 

В соответствии с этим, возникает задача отыскания такого реше-

ния уравнения , которое при заданном  принимает 

заданное значение  ,это и есть задача Коши. 

Например, если при решении ДУ   ,получился общий 

интеграл — это с геометрической точки зрения, 

семейство окружностей с центром в начале координат  и ра-

диусом , при различных значениях ,получим определённую 

окружность-частный интеграл. Положим, например, 

 , получим – частный интеграл, то есть окруж-

ность с центром в начале координат  и радиусом . 

Пример 3.3. Среди решений  дифференциаль-

ного уравнения ,найти такое решение , которое 

при  обращается в ноль. 

Решение. 

Нам требуется среди решений уравнения  найти такое, 

которое при  обращает  в ноль, то есть выполняется равен-

ство ; 

 

Рис. 31 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 135 

Из условия известно, что общим решением является функция 

 

Так как требуется, чтобы выполнялось условие  то пола-

гая  в общем решении имеем: 

 

 

. 

 Таким образом, это возможно только при ,следовательно 

частное решение, удовлетворяющее начальному условию 

получается из общего решения при подстановке , 

то есть - решение задачи Коши 

(частное решение). 

Теорема 3.1 (существования и единственности задачи Ко-

ши).Если функция непрерывна в некоторой области  в 

плоскости  и имеет в этой области непрерывную частную 

производную , то какова бы не была точка  в 

области , существует единственное решение уравне-

ния , определенное в некотором интервале, содержа-

щем точку , принимающее при значение , то 

есть существует единственное решение дифференциального 

уравнения.  

Примем без доказательства. 

3.2. Геометрическая интерпретация 
дифференциального уравнения первого порядка. 
Метод изоклин. 

 Уравнение  уста- навливает связь (зависимость) 
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между координатами точки  и угловым коэффициентом  

касательной к интегральной кривой, проходящей через эту точку. 

Следовательно, дифференциальное уравнение дает 

совокупность направлений (поле направлений) на плоскости 

.Это и есть геометрическая интерпретация дифференциаль-

ного уравнения первого порядка. Кривая, во всех точках которой 

направление поля одинаково, называется изоклиной. 

Изоклинами можно пользоваться для приближенного построения 

интегральных кривых. 

 Уравнение изоклины можно получить, если положить в урав-

нении , то есть  уравнение изо-

клины. 

Метод изоклин, особенно ценен в том случае, когда решение  

(общее или частное) не выражается в элементарных функциях-

интеграл не берется. Разберём как он работает на примере 3.4. 

Пример 3.4. С помощью изоклин начертить вид интегральных 

кривых уравнения . 

Решение. 

Область определения уравнения, 

то есть функции  – вся 

плоскость  Для нашего ДУ 

уравнение изоклины  имеет 

вид  ,  ,то есть изокли-

нами здесь будут прямые, парал-

лельные оси  . 

Так, при  уравнение изоклины 

имеет вид  учитывая, 

 

             Рис. 32 
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что а  имеем: 

  при  

Аналогично рассуждая, получим: 

при ,  

 при ,  

при ,   и так далее. 

Построив четыре изоклины и отметив на каждой из них ряд стре-

лочек, наклонённых к оси  под определённым(найденным) уг-

лом, по их направлениям строим линии. Они, как видно на 

рис.32, представляют собой семейство парабол. 

3.3. Основные виды дифференциальных уравнений 
первого порядка и методы их решений. 

При решении какого-либо ДУ его стараются свести   к уравнению 

с разделёнными переменными. 

3.2.1. Уравнения с разделёнными переменными. 

Наиболее простыми дифференциальными уравнениями первого 

порядка являются уравнения вида 

(3.7), 

где и  – заданные функции, функция зависит только 

от  , - от  В уравнении (3.7) переменные разделены, каж-

дая функция находится только в той части равенства, где нахо-

дится её дифференциал.  

Уравнение вида (3.7) называют уравнением с разделенными 

переменными, а именно дифференциальной формой записи 

уравнения с разделенными переменными.   

Процесс нахождения решения ДУ (3.7) получается интегрирова-

нием обеих частей равенства (3.7), в итоге получим общий инте-
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грал данного уравнения, то есть соотношение вида: 

, где . 

Уравнением с разделенными переменными (3.7), можно разре-

шить относительно производной, то есть записать в виде (3.8): 

 

Уравнение (3.8) называют ДУ с разделёнными переменными, 

разрешённым относительно производной. 

Учитывая, что  общее решение уравнения (3.9) ищем в ви-

де: 

 

 

Интегрируя последнее равенство, получим общее решение урав-

нения : 

 

, где  

 Пример 3.5. Решить ДУ: а) б) . 

Решение. 

а) Уравнение   является уравнением с разделен-

ными переменными, заданным в дифференциальной фор-

ме ,где  

поэтому интегрируя обе части исходного равенства по-

лучим: 

или –общий интеграл; 

б) Уравнение  является уравнением с разделенными пе-

ременными, разрешённым относительно производ-
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ной ,где  учитывая, что действие обратное 

дифференцированию - интегрирование, находим общее решение 

исходного уравнения: 

, то есть 

 общее решение ДУ.  

Пример 3.6. Найти общее решение и частное решение (решение 

задачи Коши) ДУ и объяснить их геометрический смысл:  

а) б) . 

Решение. 

а) Решить задачу Коши, значит найти решение исходного ДУ, 

удовлетворяющего начальному условию. Для этого необходимо 

найти общее решение, а затем значение постоянной, удовлетво-

ряющее начальному условию , подставляя полученную 

постоянную в общее решение получим частное решение, то есть 

решение задачи Коши. 

 Уравнение  является уравнением с разделенными 

переменными (заданным в дифференциальной форме 

,  ),где инте-

грируя обе части равенства, находим общее решение (интеграл): 

, 

 

, 

, для удобства, положим ,  

        Итак, общий интеграл, геометрически это ра-

венство определяет семейство окружностей с центром в начале 

координат  и радиусом ; 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 140 

Находим частный интеграл (решение задачи Коши), то есть вы-

делим из семейства окружностей, окружность, проходящую через 

точку  

Так как по условию то есть ,то 

, подставляем полученную постоянную в об-

щий интеграл получим частное решение, то есть -

окружность с центром в начале координат  и радиусом . 

б) Уравнение  является уравнением с разделенными пе-

ременными, разрешённым относительно производной 

,где  

Интегрируя правую часть уравнения , находим : 

-общее решение, выясним его геометрический 

смысл, для этого запишем уравнение  в виде , 

 семейство парабол, с вершиной в точ-

ке ,симметричных относительно оси . 

Найдём частное решение, подставляя   в общее ре-

шение  

 имеем:  , откуда .  

Таким образом, решением задачи Коши является функ-

ция  или с геометрической точки зрения парабо-

ла  с вершиной в точке ,симметричная отно-

сительно оси . 

Замечание: уравнения с разделёнными переменными являются 

частным случаем уравнений с разделяющимися переменными. 

3.2.2. Уравнения с разделяющимися переменными. 

Уравнения с разделяющимися переменными, разрешённые 

относительно старшей производной, имеют вид (3.9):  
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Для того, чтобы решить   уравнение с разделяющимися перемен-

ными, необходимо разделить переменные, чем мы сейчас и зай-

мёмся, учитывая, что 

  имеем: 

 

Умножив обе части уравнения на   получим: 

 

 

Таким образом, переменные разделены-получили уравнение с 

разделенными переменными, то есть при дифференциале  сто-

ит функция зависящие от , а при дифференциале  – завися-

щая от  .  

Интегрируя последнее равенство, получим общий интеграл: 

; 

ДУ с разделяющимися переменными  может быть записано в 

дифференциальной форме (3.10): 

 

В этом уравнении легко разделить переменные. Для этого поде-

лим обе части уравнения на произведение :  

, 

получили уравнение с разделенными пере-

менными, интегрируя его по- лучим общий интеграл урав-
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нения (3.11): 

общий интеграл. 

Замечания: при делении уравнения    на  

,могут быть потеряны решения, обращающие знаменатель в ноль, 

то есть полученные из уравнения .Если эти реше-

ния не входят в найденный общий интеграл, то они являются 

особыми решениями ДУ. 

Дадим более точное определение особого решения. 

Функция  называется особым решени-

ем дифференциального уравнения   ес-

ли единственность решения задачи Коши нарушается в каждой 

точке этой функции в области определения дифференциального 

уравнения. Геометрически это означает, что через каждую точ-

ку  ,проходит более одной интегральной кривой с общей 

касательной. 

Особое решение дифференциального уравнения не описывается 

общим интегралом. Поэтому, оно не выводится из общего реше-

ния ни при каком значении постоянной .  

Пример 3.7. Показать графически, что решение  ,является 

особым для   ДУ если общее решение данного 

уравнение описывается формулой 

 

Решение. 

 

Проверим, что функ-

ция   является общим 

решение уравнения 
 

Рис. 33 
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для этого найдём  и подставим   в 

уравнение  

следовательно, функ-

ция является общим решение уравне-

ния  

 Графически общее решение  представляется семей-

ства парабол, изображённых на рис.33. 

Кроме этого, функция  также удовлетворяет дифференци-

альному уравнению ,но  функция  не 

содержится в общем решении  ни при каком значе-

нии .Графически это можно объяснить так, через каждую точку 

прямой  проходит более одной интегральной кривой, то есть 

единственность решения на этой прямой нарушается, и, следова-

тельно, данная прямая является особым решением дифференци-

ального уравнения. 

Пример 3.8. Найти общее решение (интеграл), особые решения 

(если такие имеются), частное решение (интеграл), для уравне-

ний: а) б) ; 

в) . 

Решение. 

а) Данное уравнение  является уравнением с 

разделяющимися переменными, так как соответствует уравнению 

вида  где . 

Разделяя переменные имеем: 

,  
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, 

, 

, 

-общий интеграл; 

Для того, чтобы получить общее решение необходимо выразить  

через учитывая, что  имеем: 

,  полагая ,получим -

общее решение исходного уравнения; 

Проверим, имеет ли уравнение  особые решения. Так 

как, мы делили исходное уравнение на , то могли потерять ре-

шение обращающее знаменатель в ноль.  

Подстановка и в исходное уравнение  ,  пока-

зывает, что  , то есть решение является реше-

нием ДУ, однако решение , невозможно получить из общего 

решения , ошибочно считать, что это возможно при 

 так как  

Таким образом, решение является особыми для уравне-

ния ; 

Найдем частное решение ДУ , то есть выделим определён-

ную линию, из семейства кривых , удовлетворяющую 

условию , то есть кривую, проходящую через точ-

ку ,подставляем ,   

в   общее решение  и находим : 

. 

 Таким образом, -частное решение исходного уравне-

ния; 
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б) Данное уравнение является уравнением с разделяю-

щимися переменными, так как соответствует ви-

ду  где  

, область определения уравнения   

Разделяя переменные имеем: 

,  

, 

, 

-общий интеграл. 

Для нахождения общего решения, представим константу в 

правой части равенства в виде  ,где  то есть в виде 

: 

, 

 

, 

-общее решение. 

Проверим, имеет ли исходное уравнение особые решения. Так 

как, мы делили уравнение на , то могли потерять 

решение обращающее знаменатель в ноль, то есть ре-

шение  .  

Подстановка и в исходное уравнение  , 

, показывает, что функция является реше-

нием данного уравнения Однако, подставляя  в общее ре-

шение  получим 

  , отсюда  но выше мы полагали 
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следовательно решение   не может содержаться в 

общем решении (невозможно подобрать в общем решении та-

кое ,чтобы .Таким образом, решение   являет-

ся особым. 

Найдем частное решение ДУ, выделим определённую линию, из 

семейства прямых , удовлетворяющую условию 

, то есть проходящую через точку ,подставляем 

,  в   общее решение  находим 

, . 

 Таким образом, -частное решение исходного уравне-

ния; 

в) Данное уравнение -является 

уравнением с разделяющимися переменными (в дифференциаль-

ной форме), так как соответствует виду: 

 

где  

Разделяя переменные имеем: 

, ,  

, 

 , 

 

полагая получим: 

– общий интеграл. 

При делении исходного уравнения на  мы могли 

потерять некоторые решения, которые обращают в ноль 
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произведение 

 то есть решения  

Решения - не являются особыми, так как входят в общий 

интеграл    

Действительно, при  

 

Найдём частное решение уравнения, удовлетворяющее усло-

вию  

, 

 

, следовательно - частный интеграл. 

Пример 3.9. Найти решение дифференциального уравнения: 

 а) б)  

в) г)  

Решение. 

а) Данное уравнение  или уравнение   (что то же 

самое) является уравнением с разделяющимися переменными, 

так как соответствует виду 

 где . 

Разделяя переменные и учитывая, что имеем: 

,  

, 

, 
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, 

-общий интеграл; 

Для того, чтобы получить общее решение необходимо выразить  

через учитывая, что  имеем: 

, 

полагая ,получим -общее ре-

шение исходного уравнения. 

б) Данное уравнение -является уравнением с 

разделяющимися переменными (в дифференциальной форме), 

так как соответствует виду: 

 

где  

Разделяя переменные имеем: 

 

 

 

, 

 так как  имеем: 

, 

, 

Полагая , имеем: 

, 

-общее решение (семейство косинусов).  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 149 

Найдем частное решение ДУ- выделим определённую линию, из 

семейства прямых , удовлетворяющую условию 

, то есть проходящую через точку ,подставляем  

, в   общее решение  находим  

, , следовательно, - частное решение ис-

ходного ДУ. 

в)  уравнением с разделяющимися 

переменными (в дифференциальной форме); 

 

 

 

 

 

полагая имеем: 

это и есть общий интеграл данного уравнения. 

г)  

 

 уравнением с разделяющимися переменными разре-

шённое относительно  
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полагая , имеем: 

 

 

общее решение. 

Найдём частное решение, удовлетворяющее условию : 

следовательно, частное решение исход-

ного уравнения. 

Пример 3.10. Найти общее решение дифференциального урав-

нения  и проверить результат дифференциро-

ванием. 

Решение. 

Чтобы разобраться с видом данного уравнения, разрешим его от-

носительно старшей производной: 

 

 

 -уравнением с разделяющимися переменными, так 

как соответствует виду  где  

, область определения уравнения   

,  

, 

, 

— общий интеграл исходного дифференци-
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ального уравнения, так как искомая функция  не выражена че-

рез независимую переменную . В этом и заключается отличие 

общего (частного) интеграла от общего (частного) решения. Что-

бы проверить правильность полученного ответа продифференци-

руем обе части последнего равенства  

, 

 

 

 

 

 

Вернулись к исходному уравнение, следовательно решение 

найдено верно! 

Задания для самостоятельного решения: 

15. Найти решение ДУ с разделяющимися переменными: 

1  11  

2 
 

12  

3 
,  

 
13 

 

4 ,  14 

 

 

 

5  15  
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6 
 

16 

 

,  

 

7  17  

8 
 

18 ,  

9  19  
1
0 

, 

 
20  

 
 

Ответы:  

15.1.  15.2. 15.3.   

15.4. ;15.5. ; 15.6.   

15.7. 15.8. 15.9.  

15.10.  15.11. ; 15.12. ; 

15.13.  ; 15.14. ; 15.15. ; 

15.16. ;  15.17. ; 

15.18. ;15.19. ; 

15.20.  

 

3.2.3. Однородные дифференциальные уравнения. 

Функция называется однородной функцией степени 

, если для любого значения параметра   выпол-
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няется равенство 

(3.11) 

Например, функция  -является однородной 

функцией второй степени, так 

как  

Уравнение вида  

 (3.12) 

называется однородным, если и однородные 

функции одной и той же степени, то есть   

. 

Уравнение вида (3.12) называют дифференциальной формой 

однородного уравнения первого порядка. 

Уравнение (3.12) может быть приведено к виду  

                                (3.13) 

Уравнение (3.13) называется однородным ДУ, разрешённым 

относительно старшей производной. 

Таким образом, уравнение     называется однородным, 

если функция      может быть представлена как функция 

отношения своих аргументов, то есть записана в виде . 

Решение любого однородного уравнения основано на приведении 

этого уравнения к уравнению с разделяющимися переменными.  

Алгоритм решения однородных уравнений. 

1)Однородное уравнение  приводится к 

уравнению вида ; 

2) При помощи замены  где - но-

вая неизвестная функция, сводим уравнение     к урав-
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нению с разделяющимися переменными, относительно неизвест-

ной функции  и решаем его: 

 , 

, 

,  

, 

- общий интеграл решения ДУ ; 

3)Заменяя в общем решении (интеграле)   на , получим общее 

решение (интеграл) исходного ДУ. 

Пример 3.11. Найти общее решение (интеграл) ДУ:  

а) ;б)  

в) г) . 

Решение. 

а) Покажем, что данное уравнение является однородным, то есть 

приведём к виду , для этого разделим обе части исход-

ного уравнения на : 

, 

 

Заметим, что правая часть равенства , представляет 

собой функцию  отношения , то есть уравнение является 

однородным.  

В соответствии с алгоритмом решения однородных уравнений, 

имеем:  
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: 

, 

, 

- уравнение с разделяющимися переменными относительно 

 

где ; 

Решаем его (разделяем переменные): 

, 

, 

, 

, пусть , 

, 

, 

, 

, 

, логарифмируя уравнение по основанию ,учитывая , 

что  имеем: 

, 

, 

, 

, 

-общий интеграл, 

-общее реше- ние. 
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б) - дифференциальная форма однородно-

го уравнения  ,где и 

-однородные функции второй сте-

пени ( , действительно, 

 

, следовательно, рассматрива-

емое уравнение приводится к виду , этим и займёмся, 

после чего сделаем подстановку :  

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

- уравнение с разделяющимися переменными относи-

тельно решаем его: 

, 

, 
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Рассмотрим интеграл от левой части равенства  

 

, 

итак, , ,  

, 

, 

Вернемся к старым переменным: 

 

 общий интеграл. 

в) , 

, 

однородное уравнение, 

, 

, 

, 

, 
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- уравнение с разделяющимися переменными относи-

тельно  

, 

, 

 

 

общий интеграл. 

Найдём частное решение ДУ, удовлетворяющее начальному усло-

вию  

, тогда ,следовательно, 

частный интеграл. 

г) Правая часть уравнения  может быть представ-

лена как функция отношения своих аргументов 

,поэтому является однородным, при-

меняя подстановку ,  имеем: 

, 

, 

, 

, 

, 

, 
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, 

, 

, 

, 

, 

, 

Учитывая, что  имеем: 

, 

общее решение. 

Уравнения, приводящиеся к однородным. 

Кроме уравнений, описанных выше, существует класс уравнений, 

которые с помощью определенных подстановок могут приведены 

к однородным. 

Это уравнения вида  

, 

где . 

Если определитель ,то переменные могут быть разде-

лены подстановкой ,  где - некоторые чис-

ла, которые являются решениями системы уравне-

ний . 

 

Пример 3.12. Привести дифференциальное уравнение  

к однородному. 
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Решение. 

Приводим уравнение к виду  

 

, где  

Составляем определитель , 

следовательно переменные могут быть разделены подстановкой 

, 

 где - некоторые числа, которые являются решения-

ми системы уравнений  в нашем случае, систе-

ма принимает вид решаем систему, для определе-

ния : 

 

Итак, , следовательно, , . 

 Делая подстановку , ,  

,приводим исходное уравнение к однородному ДУ: 

 

 

. 

Пример 3.13. Решить уравнение сведя его к однородному:  

а)  ; 

б) . 

Решение. 

а) Приводим уравнение к виду  
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; 

Составляем определитель , 

следовательно переменные могут быть разделены подстановкой 

, 

 где - некоторые числа, которые являются решения-

ми системы уравнений  в нашем случае, систе-

ма принимает вид решаем систему, для определе-

ния : 

, следователь-

но, , ,отсюда  

  

 Делая подстановку , ,  

,приводим исходное уравнение к однородному ДУ: 

, 

 

, 

, 

, 

– однородное уравнение относительно функ-

ции , 

замена , : 

, 

, 
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-уравнение с разделяющимися относительно 

 

, 

, 

, 

Учитывая, что ,получим: 

, 

Подставляя в уравнение   переходим к перво-

начальной функции   от переменной  : 

, 

, 

-общее решение. 

б) Решение найдите самостоятельно. 

Замечание: в случае если в исходном уравнении вида 

 определитель  то переменные могут 

быть разделены подстановкой . 

 

Пример 3.14. Решить уравнение:  

а)  

б) . 

Решение. 

Приводим уравнение к виду  

 

, 
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. 

Находим значение определителя  

переменные могут быть разделены при   помощи подстанов-

ки  то есть при помощи подстанов-

ки отсюда 

подставляя    и 

, в уравнение имеем: 

 

 

 

 

 

 

уравнение с разделяющимися переменны-

ми  

где ; 

Разделяем переменные: 
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Подставляя в уравнение  переходим к первоначаль-

ной функции  от переменной  : 

 , 

- общий интеграл исходно-

го дифференциального уравнения. 

б) Решение найдите самостоятельно и сравните с ответом, ответ: 

- общий интеграл. 

Задания для самостоятельного решения: 

16. Найти решение однородного ДУ: 

1 
 

11 
 

2 ,  12  

3  13  

4 
 

14  

5  15  

6 
 

16  

7 
 

17  

8  18 
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9 
 

19 
 

10 
 20 

 
 

Ответы:  

16.1. 16.2. 16.3.   

16.4. 16.5.  

16.6. 16.7.  

16.8. 16.9. 16.10.  

16.11 ;16.12. ; 

16.13. ;16.14. ;16.15. ; 

16.16. ;16.17. ;16.18.  

16.19. ;16.20. .  

3.2.4. Линейные дифференциальные уравнения. Уравне-

ния Бернулли. 

Дифференциальное уравнение называется линейным относи-

тельно неизвестной функции и ее производной, если оно может 

быть записано в виде: 

(3.15), 

где и — известные функции, непрерывные на некотором 

интервале. 

Если ,то уравнение (3.15) принимает вид  

и называется линейным однородным первого порядка, оно 

является уравнением с разделяющимися переменными и решает-
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ся соответственно; 

Если ,уравнение (3.15) называется линейным неодно-

родным первого порядка решается методом Бернулли или мето-

дом Лагранжа, рассмотрим каждый метод по отдельности. 

Решение линейных неоднородных уравнений методом 

Бернулли. 

Метод Бернулли – это когда решение линейного неоднородного 

уравнения (3.15), то есть функция  , ищется в виде произведе-

ния двух функций, то есть с помощью подстановки , где 

-неизвестные функции, зависящие от ,причём 

одна из них произвольная отличная от нуля функция, напри-

мер ,то есть 

 

Подставляя и  в уравнение (3.15), имеем: 

 

Сгруппировав второе и третье слагаемые в левой части данного 

уравнения и вынося  за скобки, получим:  

 

Поскольку первоначальная функция  была представлена в виде 

произведения двух функций  и , то каждый из 

сомножителей, входящих в это произведение, может быть произ-

вольным (выбранным по нашему усмотрению).  

Положим (3.16), 

тогда вторая функция должна удовлетворять уравнению  

, 

таким образом, получим СУ . 

Решив первое уравнение СУ, как уравнение с разделяющимися 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 167 

переменными относительно , находим : 

, 

, 

, 

, 

, 

,  

учитывая, что  имеем: 

, здесь можно положить , так как на данном 

этапе мы искали решение, обращающее в ноль    , а не 

все множество решений исходного уравнения. 

 Подставляя найденную функцию  в уравнение (2), получим 

уравнение с разделяющимися переменными относительно  , ре-

шая его находим : 

, 

 – уравнение с разделенными переменными, 

 

Общее решение представляет собой произведение найденных 

функций  и :  

. 

Решение линейных неоднородных уравнений методом 

Лагранжа (методом вариаций произвольной постоянной). 

Рассмотрим уравнение  и найдем решение соот-

ветствующего однородного уравнения: 

, 

- уравнение с разделяющимися переменными; 
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Разделяем переменные: 

 

 

Интегрируем:  

 

, 

, для упрощения решения положим  и 

уберем знак модуля, что сводится к умножению на постоян-

ную ±1, которую включим в : 

 

Заменим постоянную   на функцию, зависящую от перемен-

ной  , то есть   и будем искать решение исходного урав-

нения в виде находим производную  учитывая, 

что  и применяя правило дифференцирова-

ния произведения и сложной функции получим: 

 

 

Подставляя  и  в уравнение  находим  

 

 

 

 

 

 в Подставляя 
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равенство  получим общее решение исходного 

уравнения:   

Пример 3.15. Найти общее решение ДУ методом Бернулли 

и методом Лагранжа: а) ; 

б) ;в)  

Решение. 

а) -данное уравнение является линейным 

неоднородным уравнением ,где  , 

. 

 1 способ:( метод Бернулли) 

 Сделаем подстановки , : 

, 

, 

решаем СУ . 

Из первого уравнения находим : 

, 

, 

, , 

, 

, 

, 

, здесь , так как в качестве  мы искали лю-

бую функцию, которая бы обращала левую часть в ноль, а не все 

множество решений уравнения; 

Подставляя во второе уравнение систе-

мы , находим  : 
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, 

, 

. 

Итак, -общее решение исходного ДУ. 

2 способ:(метод Лагранжа) 

Находим решение соответствующего однородного уравнения: 

, 

- уравнение с разделяющимися переменными; 

Разделяем переменные: 

 

 

Интегрируем: 

 

 

, 

, 

положим  ,  тогда 

 

Заменим постоянную   на функцию от  , то есть   

и будем искать решение исходного уравнения в виде: 

находим производную  по правилу дифференциро-

вания произведения: 

 

Подставляя  и  в исходное уравне-

ние находим  
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Подставляя  в получим общее ре-

шение исходного уравнения: 

. 

б) , 

 

-линейное неоднородное уравнение 

, где  

1 способ:( метод Бернулли) 

 

, 

, решаем СУ ; 

1)Найдём : 

, 

 

, , 

, 

, 

, 

, 
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, 

 

; 

2)Найдём : 

 , 

, 

, 

  

-обшее решение; 

2 способ:(метод Лагранжа) 

Находим решение соответствующего однородного уравнения: 

, 

 

 

 

Интегрируем: 

 

 

 

, 

, положив   получим: 

 , так как ,то 
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 . 

Заменяя   на  будем искать общее решение исходного урав-

нения в виде: 

 

 

 

Подставляя  и  в исходное уравне-

ние находим  

 

 

 

 

 

 

Подставляя в получим 

общее решение исходного уравнения: 

 

в) ,перейдём к виду  

, 

, 

, 
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–линейное уравнение, где ; 

1 способ:( метод Бернулли) 

, 

 

, 

решаем СУ ; 

1)Находим  

, 

, 

, 

, 

 

2)Находим  

, 

, 

, 

, 

Итак, . 

2 способ:(метод Лагранжа) 

Решаем соответствующее однородное уравнение: 

, 
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Интегрируем: 

 

 

, 

, 

положим ,тогда 

. 

Заменяя   на   ищем общее решение исходного уравнения в 

виде:  

Подставляя  и  в исходное уравнение находим  

 

 

 

 

Подставляя в получим общее 

решение исходного уравнения:  

Замечание: может случиться так, что уравнение не явля-

ется линейным относительно но является таковым относительно 

 и то есть имеет вид  в этом слу-

чае делаем подстановку  и решаем аналогично примерам 

выше учитывая, что  покажем, как это работает 

на примере 3.16. 
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Пример 3.16. Найти общее решение ДУ: 

а) ;б)  

Решение 

а)  

, учитывая, что  имеем: 

, 

, 

-линейное относительно , , 

где  

Решим его методом Бернулли, делая замену 

 имеем: 

, 

; 

 Решаем систему:  

1)Находим  

, 

, 

, 

, 

 ; 

2)Находим  

, 

, 

, 
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Итак,  

 

б) , учитывая, что  имеем: 

, 

 

, 

 , 

 

 

1) Находим  

 

 , 

, 

 , 

  , 

;        

2) Находим                                                                                                   

 

 , 
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следовательно, 

 

. 

Таким образом, получим решение исходно-

го уравнения. 

Уравнение Бернулли. 

Уравнение Бернулли имеет вид: 

(3.18) 

 

где и — известные функции, непрерывные на неко-

тором интервале. 

Заметим, что уравнение Бернулли отличается от линейного 

уравнения тем, что в правой части есть множитель в виде степе-

ни неизвестной функции, где . 

Если то получим линейное уравнение. 

Если то получим уравнение с разделяю-
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щимися переменными. 

 Уравнение (3.18) приводится к линейному при помощи 

подстановки для этого предварительно делим урав-

нение (3.18) на ,получим:  

 

. 

Далее применяя подстановку 

, имеем: 

-линейное уравнение относитель-

но ,решая его методом Бернулли приходим к ответу. 

Замечание: на практике решение уравнения (3.18) удоб-

нее искать методом Бернулли, то есть при помощи подстановки 

 , не сводя его к линейному. 

Пример 3.17. Найти общее решение дифференциального 

уравнения двумя способами:1) методом Бернулли, 

сводя уравнение к линейному;2) методом Бернулли, не сводя его 

к линейному уравнению. 

Решение. 

Данное уравнение является уравнением Бернулли, так как 

имеет вид , где  

 

Решим данное уравнение двумя способами. 

1 способ:(методом Бернулли, сводя уравнение к линейному) 

 Разделим   уравнение   на ,получим:  

или ,данное уравнение при-
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водится к линейному при помощи подстанов-

ки  

, откуда ,после подстановки 

уравнение принимает вид: 

, 

-линейное относительно  по-

этому решаем его соответственно, то есть при помощи подстанов-

ки , 

, 

, решаем систему:  

1)Находим V: 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

; 

2)Находим  

 

, 

, 

, 
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, 

, 

, 

–общее решение; 

2способ:( Методом Бернулли, не сводя уравнение к линейному) 

-уравнение Бернулли, решаем аналогично 

линейному, то есть при помощи подстановки 

: 

, 

, 

Решаем систему: , 

1)находим : 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

2)находим : 

 

, 

, 
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, 

, 

, 

. 

Итак, . 

Задания для самостоятельного решения: 

17. Найти решение линейных ДУ: 

1 
 

11  

2  12 
 

3 
 

13  
 

4  14  

5  15  

6  16 
 

 

7  

 

17 
 

8  18  

9  19  
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10  20 
 

 

Ответы: 

17.1. 17.2. 17.3.  

17.4. 17.5. ; 

17.6. ;17.7. ;17.8.  

17.9.  17.10.  17.11. ; 

17.12. ;17.13. ; 

17.14. ;17.15. ;17.16. ; 

17.17. ;17.18. ;17.19. ; 

17.20. . 

 

3.2.5. Уравнения в полных дифференциалах. Интегриру-

ющий множитель. 

Уравнение вида (3.19)называется 

уравнением в полных дифференциалах, если его левая 

часть представляет собой полный дифференциал некоторой 

функции , то есть имеет вид 

(3.20) 

Здесь , , ДУ (3.20) можно запи-

сать в виде (3.21): 

(3.21), следовательно, 

и выражение    

 -является общим интегралом решения ДУ 
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3.19. 

Теорема 3.2: Для того , чтобы выражение 

 ,где функции  

и    и их частные производные  и ,непрерывны в неко-

торой области  плоскости , было  полным дифференциалом 

необходимо и  достаточно, чтобы выполнялось условие: 

(3.23) 

Доказательство 

Необходимость. 

Пусть  есть полный дифференциал функции , то есть 

 

Учитывая, что , имеем:  

 

Дифференцируя эти равенства по   и по  соответственно, полу-

чим: 

 

А так как смешанные частные производные  и равны 

между собой (см. раздел математического анализа -ФНП), то 

.Необходимость доказана. 

Докажем достаточность. 

Пусть выполняется условие . Покажем, что существу-
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ет функция в области  такая, что , 

найдем эту функцию. Искомая функция должна удовлетворять 

следующим требованиям:  

. 

Если в уравнении  зафиксировать и проинте-

грировать- его по , то получим: 

здесь произвольная постоянная 

 зависит от  (либо является числом). В решении 

неизвестна лишь  Для ее нахождения 

продифференцируем функцию  по : 

 

Используя равенство  имеем: 

откуда 

 

В последнем равенстве левая часть зависит только от . Покажем, 

что и правая часть равенства зависит только от . 

Для этого продифференцируем правую часть по  и убе-

димся, что её производная равна нулю: 

 

 действительно, пра-

вая часть зависит только от ,то есть . 
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Из равенства находим : 

 

Подставляя найденное значение  в равен-

ство  находим функцию такую, 

что . 

Пример 3.18. Является ли данное уравнение уравнением в пол-

ных дифференциалах: а)  

б) . 

Решение. 

а)  

, следовательно, данное уравнение 

является уравнением в полных дифференциалах; 

б)   , следова-

тельно, данное уравнение не является уравнением в полных 

дифференциалах. 

Алгоритм нахождения решения ДУ в полных дифферен-

циалах. 

1)Проверяем является ли исходное уравнение уравнением в пол-

ных дифференциалах, то есть проверяем справедливость усло-

вия  

Если условие выполняется, говорим, что исходное уравнение яв-

ляется уравнением в полных дифференциалах и переходим к 

пункту 2); 

2)Находим функцию    учитывая, что  
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, то есть  

Интегрируя первое равенство в системе  

по ,учитывая, что  имеем: 

 где неизвестная функция, которую 

предстоит найти. 

 

Находим функцию дифференцируя полученную функцию 

по  : 

 

Подставляя в полученное равенство второе равен-

ство в СУ получим уравнение: 

 отсюда 

, 

Находим ,а за-

тем ,учитывая, что 

 то есть 

 

полагая ,общий интеграл исходного дифференциаль-

ного уравнения будет иметь вид: 

 или 
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, где  

Замечание: в пункте два (данного алгоритма) функцию    мож-

но найти   из равенства то есть интегрируя данное 

выражение по переменной алгоритм аналогичный, принципи-

альной разницы нет, выбор делайте в пользу той функции, кото-

рая проще интегрируется. 

Пример 3.19. Решить уравнение: 

а) ; 

б) ; 

в)  

г)  

Решение. 

а)1) Проверяем является ли данное уравнение уравнением в пол-

ных дифференциалах, то есть условие : 

  

 

 

так как  то данное уравнение является уравнением в 

полных дифференциалах.  

Значит   в то же вре-

мя ,  

. 
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2)Находим функцию  решая систему . 

Для этого проинтегрируем первое уравнение по  , считая 

 постоянной величиной: 

, 

где — произвольная дифференцируемая по  функция, то есть 

 .  

Найдём ,дифференцируя последнее равенство по ,учитывая,  

что  имеем: 

 

, подставляя второе уравнение систе-

мы  в левую часть данного равенства, имеем: 

,  

 отсюда , следовательно  

   

Учитывая, что , находим общий интеграл исход-

ного дифференциального уравнения:  

.  

Найдём частый интеграл, то есть решение ДУ, удовлетво-

ряющее начальному условию : 

 тогда . 

Итак, частный интеграл; 

б) , 

1) , данное 
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уравнение является уравнением в полных дифференциалах;  

2)Находим функцию  решая систему  

Интегрируя второе уравнение  (оно несколько проще, чем 

первое) по ,имеем: 

 

Находим  дифференцируя полученное равенство 

по : 

учитывая, что  имеем: 

 

 

 

, , 

, следовательно, 

-общий интеграл ДУ; 

в) Учитывая, что  запишем уравнение 

 

в дифференциальной форме: 

, 

, 

1)  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 191 

то есть 

ДУ в полных дифференциалах; 

2)Находим  

; 

; 

Находим  

, 

, 

отсюда  

, 

 

,  

-общий интеграл.  

Найдём частный интеграл: 

,  

-частный интеграл; 

г) , 

1) , 
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, 

 ДУ в полных дифференциалах; 

2)Находим функцию  решая систему ; 

Проинтегрируем первое уравнение по  , считая  постоян-

ной имеем: 

 

 

 

 

 Дифференцируем  по ,находим  

 

 

, 

учитывая, что ,имеем: 

, 
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пусть  

пола-

гая ,получим общий интеграл 

. 

Задания для самостоятельного решения. 

18. Найти решение ДУ в полных дифференциалах: 

1  

2 
 

3  

4 
 

5 
 

6  

7  

8  

9  

10  

11  

12 
 

13  

14  

15  

16 
 

17 
 

18 
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19  

20 
 

Ответы: 

18.1. 18.2. ; 

18.3. 18.4. 18.5. ; 

18.6. ;18.7. ; 

18.8. 18.9. 18.10  

18.11. ;18.12. ; 

18.13. ;18.14.  

18.15. ;18.16.  

18.17. ;18.18.  

18.19.  18.20. . 
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ГЛАВА 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

4.1. Дифференциальные уравнения высших поряд-
ков, основные понятия. 

Дифференциальные уравнения порядка выше первого 

называются дифференциальные уравнения высших порядков.  

Обыкновенным дифференциальным уравнением –

го порядка называется соотношение вида: 

, 

где  – независимая переменная,  – искомая функция пе-

ременной ; 

– производные искомой функции,  – известная 

функция своих аргументов, определённая в некоторой области . 

Замечание: дифференциальное уравнение (4.1) обязательно 

должно содержать производную , при этом величи-

ны   функции  могут отсутствовать. 

От уравнения (4.1) всегда можно перейти к уравне-

нию : 

 

Уравнение (4.2) называется уравнением  го порядка, 

разрешённым относительно старшей производной. 

Решением дифференциального уравнения называется та-

кая функция , которая обращает это уравнение в тожде-

ство. 

Общим решением дифференциального уравнения назы-

вается функция вида 
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 , в которую входит столько независи-

мых произвольных постоянных , каков порядок уравне-

ния. 

Частным решением дифференциального уравнения 

называется решение, полученное из общего решения при различ-

ных значениях произвольных постоянных, полученных из началь-

ных условий.  

Дифференциальные уравнения второго порядка и 

методы их решения. 

Аналогичные понятия и определения имеют место для ДУ 

второго порядка при  . 

-общий вид ДУ второго порядка; 

- ДУ второго порядка, разрешённое 

относительно старшей производной; 

Решением ДУ (4.4) называется всякая функция , 

которая при подстановке в исходное уравнение обращает его в 

тождество. 

Общим решением ДУ (4.4) называется функ-

ция , где - не зависящие от   произвольные 

постоянные; 

Всякое решение  уравнения (4.4), получен-

ное из общего решения ,при конкретных значениях 

постоянных , , называется частным решением 

ДУ (4.4). 

Решения ДУ (4.4) записанные в виде 

 

 называются общим и частным 

интегралом соответственно. 
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График всякого решения ДУ второго порядка называется 

интегральной кривой.  

Как и в случае уравнения первого порядка, задача нахож-

дения решения ДУ (4.4), удовлетворяющего заданным начальным 

условиям 

  

называется задачей Коши. 

Геометрический смысл начальных условий диффе-

ренциального уравнения второго порядка. Задача Коши. 

Общее решение ДУ (4.4) представляет собой 

бесчисленное множество интегральных кривых;  

 Первое из начальных условий  (4.7) задает точку 

на плоскости и с его помощью определяется одна из 

произвольных постоянных, 

например .  

Второе из начальных условий 

 (4.7) задает угло-

вой коэффициент касательной 

к интегральной кривой в точ-

ке  -

угловой коэффициент каса-

тельной), то есть выделяет 

единственную интегральную 

кривую, которая является графиком частного решения диффе-

ренциального уравнения (4.4), удовлетворяющего начальным 

условиям (4.7) см. рис.34   

Теорема 4.1. (существования и единственности зада-

чи Коши). Если в уравнении  функция  и 

 

             Рис. 34 
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её частные производные и непрерывны в некото-

рой области  изменения переменных  ,то для всякой 

существует единственное решение  уравне-

ния , удовлетворяющее начальным условиям 

.  

Примем теорему без доказательства. 

4.2. Основные виды дифференциальных уравнений 
высших порядков и методы их решений. 

Одним из методов интегрирования ДУ высших порядков  

или являет-

ся метод понижения порядка. Суть метода состоит в том, что с 

помощью замены переменной (подстановки) данное ДУ сводится 

к уравнению, на порядок ниже. 

4.2.1. Дифференциальные уравнения, допускающие по-

нижения порядка. 

Рассмотрим три типа уравнений, допускающих понижение поряд-

ка: 

I) (4.8)-правая часть данного уравнения явля-

ется функцией одной переменной порядок понижается путем 

последовательного интегрирования n раз; 

 

II) (4.9) –не содержит явно искомой 

функции . 

Это уравнение допускает понижение порядка на  единиц с по-

мощью постановки где 

 , тогда уравнение примет вид  
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Если его удастся проинтегрировать, то мы найдём функцию 

 , то есть получим уравнение вида 

 решая его, найдём общее решение  ДУ 

(4.9).  

III) (4.10)- не содержит явно незави-
симой переменной  

ДУ такого вида допускают понижение порядка на одну единицу, с 

помощью замены где  – новая независимая переменная, 

а  искомая функция, где   тогда 

  

Очевидно, что будет выражаться через . 

 Таким образом, исходное уравнение примет вид 

 если удастся это уравнение проинтегриро-

вать, то получим уравнение  

или  это ДУ первого порядка, решая его 

получим общее решение исходного уравнения.  

Разберём решение каждого типа уравнений, допускающих пони-

жения степени, на примере ДУ второго порядка, то есть 

при (для лучшего восприятия материала), аналогично реша-

ются ДУ порядка : 

I)ДУ вида  не содержащее в явном виде. 

Порядок уравнения понижают, вводя новую 

функцию  то есть положив  ,тогда , подстав-

ляя  в исходное уравнение получим ДУ первого порядка, с 

разделёнными переменными относительно ,  ,которое 
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решается интегрированием правой части  

 

,  

, где учитывая, что , 

находим : 

 

 

где  

        Итак, общее решение исходного уравне-

ния; 

Замечание: на практике поступают немного проще, поря-

док понижается непосредственно путем последовательного инте-

грирования уравнения.  

Покажем, как это работает в общем виде: 

 

 

-общее 

решение уравнения . 

Пример 4.1. Решить ДУ: а) ; 

б) в)  

Решение. 

а)  -уравнение вида ,  

,последовательно интегрируя, имеем: 
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б) -уравнение вида , последовательно 

интегрируя имеем: 

 

 

 

 

 

  

Таким образом,  общее решение исход-

ного ДУ;  

Для того, чтобы найти частное решение найдём  

 

Найдём частное решение, то есть решение, удовлетворяющее 

условиям подставляя  в си-

стему ,имеем: , 

 

Итак, -частное решение. 

в) -уравнение вида , ,последовательно 

интегрируя четыре раза, получим: 

, 
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-общее решение. 

II) –не содержит явно искомой функции .  

Понижаем порядок подстановкой тогда 

где новая неизвестная функция, уравнение при-

нимает вид . 

Пусть -общее решение полученного ДУ первого поряд-

ка. Заменяя получаем ДУ вида I - .Для нахож-

дения  достаточно проинтегрировать последнее уравнение 

общее решение уравнения . 

Замечание: частным случаем уравнения  является 

уравнение , которое решается аналогично, то есть при 

помощи подстановки подстановкой тогда 

 

Пример 4.2. Решить ДУ: а) б)  

; в) г)  

д)   
Решение. 

а) не содержит явно искомой функции ,поэтому по-

нижаем его порядок при помощи подстанов-

ки , ,где ,  , тогда исходное уравнение 
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принимает вид: 

, 

-уравнение с разделяющимися переменными относитель-

но  где  

, 

, 

,  

, 

 

 

общее решение ДУ; 

б)  не содержит ,поэтому делаем подста-

новку , , получим:  

 

, 

, 

, 

, положим ,  

, 

 

, 

, 

, 
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Получили общее решение ДУ, найдём част-

ное решение, подставляя в систему , 

имеем: 

; . 

Итак, -частное решение исходного ДУ; 

в)  -уравнение не содержит ,поэтому делаем под-

становку , ,получим: 

-линейное уравнение относительно , 

где решаем его при по-

мощи подстановки  

 

 

решаем систему , 

1)находим  

, 

, 

, 
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, 

; 

2)находим  

 

, 

 

 

 

 

общее решение; 

г) уравнение вида является частным слу-

чаем уравнения . 

Понижаем его порядок при помощи замены 

где тогда уравнение принимает 

вид: , - уравнение с разделяющимися перемен-

ными относительно  где  , 

решая его, получим: 

  

, 

, 

, 
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уравнение с разделёнными переменными , где 

; 

-общее решение ДУ. 

д) уравнение не содержит явно искомой 

функции , поэтому понижаем его порядок при помощи под-

становки , тогда исходное уравне-

ние принимает вид: 

 , , 

- линейное относительно подстановка 

, 

, 

 ,  

решаем систему , 

1)Находим  

, 

, 

, 

 

. 

  2)Находим  

, 
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, 

 

, 

 

общее 

решение. 

Найдём частное решение, подставля-

ем  в систе-

му ,имеем:

             

Итак, -частное решение ДУ. 

III) - не содержит явно независимой перемен-

ной  

ДУ такого вида решают, с помощью замены где  

новая искомая функция, где   то-

гда   

После подстановки ,  уравнение - 
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принимает вид . 

Пусть -общее решение полученного ДУ. Заменяя 

получаем ДУ вида уравнение с разде-

ляющимися переменными, решая его, получим: 

 

 

 общий интеграл уравнения  

Пример 4.3. Решить ДУ: а)  б) ; 

в) г)  

 

Решение. 

а) уравнение не содержит ,в нашем случае 

поэтому понижаем его порядок при помощи заме-

ны где  

исходное уравнение принимает вид: 

, 

, 

- уравнение с разделяющимися переменными относи-

тельно где  

  , 
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,  

, 

, 

-уравнение с разделяющимися переменными, разделяя 

переменные имеем: 

, 

, 

, 

-общее решение ДУ. 

б) Уравнение не содержит явно переменной , поэтому по-

нижаем его порядок при помощи подстановки 
, тогда исходное уравнение принимает вид: 

, 

 

 

 

, 

, 

, 

, 

 

 

в) - не содержит ,понижаем порядок 
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при помощи подстановки , 

 

, 

-уравнение с разделяющимися переменными отно-

сительно  

 

, 

, 

 

пусть , , 

, 

, 

 

 

 

, 

, 

, 

 

 

, 

, 
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, 

-общее решение ДУ. 

г)  не содержит , делаем подстановку 

 , 

 

, 

, 

, 

, 

, 

 

 

 

, 

 

, 

, общий интеграл. 

Найдём частное решение, подставим начальные условия 

 в систему имеем: 

, следовательно, 
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, -частное ре-

шение ДУ. 

Замечание: частным случаем уравнения  является 

уравнение  и  решается аналогично, то есть 

при помощи подстановки . 

Пример 4.4. Решить ДУ а) б) . 

Решение. 

а) уравнение вида , частный случай уравне-

ния  поэтому порядок ДУ понижаем при помощи за-

мены , ,исходное уравнение принимает вид: 

, 

, 

  , 

 

, 

 

, 

-уравнение с разделяющимися переменными 

относительно , 

, 

, 

-общий интеграл; 
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б) уравнение имеет вид ,поэтому его мож-

но решить, применяя подстановку , ; 

 Понижаем порядок ДУ при помощи замены 

где исходное уравнение прини-

мает вид: 

, 

  , 

 

, 

 , 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

-общее решение ДУ. 

Задания для самостоятельного решения. 

19. Решить дифференциальные уравнения допускающие пониже-

ния порядка: 

1  11  

2  12  
 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 214 

3  
 

13 
 

 

4  
 

14 
 

5  15  

6  16  

7  
 

17  

8 
 

18 

 

 

 

9  
 

19  

10 
 

20  
 

 

Ответы: 

19.1.  

19.2.  

19.3. 19.4. ; 

19.5. ; 

19.6.  

19.7. ;19.8.  

19.9.  

19.10.  

19.11. 19.12.  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 215 

19.13.  

19.14. ;19.15.  

19.16. 19.17. ; 

19.18. ;19.19. ; 

19.20. . 

4.2.2. Линейные дифференциальные уравнения высших 

порядков. 

 
Многие задачи математики, механики, электротехники и 

других технических наук приводят к линейным дифференциаль-

ным уравнениям вида 

(4.11) 

называемым линейным ДУ порядка  

Здесь искомая функция, её произ-

водные, непрерывные функции на от-

резке ,называемые коэффициентами уравнения (4.11), а 

функция    называется свободным членом уравнения 

(4.11). 

Если , то получим линейное однородное дифференциаль-

ное уравнение (ЛОДУ); 

Если , то имеем линейное неоднородное дифференци-

альное уравнение (ЛНДУ); 

Разделив уравнение (4.11) на   получим 

, обозначив 

запишем 

уравнение (4.11) в приведённом виде (4.12): 
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(4.12) 

При получим линейное однородное дифференциальное 

уравнение второго порядка. Рассмотрим, как определяются и ре-

шаются такие уравнения. 

4.2.3.  Линейные однородные дифференциальные урав-

нения (ЛОДУ) второго порядка 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное 

уравнение второго порядка : 

                   (4.13) 

 и установим некоторые свойства его решений. 

Теорема 4.2. Если функции  и  являют-

ся частными решениями уравнения  ,то 

решением этого уравнения является также функция  

(4.14), 

где и - произвольные постоянные. 

Доказательство. 

Подставим функцию   в левую часть   уравнения 

(4.14): 

 

 

 

, заметим, что 

,  

 так как функции  являются решениями уравнения (4.14). 

Итак, функция также является решением 
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уравнения  . Выясним может ли она 

являться общим решением данного уравнения? 

Для ответа на вопрос введем понятие линейной зависимо-

сти и линейной независимости функций. 

Линейная зависимость и независимость функций. 

Фундаментальной системой решений (ФСР)называется 

всякая система линейно независимых решений, содержащая 

столько функций, каков порядок дифференциального уравнения.  

Функции  и   являются линейно неза-

висимыми на отрезке если из равенства линейной комби-

нации нулю следует, что все коэффициенты рав-

ны нулю . 

Функции   линейно зависимы, если из равенства ли-

нейной комбинации нулю  следует, что хотя бы 

одно из чисел . 

Очевидно, что функции и  линейно зависимы тогда и только 

тогда, когда они пропорциональны, то есть для всех ,  

выполняется равенство покажем это: 

пусть  тогда  

 

 

 

В противном случае функции и  линейно независимы. 

Пример 4.5. Являются ли функции  линейно зависи-

мы, независимыми: а) б)  

Решение. 

а) Составим отношение , следова-
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тельно функции  линейно зависимы,  

б) Поступая, аналогично имеем: 

, тогда функции -

линейно независимы. 

  Средством изучения линейной зависимости системы функ-

ций является так называемый определитель Вронского. 

Для двух дифференцируемых функций  и 

 определитель Вронского(вронскиан) имеет вид 

(4.15) 

Имеют место следующие теоремы. 

Теорема 4.3. Если дифференцируемые функции  и 

линейно зависимы на отрезке , то определитель Врон-

ского на этом отрезке тождественно равен нулю. 

Доказательство 

Так как функции , линейно зависимы, то в равенстве  

или ,или  или  

Пусть тогда  

, поэтому для любого имеем: 

 

Теорема 4.4. Если дифференцируемые функции  и ли-

нейно независимые решения уравнения  

на отрезке , то определитель Вронского, составленный из 

этих функций отличен от нуля во всех точках отрезка . 

Примем без доказательств. 

Приведём пример использования определителя Вронского 
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для выяснения вопроса о линейной зависимости или независимо-

сти функции на некотором промежутке. 

Пример 4.6. Показать, что система функций  и 

,где линейно независима на любом промежутке. 

Решение. 

Найдём определитель Вронского для данной системы 

функций:  

. 

Очевидно, что полученный определитель при условии 

 отличен от нуля при любых значениях , следовательно, 

система функций  линейно независима на лю-

бом промежутке. 

Аналогично можно показать, что линейно независимой 

на любом промежутке является и система  функ-

ций  где все различ-

ны. 

Пример 4.7. Показать, что система функций  

и , где  линейно независима на любом проме-

жутке. 

Решение.  

Для этого для начала найдём  

 

 

 

 

Найдём определитель Вронского  для дан-

ной системы функций: 
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Очевидно, что полученный определитель при условии, что  , 

отличен от нуля при любых значениях , следовательно, система 

функций линейно независима на любом промежутке.  

 

Пример 4.8. Показать, что функции  и 

,где  образуют фундаментальную систему реше-

ний уравнения  

Решение.  

  Убедимся, что функции  и  линейно 

независимы, для этого вычислим определитель Вронского: 

 
следовательно функции  линейно независимы всюду на 

множестве всех действительных чисел . Кроме того, нетрудно 
проверить, что каждая из этих функций является решением урав-

нения  на .  
Для этого найдём   и под-

ставим в уравнение  

; 

Аналогично для   

 

 

 Это и означает, что указанные функции образуют фунда-

ментальную систему решений данного уравнения.  

Теорема 4.5. (о существования фундаментальной си-

стемы решений). Для любого ЛОДУ (4.13) с непрерывными ко-

эффициентами существует фундаментальная система ре-
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шений.  

Доказательство. 

 Пусть    — произвольно фиксированная точка. По-

строим  и  решения ДУ, удовлетворяющих следующим 

условиям:  

; 

. 

Это возможно в силу теоремы существования и единственности 

решения задачи Коши для ДУ второго порядка.  

Очевидно, что в точке  определитель Вронского 

  следовательно 

функции линейно независимы на , и значит, обра-

зуют фундаментальную систему решений ДУ (4.13). 

Теорема 4.6. (о структуре общего решения линейно-

го однородного ДУ второго порядка). Если  

фундаментальная система решений ОДУ (4.13), то общее решение 

этого уравнения имеет вид: 

. 

Примем без доказательств. 

4.2.4. Линейные однородные дифференциальные уравне-

ния (ЛОДУ) с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим однородные ДУ n-го порядка, в которых коэф-

фициентами  являются постоянные числа  . Такие уравне-

ния имеют вид: 

(4.16) 

При  получим линейное однородное дифференциаль-

ное уравнения с постоянными коэффициентами второго порядка 

(4.17): 
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(4.17) 

 

Метод Эйлера, решения ЛОДУ с постоянными коэффици-

ентами. 

Для простоты восприятия рассмотрим метод Эйлера (метод 

решения ЛОДУ с постоянными коэффициентами) на примере   ДУ 

второго порядка, то есть при . Аналогично, решаются урав-

нения вида (4.17) при  

Как известно, общим решением уравнения (4.17) является 

функция , где ,  – фундаменталь-

ная система решений уравнения (4.17), ,  – произвольные по-

стоянные.  

Эйлер предложил искать частные решение уравнения 

(4.17), в виде , где неизвестная константа, 

подлежащая определению, а число . 

Если принять частным решением линейного однородно-

го дифференциального уравнения (4.17), то при подстановке это-

го решения в уравнение мы должны получить тождество. 

 Учитывая, что  и подставляя эти значения в 

уравнение (4.17), получим:  

 

 

  , 

(4.18) 

  Уравнение (4.18) называется характеристическим, а его кор-

ни называют характеристическими числами.  

Рассмотрим следующие три различных случая, которые мо-

гут возникнуть при решении характеристического уравне-
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ния: 

1. Корни уравнения (4.18) действительны и различ-

ны, то есть  

 ). 

 В этом случае частными решениями уравнения (4.17) яв-

ляются функции  и .Они образуют ФСР (линейно 

независимы), так как cоставленный из них определитель Вронско-

го отличен от нуля: 

  .  

Тогда, согласно теореме о структуре общего решения ли-

нейного однородного ДУ, общее решение ДУ (4.17) запишется в 

виде  или  

2. Уравнение (4.18) имеет комплексно- сопряжённые 

корни вида, то есть 

 , ), которым будут 

соответствовать решения .  

Используя формулу Эйлера  получим: 

 то есть 

 

 

Найдём два действительных частных решения уравнения (4.18). 

Далее, построим линейные комбинации этих решений следующего 

вида: 

 ,  
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. 

Покажем, что функции -являются решениями уравнения 

(4.18):  

= 

 

Так как ,то решения    являют-

ся линейно независимыми, и для уравнения второго порядка об-

разуют фундаментальную систему решений.  

Таким образом, общее решение уравнения (4.18) запишется в ви-

де:  или 

 

3. Корни уравнения (4.18) действительные, но среди 

них есть кратные, то есть 

В этом 

случае имеется лишь одно частное решение  

Покажем, что наряду с   , решением уравнения (4.18) 

будет и решение . 

 Действительно, подставив и 

 в 

уравнение (4.18) имеем: 
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но так как 

корень уравнения (4.18), ,так как по усло-

вию  Следовательно,  то есть 

функция является решением уравнения (4.18). 

Они образуют ФСР (линейно независимы), так как cостав-

ленный из них определитель Вронского отличен от нуля: 

. В этом 

случае общее решение уравнения (4.18) запишется в ви-

де  или . 

Алгоритм решения ЛОДУ второго порядка с постоянными 

коэффициентами (метод Эйлера). 

1)Подставляя  ,  в уравне-

ние ,составляем характеристическое уравнение: 

; 

2)Находим корни характеристического уравнения и в зависи-

мости от значений корней характеристического уравнения запи-

сываем общее решение: 

а) Если ,то общее решение уравнения (4.18) имеет 

вид ; 

б) Если ,то ; 

в) Если -комплексно- сопряжённые корни, то  

. 

Пример 4.9. Найти решение ДУ: 

а) ;б)  в)  

г) . 
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Решение. 

а) Уравнение  является линейным одно-

родным дифференциальное уравнения с постоянными коэффици-

ентами второго порядка 

, где  ,тогда  заменяя и  соот-

ветственно на получим характеристическое уравне-

ние: находим его 

корни , ,следовательно общее решение 

данного уравнения имеет вид: . 

б) заменяем  

 

      

      

, тогда 

      общее решение. 

в)  

    , 

    ,   

, тогда 

 

г)  

   

 

   

-общее 

решение исходного уравнения, найдём частное решение, удовле-
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творяющее начальным условиям , то 

есть для этого вычислим  

тогда 

подставляя в полученную си-

стему  имеем: 

  , таким обра-

зом, частное решение имеет вид . 

  

Пример 4.10. Найти решение ДУ: 

 а) ;б) ; 

в) г)  

Решение. 

а) , составляем характеристическое 

уравнение и находим его корни: 

, 

 

,                    , 

 ,                 

 ,                       , 

Имеются действительные корни   (кратности    

-число совпадений корней) и корни     (кратности    

,что соответствует третьему случаю в методе Эйлера. Сле-

довательно, общее решение имеет вид: 

 

б) , 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 228 

, 

, 

 

 , так как ,  решение имеет 

вид:  

в) , 

, 

,  

 

 

 

, уравнение имеет комплексно 

- сопряжённые корни кратности , то есть   

Следовательно, общее решение имеет вид: 

 

. 

г)  

 

 

, 

 

,  

Уравнение имеет два различных действительных корня  

 и комплексно-сопряжённые корни ,следовательно, 

общее решение ДУ имеет вид: 

 

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 229 

 

4.2.5.  Линейные неоднородные дифференциальные 

уравнения (ЛНДУ).   

Линейным неоднородным дифференциальным 
уравнение (ЛНДУ) второго порядка называется уравнением 

вида  

(4.19), 

 где - заданные, непрерывные функции на 

отрезке . 

Функция называется правой частью уравнения (4.19).  

Теорема 4.7: (о структуре общего решения ЛНДУ) 

Если  -общее решение однородного 

ДУ  , а какое-либо, произволь-

ное, частное решение неоднородного ДУ (4.19), то общее реше-

ние соответствующего неоднородного ДУ (4.20) запишется в ви-

де: (4.20) 

Примем без доказательства. 

Следствие. Если  ,  фундаментальная система 

 решений ДУ (4.19), то общее решение ДУ (4.19) имеет вид: 

(4.21) 
4.2.6. Линейные неоднородные дифференциальные урав-

нения (ЛНДУ) с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим неоднородные ДУ (4.19), в которых коэффици-

ентами являются постоянные числа  

Такие уравнения имеют вид: 

(4.22) 

Из теоремы 4.7 следует, что для решения этого уравнения 

достаточно найти общее решение соответствующего одно-

родного уравнения  и какое-нибудь частное решение данного 

неоднородного уравнения . 

Как находится общее решение однородного уравнения мы уже 
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знаем (см. алгоритм решения ЛОДУ второго порядка с постоян-

ными коэффициентами методом Эйлера). 

Рассмотрим, как отыскать частное решение если правая 

часть  уравнения имеет так называемый 

«специальный вид»  

 

1)Если  имеет вид: 

(4.23),  

где  многочлен степени с определёнными ко-

эффициентами, то уравнение (4.22) запишется в виде 

  и его частное решение  ,в этом 

случае, ищем в виде:   (4.24), где  -число, 

показывающее, сколько раз  является корнем уравнения 

 а - многочлен степени , с неопреде-

ленными коэффициентами  

. 

Неизвестные коэффициенты  многочлена  находят 

методом неопределенных коэффициентов. Суть метода, называе-

мого методом неопределенных коэффициентов, состоит в следу-

ющем: по виду правой части уравнения (4.22) записывают 

ожидаемую форму частного решения с неопределенными коэф-

фициентами, затем подставляют его в исходное уравнение (4.22) 

и из полученного тождества находят значения коэффициентов ; 

2) Если правая часть уравнения (4.22) имеет вид:  

(4.25), где , 

-многочлены от  степеней  и  соответственно с  

известными коэффициентами и ,то уравнение (4.22) 
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запишется в виде 

 

и его частное решение следует искать в виде: 

(4.26), 
где  – число, показывающее, сколько раз  является 

корнем уравнения . Если же число не явля-

ется корнем характеристического уравнения, то будем считать 

.При этом ,  многочлены от переменной   степени 

 с некоторыми, пока неизвестными, коэффициента-

ми. Неизвестные коэффициенты многочленов ,  находят 

методом неопределенных коэффициентов. Поясним суть этого 

метода на примерах, но перед этим составим алгоритм решения 

таких уравнений. 

Алгоритм решения ЛНДУ второго порядка с постоянными 

коэффициентами.  

Общее решение уравнения  будем искать в 

виде   , где -общее решение соответствую-

щего однородного уравнения  а какое-либо, 

произвольное, частное решение неоднородного ДУ 

,таким образом необходимо: 

 1)Найти общее решение соответствующего однородного уравне-

ния  

  , для этого достаточно заменить и  соот-

ветственно на ,то есть составить характеристиче-

ское уравнение , найти его корни  и составить 

общее решение однородного ДУ, учитывая следующее: 

а) Если ,то общее решение однородного уравнения 
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имеет вид ; 

б) Если ,то ; 

в) Если -комплексно-сопряжённые корни, то  

; 

2)Найти частное решение  неоднородного уравне-

ния  решения, по виду правой части : 

а) Если ,то где  -число 

корней характеристического уравнения, совпадающих с  а 

- многочлен степени  с неопределенными коэффициента-

ми  ; 

б) Если ,то частное ре-

шение следует искать в ви-

де ,где  –число корней ха-

рактеристического уравнения, совпадающих с , 

а ,  многочлены от переменной   степени 

 

3)Выписать общее решение ЛНДУ с постоянными коэффи-

циентами , сложив  и ,то есть составив 

сумму . 

Пример 4.11. Построить в общем виде частное решение ЛНДУ:  

а) ; б) ; 

в) ; 

г)  

Решение. 

а) ,найдём общее решение соответ-

ствующего однородного ДУ: 
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, 

 

, ,следовательно общее решение 

однородного уравнения имеет вид: 

; 

Найдём частное решение неоднородного уравнения. Правая 

часть уравнения имеет вид:  ,сравнивая её с видом 

, определим параметры частного решения, 

, следовательно , 

тогда . Подставляя полученные параметры в 

выражение , получим: 

 -общий вид частного 

решения исходного ДУ. 

б) ,найдём общее решение соответствую-

щего однородного ДУ: 

 

, 

           

            

        

       , -комплексно-сопряжённые кор-

ни,  следовательно общее решение однородного 

уравнения имеет вид: 

. 

Найдём частное решение соответствующего неоднородного 
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уравнения, для этого рассмотрим правую часть исходного уравне-

ния  , сравнивая её с видом 

, определим параметры частного решения, заме-

чаем , следовательно  

, тогда .  

Подставляя полученные параметры в выражение 

, получим: 

-общий вид частного ре-

шения исходного ДУ; 

в) Найдём общее решение соответствующего однородного ДУ: 

, 

, 

, 

,  , 

= ; 

Определим параметры частного решения, 

сравнивая  

 с 

имеем: 

 

то 

 , значит порядок искомых многочленов 

равен 2, то есть , 

где  – некоторые неизвестные коэффициенты, под-

ставляем полученные значения в выраже-

ние имеем: 

; 
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Итак,  

г)  

,     

          , 

 

следовательно, ; 

Определим параметры частного решения, сравнивая 

 с 

имеем 

 

 значит, порядок многочленов равен 1, 

то есть , где  – некоторые 

неизвестные пока коэффициенты, подставляем наши параметры в 

уравнение имеем: 

 

 

Пример 4.12. Найти общее решение уравнения: 

а) ;б)  

в) г)  

Решение. 

а) Уравнение является линейным не-

однородным дифференциальное уравнения с постоянными коэф-

фициентами второго порядка ,где 

. 

1)Найдём общее решение соответствующего однородного 
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ДУ:   

, 

, ,следовательно общее решение 

ОДУ имеет вид: ; 

2)Найдём частное решение неоднородного уравнения. Пра-

вая часть уравнения имеет вид:  ,сравнивая её с ви-

дом  определим параметры частного реше-

ния, ,следовательно  

. 

Подставляя полученные параметры в выраже-

ние , получаем: 

 ; 

Коэффициент  определим из условия, что функция ,должна 

быть решением уравнения , поэтому должна 

ему удовлетворять.  

Для этого найдем,       и подставим 

в исходное уравнение:                

 , 

, 

  , следовательно, . 

3)Таким образом, общее решение исходного неоднородного ДУ 

имеет вид:  

 

б) -ЛНДУ уравнения с постоянными 

коэффициентами второго порядка. 

1)Находим : 
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  , следовательно                          

2)Находим  

  следовательно, 

    тогда                                                         

           

 

 

 

Подставим в исходное уравнение : 

 

; 

Поделив обе части уравнения на  и упрощая выражение, полу-

чим: 

 

 

 

 , следовательно,   

3)Таким образом, . 

в) ЛНДУ 2-го порядка с постоянными коэф-

фициентами; 

1)Находим : 
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, , 

 

2)Находим  

 

    

  тогда 

 имеет вид: 

, 

, . 

Находим коэффициенты ,подставляя  в исходное 

уравнение : 

, 

, 

 

, следовательно  

3) Таким образом,  

г) ЛНДУ 2-го порядка с постоянными коэффици-

ентами; 
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  1)Находим : 

 ,     

  ,    

   

         

, , 

; 

2)Находим  

Сравнивая  с 

имеем 

 

 значит, степень многочленов равна 0, то 

есть , подставляем наши параметры в равенство 

имеем: 

, 

 

 

 

 

Подставляя в исходное уравнение  находим : 

 

 

 

Следовательно, ; 

3)  

Теорема 4.8. (о наложении решении). Если правая 
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часть уравнения  представляет собой 

сумму двух функций, то есть , а , - част-

ные решения уравнений  и 

соответственно, то функция 

 является решением данного уравнения. 

Примем без доказательства. 

Пример 4.13. Найти общее решение линейного неодно-

родного ДУ: а) б)  

Решение. 

а) 1) Найдём общее решение соответствующего однородно-

го ДУ, то есть  

характеристическое уравнение 

 имеет один двухкратный корень 

, поэтому общее решение однородного уравнения имеет вид 

 

2)Найдём  

Так как правая часть исходного уравнения представляет 

собой сумму двух функций специального вида, 

 частное решение ищем в виде  

, где — частное решение уравне-

ния — частное решение уравне-

ния  

Найдем :так как  

, следовательно, 

          поэтому . 

Подставляя  

 в уравнение и 

сравнивая коэффициенты при  и  в правой и левой частях 
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тождества, находим  

,  

 

 

 

Итак, следовательно .  

Размышляя аналогично, находим частное решение  для 

уравнения , а именно,  , , 

следовательно, тогда , под-

ставляя эти значения в уравнение имеем: 

,  

следовательно,  

Итак,  

3)Таким образом,  

-общее решение ис-

ходного уравнения. 

б)   

1)Найдём общее решение соответствующего однородного ДУ: 

, 

, 

, 

, , 

 

2)Правая часть исходного уравнения представляет собой сумму 
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двух функций, то есть ,где  

, таким образом, част-

ное решение имеет вид  ; 

Найдем : 

   

 

следовательно, 

, 

, 

, подставляя , в уравнение 

 имеем: 

 

 

следовательно,   

Найдём частное решение неоднородного уравне-

ния ,то есть ,правая часть уравнения имеет вид 

,сравнивая её с видом имеем: 

, следовательно . 

Подставляя полученные параметры в выраже-

ние , получаем: ; 

Коэффициент  определим из условия, что функция  ,должна 

быть решением уравнения и поэтому должна ему 

удовлетворять. 

 Найдем,   
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Подставляя в уравнение , имеем:                

 , 

, 

 , следовательно, . 

3)Таким образом, 

общее решение исходного 

ДУ. 

Задания для самостоятельного решения. 

20.Найти решение ЛНДУ с постоянными коэффициентами 

методом Эйлера: 

1  11  

2  12  

3  13  
 

4  14 
 

 

5  15 
 

 

6  16  

7  17  

8  18  

9  19 
 

 

10 
 20  
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Ответы:  

20.1.  20.2.  

20.3. 20.4.   

20.5. ;20.6.  

20.7. 20.8.  

20.9. 20.10.  

20.11. 20.12. ; 

20.13. ; 

20.14. ; 20.15.   

20.16.  20.17. ;  

20.18. 20.19. ;20.20  

21. Найти общие решения линейных неоднородных ДУ 2-го порядка  

с постоянными коэффициентами, с правой частью специального 

вида: 

1  11  

2  12  
 

3  13  
 

4  14  

5  15  

6  16  

7  17  

8  18  
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9  19  

10 
 20  

Ответы:  

21.1.  

21.2. ; 

21.3.  

21.4. 21.5. ; 

21.6. ;21.7. ;  

21.8.  

21.9.  

21.10  

21.11. ; 

21.12. ; 21.13.  ;  

21.14.  

21.15. ; 21.16.  

21.17. ;21.18. ; 

21.19. ;21.20.  . 

4.2.7. Метод вариации произвольной постоянной (метод 
Лагранжа) для решения ЛНДУ с постоянными коэффици-

ентами. 

Рассмотрим ЛНДУ как известно общим 

решением такого уравнения является функ-

ция ,зададимся вопросом, как  иначе найти общее 

решение данного уравнения, то есть если правая часть  урав-

нения не имеет так называемый «специальный вид», например, 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 246 

если  ,такие уравнения  можно решить методом вариа-

ции произвольной постоянной (метод Лагранжа), который заклю-

чается в следующем: 

1)Находим  общее решение  соответствующего одно-

родного уравнения 

, как было показано ранее, можно пред-

ставить в виде линейной комбинации двух линейно независимых 

решений, то есть в виде  

 ; 

2) Находим  заменяя в решении по-

стоянные  и неизвестными функциями будем ис-

кать частное решение неоднородного уравне-

ния  в виде:  

 

где коэффициенты  при частных решени-

ях , есть некоторые неизвестные функции, то есть вме-

сто постоянных величин будем рассматривать переменные.  

Определим их, подставляя функцию  

в исходное уравнение .  

Для этого вычислим  

 

 

Подберём функции так, чтобы 

, тогда 

 

Вычислим вторую производную: 

 

Подставляя выражения для  в уравне-
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ние  имеем: 

 

 
или

 

 

Поскольку  и - решения уравнения , то 

выражения в квадратных скобках равны нулю, отсюда 

. 

Таким образом, функция  будет 

частным решением уравнения , если функ-

ции удовлетворяют системе уравнений: 

; 

Определитель основной матрицы системы 

 является определителем Врон-

ского для функций ,  

Так как функции , , линейно независимы, определитель 

Вронского не равен нулю , следовательно, система имеет 

единственное решение , которое можно получить, 

например, методом Крамера, затем по форму-

ле  составляем частное решение 

уравнения . 

Находим  :отметим, что общее решение неоднородного уравне-

ния, то есть  представляется в виде суммы общего решения од-

нородного уравнения и некоторого частного решения неоднород-

ного- . 

Запишем краткий алгоритм метода Лагранжа (метод вари-
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ации произвольных постоянных). 

Алгоритм (метод вариации произвольных постоян-

ных): 

1.Находим общее решение соответствующего однородного 

уравнения :  

2.Находим частное решение соответствующего 

неоднородного уравнения :ищем частное решение  в виде 

где функции  

удовлетворяют системе 

уравнений ; 

3.Записываем общее решение соответствующего 

неоднородного уравнения : . 

Пример 4.14. Решить ДУ методом вариаций произвольной по-

стоянной: а) ; 

б) в) . 

Решение. 

а) 1) Находим общее решение соответствующего однородного 

уравнения,то есть : 

, 

, 

       

              

, ,следовательно, 

 , где   

2) Находим частное решение соответствующего неоднородного 

уравнения   
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,  

составляем систему уравнений  

для определения функций , в нашем случае система 

имеет вид: 

, решаем полученную си-

стему относительно ,  методом Крамера, то есть по 

формулам : 

, следовательно, 

система имеет единственное решение; 

 

следовательно, 

 

Находим  

 

 

Записываем частное решение подставляя найденные функции 

в равенство 

 

Итак,  

3)Записываем общее решение ЛНДУ: 
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. 

Найдём частное решение, для этого вычислим  

  

или 

. 

Получим систему: 

; 

 При   имеем: 

 

следовательно, частное решение имеет вид 

 

б) 1) Находим : , 

 

, 

, где ; 

2)Находим  

, составляем систему уравнений для 

определения функций : 

, так как  

, , получим: 

. 

Решаем эту систему относительно ,  методом под-

становки, подставляя   в первое уравнение системы, 

вычислим  
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Находим  

 

 

 

 

Записываем частное решение  

 

 

3)Находим общее решение исходного уравнения : 

или 

 

в) . 

1)Находим  

, 

, 

 

, 

, где  

2)Находим  
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, получим следующую   систему для 

определения  

, решаем эту систему относитель-

но , подстановкой, выразим из первого уравнения 

имеем  

Подставляя полученное значение для  во второе уравнение 

системы имеем: 

, 

, 

.  

Тогда, 

 

; 

Учитывая, что   найдём : 

 

 

Находим  

; 

3)Записываем общее решение : 
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Задания для самостоятельного решения. 

22.Найти решение ЛНДУ с постоянными коэффициентами методом 

Эйлера: 

1  11  

2  12  

3  13  
 

4  14  

5  15 
 

 

6  16  

7  17  

8  18  

9  19 
 

 

10 
 20  

 
 

Ответы:  

22.1.  22.2.  

22.3. 22.4.   

22.5. ;22.6.  

22.7. 22.8.  

22.9. 22.10.  

22.11. 22.12. ; 
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 22.13. ; 

22.14. ; 22.15.   

22.16.  22.17. ;  

22.18.  22.19. ; 

22.20.  

23. Найти общие решения линейных неоднородных ДУ 2-го порядка 

с постоянными коэффициентами, с правой частью специального 

вида: 

1  11  

2  12  
 

3  13  
 

4  14  

5  15  

6  16  

7  17  

8  18  

9  19  

10  20  

Ответы:  

23.1.  

23.2. ; 

23.3.  
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23.4.  

23.5. ; 

23.6. ; 

23.7. ;  

23.8.  

23.9.  

23.10  

23.11. ;  

23.12. ;  

23.13.  ;  

23.14.  

23.15. ;  

23.16.  

23.17. ; 

23.18. ; 

23.19. ;  

23.20.  . 
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ГЛАВА 5. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

5.1. Системы дифференциальных уравнений, основ-
ные понятия. 

Для решения многих задач математики, физики, техники 

нередко требуется несколько функций. Нахождение этих функций 

может привести к нескольким ДУ, образующим систему. 

Системой дифференциальных уравнений называется сово-

купность дифференциальных уравнений, каждое из которых со-

держит независимую переменную, искомые функции и их произ-

водные. Система дифференциальных уравнений первого порядка, 

содержащая независимую переменную ,  искомых функ-

ций   и их производные в общем виде запи-

сывается следующим образом: 

 
 

Система ДУ (5.1) может быть разрешена относительно 

старших производных (5.2), то есть записана в виде:  

(5.2) 

Система вида (5.2) называется нормальной системой 

дифференциальных уравнений, в нормальной системе число 

уравнений равно числу неизвестных ( ). 

Число уравнений, входящих в систему (5.2), называют порядком 

системы ДУ. 
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Поскольку система (5.2) содержит  уравнений, то имеет порядок 

В основном мы будем рассматривать нормальные система ли-

нейных уравнений с постоянными коэффициентами, которые де-

лятся на однородные и неоднородные. 

Неоднородные ДУ с постоянными коэффициентами, запи-

сываются в виде: 

(5.3) 

или кратко в матричной форме (5.4): 

 (5.4), где 

, , ,

здесь -неизвестные 

функции, заданные постоянные ко-

эффициенты (могут быть как действительными, так и комплекс-

ными), которые составляют собой основную матрицу системы  

заданные функции переменной ,непрерывны на интерва-

ле  действительной числовой оси . 

Если в системе (5.4) ,то система называется однородной 
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и имеет вид (5.5): 

(5.5) 

Замечание: по сравнению с однородной системой (5.5) в неод-

нородной (5.4) в каждом уравнении дополнительно добавляется 

некоторая функция, зависящей в основном от переменной  или 

от какой-либо другой переменной, например . Функ-

ции   могут быть константами (причем, по крайне мере 

одна из них не равна нулю), экспонентами, синусами, косинусами 

и так далее. Например, система уравнений -

однородная, так как а система -

неоднородная, так как в первом уравнении систе-

мы . 

Для лучшего восприятия материала, общую теорию систем 

дифференциальных уравнений и методы их интегрирования рас-

смотрим на примере систем второго порядка (системы, состоящей 

из двух дифференциальных уравнений первого порядка относи-

тельно двух неизвестных функций). Для удобства дальнейшей 
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интерпретации такой системы независимую переменную обозна-

чим , а искомые функции- В этом случае система 

дифференциальных уравнений имеет вид (5.6): 

(5.6) 

Если в системе (5.6) каждое из уравнений разрешено относи-

тельно старшей производной одной из неизвестных функций, 

то получим систему (5.7): 

(5.7) 

Очевидно, что система дифференциальных уравнений (5.7) запи-
сана в нормальной форме.  

Решением системы дифференциальных уравнений (5.7) 

называется любая пара непрерывно дифференцируемых на 
интервале   функций   которые при 

подстановке в систему обращают оба ее уравнения в тожде-
ства при всех    

Пусть   – решение системы дифференци-

альных уравнений (5.7).  

График решения, то есть совокупность то-

чек    трехмерного пространства  , называет-
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ся интегральной кривой этой системы. 

Задачей Коши для системы дифференциальных уравнений 

(5.7) называется задача отыскания решения системы, удовле-

творяющего начальным условиям (5.8): 

(5.8), где  – заданные числа. 

Геометрически – это задача отыскания интегральной кривой 

системы (5.7), проходящей через данную точку 

 пространства   . 

Теорема 5.1 (о существовании и единственности реше-

ния задачи Коши для нормальной системы). Если в си-

стеме (5.7) все функции  определены и непрерывны вместе 

со своими частными производными по в некоторой области  

(трехмерного пространства), то в каждой точке  

этой области существует единственное решение системы, удо-

влетворяющее начальным условиям (5.8).  

Общим решением системы ДУ (5.7) называется совокуп-

ность функций  зависящих от переменной  и 

произвольных постоянных  и удовлетворяющих условиям: 

 1) функции   определены в области изме-
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нения переменной   и имеют непрерывные частные произ-

водные по  ;  

2) функции    должны являться решением 

системы (5.7) при любых значениях  

Частным решением системы (5.7) называют решение, по-

лученное из общего при некоторых частных значениях посто-
янных  

5.2. Методы решения систем линейных дифференци-
альные уравнений, с постоянными коэффициентами. 

Существует два основных способа решения систем дифференци-

альных уравнений с постоянными коэффициентами:1) метод ис-

ключения;2) метод Эйлера. Рассмотрим каждый метод в от-

дельности. 

Метод исключения. 

Суть метода исключений заключается в приведение систе-

мы  ДУ порядка  к одному ДУ  -го порядка.  

Для простоты восприятия данного метода ограничимся рас-

смотрением однородной системой двух уравнений с постоянными 

коэффициентами, то есть системой  

Аналогично решаются системы ДУ при  

Пусть дана нормальная система  продиф-

ференцируем по переменной любое, например, первое уравне-

ние в системе: 
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; 

Подставим в полученное равенство значения производной  

 из второго уравнения системы: 

, 

; 

В полученное уравнение, подставляем 

,выраженное из первого уравнения исходной 

системы, таким образом исключая из него  : 

, 

 

 получим 

- 

−линейное однородное уравнение с постоянными коэффи-

циентами, решаем его (как мы это делали ранее) и находим иско-

мую функцию .Зная  находим . 

Пример 5.1. Решить систему  методом ис-

ключения. 

Решение 

 Для удобства дальнейших вычислений перепишем систему 

в виде  В данной системе неизвестные функ-

ции, а независимая переменная(аргумент). 

Продифференцируем первое уравнение: 

; 

 Подставляем  в полученное равенство: 

или ; 

Составляем СУ: 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 263 

из первого уравнения выражаем  че-

рез ; 

, подставляя значение во второе уравнение 

последней системы, имеем: 

, 

 

-ЛОДУ второго порядка, с постоянными коэф-

фициентами. 

Решаем его: 

 

 

-общее решение уравнения . 

Находим функцию , для этого вычислим , и 

подставим значения для ,  в выражение  

 

Таким образом, общее решение исходной системы имеет 

вид: . 

Метод Эйлера (матричный метод решения систем ДУ). 

Составляем матрицу данной системы , по 

коэффициентам, находящимся в правой части равенства: 

 

Находим собственные числа  матрицы для этого составляем 
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характеристическое уравнение системы : 

  

или   

 решая уравнение относи-

тельно ,находим собственные числа матрицы  

Решая однородную систему уравнений   для 

каждого собственного числа, находим собственные векторы  

матрицы : 

 собственный вектор матрицы 

,соответствующий собственному числу  

 собственный вектор матрицы 

,соответствующий собственному числу  

Решение системы  имеет вид: 

 или то 

есть  

Пример 5.2. Решить систему ДУ методом Эйлера: 

. 

Решение. 

Для удобства дальнейшего вычислений, учитывая, что 

 перепишем систему в виде: 
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Находим собственные числа  матрицы для этого состав-

ляем характеристическое уравнение системы : 

  

 

 

 

 собственные числа матрицы  

Решая однородную систему уравнений  , где  

 для каждого собственного числа , 

находим собственные векторы матрицы : 

 

следова-

тельно,  собственные вектор, соответствующий соб-

ственному числу  

 

 

 

 собственные вектор, соответствующий соб-

ственному числу  

Решение системы имеет вид: 
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то есть  

Пример 5.3. Привести систему  

 к нормальному виду и найти её решение мето-

дом исключения. 

Решение. 

приведём систему к нормальной форме 

исключив   из первого уравнения и  из второго уравнения. 

Исключим   из первого уравнения, для этого вычтем из первого 

уравнения системы второе уравнение 

 

 

Исключим   из первого уравнения, для этого умножим первое 

уравнения системы на два и прибавим второе уравнение, то-

гда  

  

В совокупности получим нормальную СУ: 

, где неизвестные функции, а неза-

висимая переменная.  

Решим её методом исключения: 

  

. 

Подставим  в уравнение : 
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, 

 

следовательно 

 

 

 

Для того, чтобы найти подставим 

 в ,то есть 

 . 

Таким образом, 

-общее решение исходной 

ДУ. 

Найдём частное решение , 

 

 

-частное решение систем. 

Пример 5.4. Решить систему ДУ  двумя спо-

собами методом Эйлера и методом исключения. 

Решение. 

В данной системе неизвестные функции, 
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а независимая переменная. 

1 способ: (метод исключений) 

 Продифференцируем первое уравнение системы, тогда 

; 

Подставляя  в полученное равенство, имеем:  

 

; 

Составляем систему уравнений ; 

Из второго уравнения исключаем , для этого выражаем  через 

из первого уравнения полученной системы 

 и подставляем во второе: 

; 

; 

- ЛОДУ второго порядка с постоянными коэффи-

циентами, решаем его: 

, 

, 

, 

 

находим ,подставляя  имеем:  

 

; 

Таким образом, общее решение данной системы имеет вид: 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 269 

 

2способ: (матричный метод) 

Составляем характеристическое уравнение  системы 

и находим его корни: 

 

 

 

 собственные числа матрицы  

Решая однородную систему уравнений  , где  

 для каждого собственного числа , 

находим собственные векторы матрицы : 

 

 

следо-

вательно,  собственные вектор, соответствующий 

собственному числу  

  

 

 собственные вектор, соответствующий собственному 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 270 

числу  

Решение системы имеет вид: 

то есть  

Замечание: для решения неоднородных систем ДУ удоб-

нее применять метод исключения. 

Пример 5.5. Решить систему ДУ . 

Решение. 

Для удобства дальнейшего вычислений, учитывая, что 

  перепишем исходную систему в ви-

де:  неоднородная СУ, так как 

,решаем её методом исключения, аналогично тому, 

как мы решали однородные системы. 

Продифференцируем первое уравнение по переменной : 

подставляя второе уравнение в 

полученное равенство имеем: 

, 

, 

учитывая, что (из первого уравнения) имеем: 

 

 или 

- линейное неоднородное уравнение с постоянны-

ми коэффициентами, решаем его и находим искомую функ-

цию ,которую определяем как сумму общего решения од-
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нородного уравнения  и частного решения неоднород-

ного уравнения , то есть 

 

Для начала найдём общее решение соответствующего однородно-

го уравнения  

 

 

 

; 

Подберём частное решение  ,учитывая вид неоднородной 

части имеем: 

  

подставляя значения   в неоднород-

ное уравнение , определяем неизвестный коэф-

фициент : 

 

 

 

 

следовательно, частное решение  выражается форму-

лой: ; 

Соответственно, общее решение уравнение  запи-

сывается так , то 

есть  
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Остается найти функцию для этого вычислим производ-

ную   и подставим её в уравнение 

: 

 

 

  

Итак, общее решение системы имеет 

вид:  

Задания для самостоятельного решения 

24.Решить систему ДУ: 

1 
 

11 

 

2 

 

12 
 

3 

 

13 

 

 

4 

 
 

14  
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5 

 
 

15  
 

6 

 

16 

 

7  

 

17  

8 
 

18 
 

 

9 

 

19  

10  20 

 
 

Ответы:  

24.1. ;24.2. ; 

24.3. ;24.4.  

24.5. ;24.6. ; 

24.7. ;24.8. ; 
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24.9. ;24.10. ; 

24.11. 24.12 ; 

24.13. 24.14.  

24.15. 24.16. ; 

24.17.  

24.18. 24.19. ; 

24.20.  
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