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ГЛАВА1. ПРЕДЕЛ ЧИСЛОВОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, 

ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ. 

1.1. Числовые последовательности, основные понятия. 

Если каждому натуральному числу поставлено в соответ-

ствие число  ,  , то говорят, что задана бесконечная число-

вая последовательность   : . 

Таким образом, числовая последовательность – это функ-

ция натурального аргумента:  

 (1.1) 

Другими словами, множество занумерованных чисел 

 называется числовой последовательностью 

или просто последовательностью. 

Обозначение:  

Числа будем называть элементами после-

довательности или членами последовательности, таким обра-

зом,  –первый член (элемент) последовательности, -

второй, , общий или ый член последовательности. 

 Чаще всего последовательность задается формулой её об-

щего члена , данная формула позволяет вычислить лю-

бой член последовательности по номеру . 

Последовательность, все члены которой равны одному и 

тому же числу, называется постоянной, то есть  

(  ). 

Последовательность считается заданной, если указан спо-
соб получения любого её элемента. 

 
Cпособы задания последовательностей. 

1)Аналитический способ — это когда последователь-

ность задается   формулой её общего члена , которая 
позволяет вычислить любой член последовательности. 

Так, равенства   , ,  за-
дают соответственно последовательности: 

 

 

; 
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Пример 1.1. Последовательность задана   формулой её 

общего члена . Найти первые три члена последовательно-

сти. 

Решение. 

При  получим первый член последовательности  

при второй при  третий  

2)Рекуррентный способ-такой способ, при котором лю-
бой член последовательности, начиная с некоторого номера, вы-

ражают через предыдущие члены. 

Например, если , тогда ,при этом если 

то  и так далее. 

Числовая последовательность называется ограниченной 

сверху (снизу), если существует число  такое, что любой эле-

мент этой последовательности удовлетворяет неравенству 

 . 

Например, последовательность =  ограничена снизу, 

так как . 

Числовая последовательность называется ограниченной, 
если она ограничена и сверху, и снизу, то есть если выполняется 

неравенство   или, что тоже самое   ,другими 

словами все члены последовательности принадлежат промежут-

ку . 

В противном случае последовательность называется не-

ограниченной, то есть  
Числовая последовательность называется возрастаю-

щей(убывающей), если 

, . 

 

Все такие последовательности объединяют общим названи-
ем монотонные последовательности. 

Таким образом, если ,то последовательность 

монотонно убывает; если ,то последователь-

ность  монотонно возрастает. 

Так, последовательности , ,  из примера выше 

монотонные, а - не монотонная. 
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В частности, -убывающая последовательность,  

 , - возрастающие последовательности. 

 
Пример 1.2.  Выяснить какой является последовательность 

возрастающей или убывающей: а) ;б) . 

Решение. 
 

а) Найдем .  Найдем разность  

, так как     

то есть .  

 Таким образом, последовательность  монотонно убывает; 

б) Найдём . 

 

Найдем разность  

 

 
 

 

. 
 

Следовательно, то есть Таким обра-

зом, последовательность -возрастающая. 

 

 

1.2. Числовые последовательности, основные понятия. 

Определение предела последовательности. 

 Число  называется пределом последовательности , 

если для любого положительного ,  как бы мало оно ни бы-

ло, существует такой номер   , что для всех  вы-

полняется неравенство: . 

Коротко определение предела можно записать так: 

  (1.2) 
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Последовательность, пределом которой   является конечное 

число  называется сходящейся. В этом случае говорят, что по-

следовательность  сходится к числу   при  . 

Обозначение: . 

Если предел последовательности не существует или беско-
нечен, то последовательность называется расходящейся. 

 
Геометрический смысл предела последовательности. 

 Неравенство  эквива-

лентное неравенству  

или , показывает, что 

элемент  находится в  -

окрестности точки (рис.1). 

Если число  является пределом последовательности 

,то геометрически это означает, что начиная с некоторого 

номера все точки   попадут внутрь интерва-

ла ,где произвольно взятое положительное чис-

ло, а за пределами интервала лежит конечное число элементов 

последовательности. Можно заметить, что точка -точка сгуще-
ния (рис.1), то есть члены последовательности по мере увеличе-

ния номера  неограниченно приближаются к числу  

Замечание: число   не является пределом последова-

тельности, если можно выбрать такую  - окрестность точки  за 

пределами которой будет находиться бесконечное число элемен-

тов последовательности. 

Например, последовательность -сходящаяся 

и ,так как по мере увеличения  все элементы прибли-

жаются к единице;  

последовательность -расходящаяся, так как элементы 

последовательности при не стремятся ни к одному опре-

делённому значению ( ,…- значе-

ния прыгают), то есть . 

Замечание: операция ,которую в скором времени мы 
будем рассматривать, означает выделение целой части числа 

,не превышающей самого числа . 

 

Рис.1 
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Например,  и так далее. 

 
Пример 1.3. Используя определения предела последова-

тельности, доказать, что: а) ;б) . 

 

Решение. 
а) Используя определение предела последовательности 

(1.2), покажем, что для произвольного сколь угодно малого дей-

ствительного числа  можно указать порядковый номер  

элемента последовательности ,начиная с которого вы-

полняется условие или то есть 

. 

 
Рассмотрим неравенство: 

 , 

, так как , а ,то , 

следовательно, . 

Таким образом, для всех ,где , выполняется 

условие а это по определению предела числовой 

последовательности означает, что . 

Итак,  указано соответствующее значение . Это и 

доказывает, что . 

Проанализируем ситуацию и заметим, что число   зависит 

от  ,то есть . Так, если , 

,то есть, начиная с ,все члены 
последовательности отличаются от 0 меньше, чем на 0,01. 

При , то есть, 

начиная с ,все члены последовательности отличаются от 0 

меньше, чем на 0,001. 
б) Покажем, что для произвольного сколь угодно малого 
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действительного числа  можно указать порядковый номер 

элемента последовательности , начиная с которого 

выполняется условие   то есть 

 
 
Рассмотрим неравенство: 

 

 

  поскольку и   

то  

         Таким образом   

, 

 

 

 

 

Таким образом, для всех ,где , выполняется 

условие  а это по определению предела числовой 

последовательности означает, что  

Последовательность , предел которой равен нулю 

 называется бесконечно малой. 

Например, последовательность  бесконечно малая, 

так как . 

Последовательность  называется бесконечно боль-

шой, если . 

Например, последовательность  бесконечно большая, 

так как . 
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Cвойства пределов последовательностей. 
Пусть существуют конечные пределы последовательностей 

, ,  

1. Если последовательность имеет предел, то он един-
ственный. 

2. Если последовательность имеет предел, то она является 
ограниченной. 

 

3. Предел суммы(разности) последовательностей равен 
сумме (разности) пределов последовательностей: 

 
4. Предел произведения последовательностей равен произ-

ведению пределов последовательностей: 
 

 

В частности, для постоянной последовательности    
имеем: 

1) -предел постоянной последовательно-
сти равен постоянной, 

2)  -постоянный множитель 

можно выносить за знак предела. 
5. Предел частного последовательностей равен частному 

пределов последовательностей: 
 

 
Все свойства пределов вытекают из определения предела 

последовательности, докажем, например 3) свойство: 

. 
Доказательство. 

Как  так и для 

 

.  

Оценим : 
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Следовательно, -является пределом последовательности 

. 

 Замечание: если у последовательности добавить, от-

бросить или изменить первые  элементов, то это не повлияет на 

ее сходимость. 

1.3. Предельный переход в неравенствах. 

 

Рассмотрим последовательности и . 

 

Теорема 1.1. Если ,  и, начиная с неко-

торого номера, выполняется неравенство ,то . 
Доказательство. 

 Допустим, что . Из равенств  и  

следует, что для любого  существует такой номер  

, что для всех  будут выполняться неравенство  

и то есть  и  

Возьмем  . Тогда: то 

есть  и  то есть  

 

Теорема 1.2. Если ,  и справедливо не-

равенство (начиная с некоторого номера), 

то .(Примем без доказательства.) 
 

1.4. Предел функции в точке. 

Пусть функция   определена в некоторой проколотой 

окрестности точки .Число  называется пределом функ-

ции  в точке  (или при ), если для любого сколь 

угодно малого числа , найдется такое число , что 

для всех , удовлетворяющих условию  выполня-

ется неравенство .  

Обозначение:  

Краткая запись определения предела функции на языке : 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 13 

 
 
Геометрический смысл предела функции. 

Неравенство  эквивалентно неравен-

ству  или , а неравен-

ство  эквивалентно нера-

венству , 

или  . 

Число  называется пределом функ-

ции  в точке ,если по мере того, 

как приближается к (то есть  
попадает в интер-

вал ,значение функции 

неограниченно приближается 

к ,то есть  попадает в интер-

вал . Иными словами, точки графика функ-

ции лежат внутри полосы , ограниченной прямы-

ми (рис.2). 

 

Замечание: величина зависит от выбора ,поэтому пи-

шут ,при ,  и наоборот , . 

 

Пример 1.4. Показать, что функция имеет в 

точке  предел равный единице. Каково должно быть , ес-

ли . 
Решение. 

Фиксируем любое .Поэтому находим такие при 

котором из неравенства следовало бы неравен-

ство . 

Решаем неравенство , , 

 

, 

, 

взяв  видим, что для всех  удовлетворяющих неравен-

ству выполняется неравенство: 

 

Рис. 2 
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, следовательно,  

Если  то ;  то ; 

      то . 

 

1.5. Бесконечно большие, бесконечно малые функ-
ции и их свойства. 

Функция  называется бесконечно малой (б.м.) 

при , если  (  неограниченно уменьшается, 

когда ,из определения предела следует, что 

 . 

Бесконечно малые функции часто называют бесконечно ма-
лыми величинами или бесконечно малыми; обозначают обычно 

греческими буквами  и так далее.  

Примерами бесконечно малых функций являются, напри-

мер, функция  при (рис.3); 
Действительно, по мере того 

как  , ,то есть  

  
Аналогично,  

при  и при  яв-
ляется бесконечно малой функци-

ей.  

Функция  называется бес-
конечно большой (б.б.)  

при  , если  ( неограниченно растёт, когда 

,то есть . 
Бесконечно большие функции часто называют бесконечно боль-

шими величинами.  

Замечание: нужно иметь в виду, что   это только символ для 
обозначения бесконечно большой величины, в частности, ес-

ли стремится к бесконечности и принимает лишь положитель-

ные значения (уходит вверх), то пишут ,если лишь отри-

цательные (уходит вниз), то пишут . 

 

 
Рис.3 
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Примерами бесконечно больших 
функций служат: функция 

 и при , так 

как  

, так как 

; 

при ,так как 

 (рис.4). 

 

 
 

Свойства бесконечно больших и бесконечно малых 
функций. 

 

1.Если  бесконечно малая функция при  , то 

функция  является бесконечно большой при  и 

наоборот: если бесконечно большая функция при , то 

функция  является бесконечно малой при . 
2.Сумма и разность конечного числа бесконечно малых 

функций при является бесконечно малой функцией. 

3.Произведение ограниченной функции на бесконечно ма-
лую функцию является бесконечно малой функцией. 

 
Следствие 1. Произведение двух бесконечно малых функ-

ций есть функция бесконечно малая. 

 
Следствие 2. Произведение бесконечно малых функций на 

число есть функция бесконечно малая. 
4.Частное от деления бесконечно малой функции на функ-

цию, имеющую отличный от нуля предел, есть функция бесконеч-
но малая, то есть ес-

ли , то  

Свойства бесконечно малых и больших функций вытекают 
из определения предела функции, докажем, например 2) свой-

ство: сумма конечного числа бесконечно малых функций 

при является бесконечно малой функцией. 

Пусть  и  - две б. м. функции при . Это зна-

 
Рис. 4 
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чит, что , то есть для любого , а значит, и  

найдется число  такое, что для всех , удовлетворяю-

щих неравенству  выполняется неравен-

ство ; 

Аналогично, если  , то  

; 

Пусть  - наименьшее из чисел  и . Тогда для всех 

, удовлетворяющих неравенству , выполняются 

оба неравенства (1) и (2). Следовательно, имеет место соотноше-
ние: 

 
Таким образом, 

 
. 

Это значит, что   то есть 

 б. м. ф. 
 

Аналогично проводится доказательство для любого конеч-

ного числа б. м. функций. 
Замечание: в дальнейшем будем использовать следующие   

очевидные соотношения 

. 

 

1.6. Связь между функцией её пределом, и беско-
нечно малой функцией. 

 

Теорема 1.3. Если функция   имеет предел, равный , 

то ее можно представить как сумму числа   и бесконечно малой 

функции  , то есть если   , то   

Доказательство. 

Так как  .Следовательно,  
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то есть . 

Это означает, что функция  имеет предел, равный 
нулю, то есть является бесконечно малой функцией, которую 

обозначим через : .  

Отсюда   

 

1.7. Свойства пределов функций. 

Заметим, что отыскание предела функции по определению 

– это довольно трудоемкий процесс. Поэтому на практике удобнее 
пользоваться следующими свойствами, которые могут быть дока-

занны с использованием определения предела функции. 

 
Пусть существуют конечные пределы функций в 

точке , , тогда: 

  
1. Предел постоянной функции равен самой постоянной: 

 
2. Предел суммы (разности) конечного числа функций ра-

вен сумме (разности) пределов этих функций: 

 
3.  Предел произведения конечного числа функций равен 

произведению пределов этих функций: 

 
Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить 

за знак предела: 

 
Следствие 2. Предел степени с натуральным показате-

лем равен той же степени предела: 

                

4. Предел частного двух функций равен частному преде-

лов этих функций: 

 ,  . 
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Все свойства пределов вытекают из определения предела функ-
ции, докажем, например 3) свойство, аналогично доказываются 

остальные свойства. 
Пусть Тогда по теореме 1.3 о свя-

зи функции, ее предела и б. м. ф. можно записать 

, и , где  и  - б. м. ф. 

Следовательно,  

 
. 

Выражение в скобках есть б.м.ф., поэтому 

 
Отметим, что теорема справедлива для произведения любого ко-

нечного числа функций. 

 

Практическое вычисление пределов. 

Чтобы найти предел любого типа и вида нужно подставить 

предельное значение , в функцию, стоящую под знаком предела 
и вычислить его, учитывая свойства пределов. 

 
Пример 1.5. Найти предел:  

а) б) в)  

г) . 

Решение. 

Применяя свойства пределов и подставляя предельное значение, 

имеем: 

а)
 

 

б)  

 

в)  

г)  

 

При вычислении пределов часто сталкиваются с ситуация-
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ми, которые называются неопределенностями. Различают 7 ос-
новных видов неопределенностей:  

Для раскрытия неопределенностей используются специаль-

ные правила: 

, ,  

                 Правило I. Чтобы раскрыть неопределенность вида , 

возникающую в пределах , 

где ,  

 многочлены степени  соответственно, необходимо числите- 

тель и знаменатель разделить на самую высокую входящую в них 
степень, после сокращения неопределённость уйдёт. 

Правило II. Чтобы раскрыть неопределенность вида , воз-

никающую в пределах , где , 

-многочлены, необходимо   числи-

тель и знаменатель разложить на множители, после сокращения 

неопределённость уйдёт. 

Замечание: для того, чтобы раскрыть неопределенность 

вида  , в которой числитель или знаменатель, или числитель и 

знаменатель иррациональны, следует числитель и знаменатель 

умножить на выражение, сопряженное иррациональному. 

 
Пример 1.6. Вычислить: 

а) б) в)  

г) д)  е)  

ё) ж)  

з) и)  

й)  

Решение. 

а) Предел частного найти не удаётся, так как предел числителя и 

знаменателя при  равны бесконечности, получим неопреде-

лённость вида бесконечность разделить на бесконечность . Для 

избавления от данной неопределенности вынесем за скобки в 

числителе и знаменателе дроби переменную в старшей степени, 
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то есть ,после сокращения в скобках останутся константы и сла-

гаемые, которые стремятся к нулю: 

 
б) Рассуждая, аналогично имеем: 

 

 
 

в)  

г)  

д)  

е)  

ё) 

 

 
 

ж)  

 

з)  
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и)  

; 

й) В числителе и знаменателе наблюдается арифметическая про-

грессия, как известно, её сумма вычисляется по формуле:  

,тогда 

 

 

  

 
 

Пример 1.7. Вычислить:  

а) б) в)  

г) д) ;е)  

ё)  

Решение. 
 

а) Подставляя предельное значение, получим неопреде-

лённость чтобы устранить её, необходимо разложить числитель 

и знаменатель на множители, и после сокращения неопределён-

ность уйдёт: 

 

 
 
б) Подставляя предельное значение, получим неопреде-

лённость  раскладывая числитель и знаменатель на множители 

имеем: 
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в)  

г)  

д)  

 

 
 

е)  

 
 

ё)  

 

 
 

Пример 1.8. Вычислить:  

а)  б)  в)  г)  

 
Решение. 

а) Подставляя предельное значение, получим неопреде-

лённость
,
 содержащую иррациональность в числителе, поэтому 

для начала избавляемся от иррациональности- числитель и зна-

менатель умножить на выражение, сопряженное числителю, то 

есть на , приводим подобные и после сокращения не-
определённость уйдёт: 

  

 

 
б) Рассуждая, аналогично имеем: 
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в)  

 
 

г) Для того, чтобы исключить иррациональность в числителе вос-
пользуемся формулой 

учитывая, что 

 умножим и разделим 

исходную дробь на  

 

 
 

Правило III. Чтобы раскрыть неопределенности ви-

да ,  необходимо при помощи алгебраических преоб-

разований перейти к пределам типа или ,а далее воспользо-

ваться правилом избавления от полученного вида неопределён-

ности. 

Пример 1.9. Вычислить:  

а) б)  в)  

г) д)  

е)  

Решение. 

а)  
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б)  

 

 

в)  

 

 

г)  

 

 
д)  

 

 
 

 
 

Поскольку,  и 

 

получим предел  

 
 

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 25 

Рассмотрим два случая: 1) поведение функции при 2) при 
 

1)  

 

 

 

 
Таким образом,  

при  

при  

 

е)  

 

 

 

Поскольку  

 рассмотрим два случая 1) поведение функции при 

2) при  
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Таким образом,  

при   

при  

 
Задания для самостоятельного решения. 
 

1.Вычислить пределы: 

1. 

 
 

16. 

 

2. 

 

17. 

 
3. 

 

18. 
 

4. 

 

19.  

 
5. 

 

20. 

 
6. 

 

21. 
 

7. 

 

22. 

 
8. 

 

23. 
 

9. 

 
 

24. 
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10. 

 
 

25. 

 

11. 

 
 

26. 

 

12. 

 
 

27. 

 

13. 

 

28. 

 
 

14. 

 

29. 

 
 

15. 

 

30. 
 

 

 

Ответы: 

1.1.1.1.2. .1.3. . 1.4.0. 1.5. при   

при   1.6. при при 1.7.5. 

1.8. -1.1.9.  . 1.10. . 1.11. . 1.12. .1.13.2 . 1.14.- . 1.15. 

.1.16.
 

.  1.17.24. 1.18. .1.19.1. 1.20.  1.21.1.1.22. . 

1.23. .1.24. .1.25. 1.26. .1.27.5.1.28. .1.29. при  

 при 1.30. . 
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1.8. Первый замечательный предел и его следствия. 

 

Замечательных пределов существует несколько, но самыми 

известными являются первый и второй 
замечательные пределы. Замечатель-

ность этих пределов состоит в том, что 
они имеют широкое применение и с их 

помощью можно найти другие пределы, 

встречающиеся в многочисленных зада-
чах. Этим мы и будем заниматься на 

практике, а сейчас рассмотрим первый 
замечательный предел. 

 При вычислении пределов выра-
жений, содержащих тригонометрические 

функции, часто используют предел 

 
Предел вида (1.4) называется первым замечательным преде-

лом. 
Замечание: так как  при , то имеет место неопре-

деленность вида . 

Разберемся, как выводится данная формула. 
Рассмотрим (рис.5): 

  , , то есть ; 

 .  

 
Возьмем круг радиуса 1, обозначим радианную меру   

через   (рис. 5). 

Пусть . Очевидно, что  .  

 
Очевидно, что  . На основании соот-

ветствующих формул геометрии   по-

лучаем: 

 

 

следовательно, выполняется неравенство: 

, 

 
Рис. 5 
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, то есть, с одной стороны, 

 или  

С другой,  или  

 

Таким образом, переходя к пределу в данном 

неравенстве при  и учитывая, что  по 

теореме (о пределе промежуточной функции) имеем: 

 

         , 

 
 
 Следствия из первого замечательного предела. 

Из первого замечательного предела  несложно вывести 

следующие пределы: 

 

 

 

 
Опираясь на первый замечательный предел, докажем каждое из 
этих равенств: 
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Пример 1.10. Вычислить предел: 

 а) б)   в) г) .
 
 

 
Решение. 

а) Подставляя предельное значение, получим неопреде-

лённость чтобы устранить её, учитывая, что в пределе 

находится тригонометрическая функция- , построим 
первый замечательный предел для этого числитель и зна-

менатель дроби умножим и разделим на 3: 

 
 

б) Учитывая, что  имеем: 

           

 
 

в) Так как  имеем: 

 
 

г) Так как  ,  

 имеем: 

 

 
Замечание: при расчете некоторых преде-

лов ,когда переменная в пределе не стремится к нулю, 

удобно переходить к новой переменной  
 

Пример 1.11. Вычислить:  

а) б)  в)  

г)  

Решение. 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 31 

а) Подставляем предельное значение, получаем неопреде-

лённость поскольку переменная, относительно которой вычис-

ляется предел, не стремится к нулю, для удобства сделаем под-

становку ,предварительно преобразовав выражение 

под знаком предела, имеем: 

 

 
 

б)  поскольку мы имеем дело с не-

определённость ,то  согласно правилу избавления от данного 

вида неопределённости, с помощью алгебраического преобразо-

вания перейдём к пределу вида  далее сделав замену , 

учитывая, что  получим: 

 

=  

 

 
в) Сделаем подстановку ,  предварительно 

преобразовав выражение под знаком предела и учитывая, что 
при  имеем: 

 

 

 
г) Сделаем подстановку ,  предварительно 

преобразовав выражение под знаком предела и учитывая, что 

 имеем: 
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1.9. Второй замечательный предел и его следствия. 

 

Предел вида       

 называется вторым замечательным пределом.  

 
Примем эту формулу без доказательств, в силу их 

громоздкости. 
Замечания:  

1) так как  при  , то имеем неопределенность вида 

; 
2)  – число Непера, основание натуральных лога-

рифмов; 
3)при  формула второго замечательного предела принимает 

вид (1.6):  

 

Пример 1.12. Вычислить: 

а)  б) в)  

г) д)  

Решение. 
 

а) Рассмотрим предел ,очевидно, что имеет место не-

определённость , поэтому воспользуемся вторым замечатель-

ным пределом  ,предварительно построив 

его- умножив и разделив показатель степени на 3 имеем: 

 
б) Поскольку имеем неопределённость вида ,при этом 

.Построим второй замечательный предел, применяя форму-
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лу :  

 

в)  

 

 

г)   

 

 
 

д)   

 

 
 

 Следствия из второго замечательного предела. 
Разберём те формулы, которые можно получить, используя 

второй замечательный предел , а именно следую-

щие пределы: 

 

 

 

 

 

  

 

Докажем каждое из этих равенств: 
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Учитывая, что  и  

имеем: 

 

 
 

 Учитывая, что  имеем: 

 

 

 
4)Учитывая, что , то есть 

, отсюда имеем: 

 

 

 

. 
 

Пример 1.13. Вычислить: 

а) б) ;в) г) . 

 
Решение. 

а) При подстановки предельного значения имеем дело с неопре-

делённостью ,с помощью алгебраических преобразований 

перейдём к пределу вида   и учитывая, что  

получим: 
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б) Учитывая, что   имеем: 

 

в) Зная, что   имеем: 

 
 

 

г) Так как   получим: 

 

 
 

1.10. Сравнение бесконечно малых функций. 

Пусть  и  – бесконечно малые функции при 
,то есть и . 

Эти бесконечно малые функции можно сравнивать по быст-

роте их убывания, то есть по быстроте их стремления к нулю. 

 Например, функция  стремится к нулю быстрее, 
чем функция   

Запишем следующие определения: 

1) Если , то функция   называется беско-

нечно малой более высокого порядка, чем функ-
ция . 

Обозначение:    

 Например, если ,  бесконечно малые 
функции при то  бесконечно малая функция бо-

лее высокого порядка, чем  ,так как 

,то есть  

 стремится к нулю быстрее, чем функция  . 

2) Если , то функция   называется бес-

конечно малой более низкого порядка, чем функ-

ция . 
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Например, ,  -бесконечно малые функ-

ции при вычислим  

следовательно, 

 бесконечно малая функция более низкого по-
рядка, чем   ,то есть стремится к нулю медленнее, 

чем функция  . 

3) Если то функции  и называются 

бесконечно малыми функциями одного порядка. 

Например,  и  
 -бесконечно малые функции при  

вычислим  

         

 

следовательно, функции  и 

называются бесконечно малыми функциями одного порядка. 

4)Если то функции  и называются 

эквивалентными бесконечно малыми функциями. 
Обозначение: . 
 

Например,  ,  эквивалентные бесконечно 
малые функции, так как  

  то     при . 
  

Замечание: если ,то ,  называют несрав-

нимыми бесконечно малыми функциями. 

 

       Пример 1.14. Сравнить порядок бесконечно малых функций: 
а) ,  

б) , ; 
в) ,  

г) ,  
Решение. 

а) Вычислим  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 37 

 

следовательно,  бесконечно малая функ-

ция более высокого порядка, чем  ,то есть стремится 
к нулю быстрее, чем функция  ; 

б)  следова-

тельно,  бесконечно малая функция более низкого 

порядка, чем  ,то есть стремится к нулю медленнее, чем 
функция  ; 

в)  следова-

тельно,  , бесконечно малые функции од-
ного порядка; 

г) ,следовательно, функции  и 

называются эквивалентными бесконечно малыми 

функциями, то есть . 
 

Эквивалентные бесконечно малых функции. 

Как мы заметили ранее, если то функции  и 

называются эквивалентными бесконечно малыми функциями. 
Эквивалентные — значит равносильные.  

Приведём примеры эквивалентных бесконечно малых функций: 

,  

 
Действительно, так как мы показывали ранее, что 

 

(см. первый замечательный предел и 

его следствия). 

Теорема 1.4. Предел отношения двух бесконечно малых функ-
ций не изменится, если каждую или одну из них заменить эквива-

лентной ей бесконечно малой. 
Доказательство. 

Пусть и  при Тогда 

 

то есть  
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Понятно, что  

 
Теорема 1.5. Разность двух эквивалентных бесконечно 

малых функций есть бесконечно малая более высокого по-

рядка, чем каждая из них. 
Доказательство. 

Пусть  при Тогда 

 

аналогично  

Заметим, что обратное утверждение так же верно. 
 

Теорема 1.6. Сумма конечного числа бесконечно малых 

функций разных порядков эквивалентна слагаемому низ-
шего порядка. 

 
Доказательство. 

Докажем теорему для двух функций.  

Пусть  при  , причем  - б.м.ф. высшего 

порядка, чем  то есть   

Тогда  

  Следовательно,  при  
 Слагаемое, эквивалентное сумме бесконечно малых, назы-

вается главной частью этой суммы. Замена суммы б.м.ф. ее 
главной частью называется отбрасыванием бесконечно малых 

высшего порядка.  

 
Практическое применение бесконечно малых функ-

ций к вычислению пределов. 
Во многих задачах на вычисление пределов можно заменить не-

которую бесконечно малую функцию, эквивалентной бесконечно 

малой функцией, так как предел их отношения при этом не изме-
нится. Данное действие значительно упрощает решение задачи.  

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций. 
 Пусть  - бесконечно малая функция при .Запишем ос-

новные эквивалентные бесконечно малые функции в таблицу, 
которой очень удобно пользоваться при нахождении пределов. 

Замена производится на основе таблицы эквивалентных беско-

нечно малых функций: 
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Эквивалентность всех функций, указанных в таблице, доказыва-

ется, основываясь на равенстве . 

Замечание: если в таблице в качестве 
 взять ,то есть , получим: 

   

   

   

   

  
 

  
 

   

   

   

 
 

 

  

 
 

Пример 1.15. Вычислить пределы: 
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 а) б) в) г)
 .

 

Решение. 

а)1 способ (строим первый замечательный предел) 

Учитывая, что  имеем: 

 
2 способ (используем таблицу эквивалентных бесконечно 

малых функций) 
Учитывая, что при  имеем: 

 
б) 1 способ (воспользуемся следствием первого замеча-

тельного предела) 

 

Учитывая, что  , имеем: 

 
2 способ (используем таблицу эквивалентных бесконечно 

малых функций) 

Учитывая, что при  имеем: 

. 

в) 1 способ  

 

Учитывая, что , 

имеем: 

 

 
2 способ  

Учитывая, что  при  

имеем: 

 
 г) 1 способ: 

Учитывая, что  имеем: 
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2 способ  
Учитывая, что при  при так 

как б.м.ф. более низкого порядка,чем , 

действительно, ,поэтому имеем: 

 
 

Практическое вычисление пределов по теме: первый 

замечательный предел и его следствия. 
 

Пример 1.16. Вычислить пределы, заменяя бесконечно 
малые функции эквивалентными:  

а) б) в) г)  

д) е) ё)  

Решение. 

а) Так как  при ,то 
  имеем: 

 
б) Так как  при ,то 
  имеем: 

 

в) Так как  при ,то 

  

имеем: 

 
г) Так как  при ,то 

 имеем: 
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д) Учитывая, что , 

имеем: 

 
 

 

е)  

 

 

ё)  

 

 
 

Пример 1.17. Вычислить:  

а) б) в)  

г) д) е)  

Решение. 

а) Подставляем предельное значение, получаем неопреде-

лённость поскольку переменная относительно которой вычис-

ляется предел, не стремится к нулю для удобства сделаем под-

становку , предварительно преобразовав выражение 
под знаком предела имеем: 
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б) Так, как под знаком предела неопределённость с помо-

щью алгебраических преобразований перейдём к пределу вида  

и сделаем подстановку    учитывая, что 

 и : 

 

 

 
 

в) Преобразуем выражение под знаком предела и сделаем под-

становку   и учитывая, что 
,  

имеем: 

 

 

 
 

г) Преобразуем выражение под знаком предела и сделаем под-

становку   и учитывая, что и 

 имеем: 

  

 

 
д) Сделаем подстановку   и учитывая, что 

  
 , имеем: 
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е) Преобразуем выражение под знаком предела и сделаем под-

становку   и учитывая, что  

 , а имеем: 

 

 

 

 

 
 Практическое вычисление пределов по теме: второй заме-

чательный предел и его следствия. 

 

Пример 1.18. Вычислить: 

 а) ;б) в)   

г) д)  е) . 

Решение. 

а) Учитывая, что и ,при , 

имеем: 
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б) Учитывая, что ,при  имеем: 

 
 

в)  

 

г) Так как   

имеем: 

  

д) Так как  

 

 

 
е) Для начала избавимся от неопределённости в аргументах 

синуса и логарифма, для этого вынесем старшие степени: 

 

 

Таким образом, мы имеем дело с неопределённостью : 

  

Так как  

при  

при  имеем: 
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Задания для самостоятельного решения. 
2.Вычислить пределы от тригонометрических функций: 

 

1. 

 

16. 

 

2. 

 
 

17. 

 

3. 

 
 

18. 

 

4. 

 
 

19. 

 

5. 
 

 

20. 

 
 

6. 

 

 

21.  

 

7. 

 
 

22. 

 

8. 

 
 

23. 

 

9. 

 

24. 

 
10. 

 
 

25. 

 

11. 

 
 

26. 
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12. 

 
 

27. 

 
 

13. 
 

28. 

 
14. 

 

29. 

 
 

15. 

 

30. 

 
 

Ответы:  

2.1.2,25.2.2. 0,5.2.3.-6.2.4. 0,4.2.5.1. 2.6. -8.2.7. – 0,5.2.8. 2.9. 

 .2.10.  2.11. .2.12.  .2.13. . 2.14.10 .2.15.  .2.16. 
 
. 

2.17..0.2.18. .2.19. .2.20. .2.21. .2.22. .2.23. .2.24.4.2.25.  

2.26.- .2.27. . 2.28. .2.29. .2.30.1. 

3. Вычислить пределы: 

 

1. 

 

16. 

 
 

2. 
 

 

17. 

 

3. 

 

18. 
 

4. 

 
 

19. 

 

5. 

 
 

20. 
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6. 

 

 

21.  

 

7. 

 
 

22. 

 
 
 

 

8. 

 

23. 
 

9. 
 

 

24. 
 

 

10. 

 

25.  

 
 

11. 

 
 

26. 

 

12.  

 

27. 

 

13. 
 

 

28. 

 
 

14. 

 

29. 

 
15. 

 

30. 

 
 

Ответы:  

3.1. 3.2. .3.3. .3.4. . 3.5. 3.6. .3.7. .3.8. .  

3.9. .3.10.  3.11. 1.3.12. .3.13 . 3.14. .3.15.2 .3.16. 

.3.17. .3.18. .3.19.-1.3.20.-1.3.21.1.3.22. .3.23. . 

3.24. .3.25. .3.26. .3.27.  .3.28.2. 3.29. . 3.30.25. 
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1.11. Односторонние пределы. Непрерывность функ-
ции и точки разрыва. 

Если  при только при  (рис.6), то 

 называется пределом 

функции   в точке  слева.  

Обозначение: . 

Если  при только при 

(рис.6), то  назы-

вается пределом функции   в точке 

 справа. 
Обозначение: . 

 

 
Таким образом, под односторонним пре-

делом функции подразумевают «приближение» к предельной 
точке с одной стороны. 

Пределы функции слева и справа называются также одно-

сторонними пределами функции   в точке  

 

 

Непрерывность функции в точке. 

Пусть определена в некоторой окрестности точки . Функ-

ция называется непрерывной в точке  , если она опре-

делена в некоторой двусторонней окрестности этой точки, вклю-
чая и саму эту точку, и при этом 

 

Равенство (1.7) равносильно равенству (1.8) 
 

 
Функция называется непрерывной на проме-

жутке, если она непрерывна во всех точках этого промежутка. 
Другими словами, когда мы слышим термин «непрерыв-

 
Рис. 6 
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ная функция», мы представляют себе линию, которую можно 
начертить, не отрывая карандаша от бумаги. Примером, может 

служить график обычной параболы. 

Точки, в которых нарушается непрерывность функции, называют-

ся точками разрыва функции. 

Все точки разрыва функции разделяются на точки разрыва перво-

го и второго рода. 

 Точка разрыва  называется точкой разрыва первого рода  

функции  , если в этой точке существуют конечные преде-

лы функции слева и справа (односторонние пределы), то есть 
 

При этом: 
1)если , 

то точка называется точкой 

устранимого разрыва, то есть 

функция имеет устранимый разрыв 

первого рода в точке  , когда 

пределы справа и слева равны, но 

не равны значению функции в точке . Например, парабола, но 

с выколотой точкой (рис.7). 

Таким образом, функция в точке устранимого разрыва или не 

определена, или не равна предельному значению. 

Замечание: разрыв «устраним» в том смысле, что достаточно 

изменить (доопределить или переопределить) функцию, и функ-

ция станет непрерывной в точке . 

2) если , то точка  

 

 
            Рис. 7 
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называется точкой конечного разрыва, то есть функция имеет 

неустранимый (конечный) разрыв I 

рода в точке  , если пределы 

справа и слева не являются равны-

ми. Величину  называют 

скачком функции в точке разрыва 

I рода. 

Например, функция может 

быть определена на всей числовой прямой — и всё равно иметь 

точку разрыва (рис.8), в точке   происходит скачкообраз-

ное изменение, скачок функции равен 2. 

 

Точка разрыва  называется точкой разрыва второго рода 

функции , если хотя бы 

один из односторонних пределов 

(слева или справа) не существует 

или равен бесконечности. Напри-

мер, 

классическая гипербола , ко-

торая не определена в точ-
ке  , а график «уходит» в 

бесконечность в окрестности этой 

точки (рис.9). 

Таким образом, проблемы с непрерывностью возникают там, где 

функция «уходит» в бесконечность, либо меняется скачкообраз-

но, либо вообще не определена.  

Пример 1.19. Найти точки разрыва функций и исследовать их 

характер: 

 
Рис. 8 

 
Рис. 9 
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а) б)  

в)  

Решение. 
а) Для наглядности построим 

график заданной функции (рис.10). По 
определению функции непрерывной в 

точке: 

 
 

Функция непрерывна всюду, за исклю-

чением, возможно, точек  в 

которых происходит смена значений 

функции. 
Проверим на непрерывность точки 

-точки предполагаемого раз-

рыва. 

1) найдем значение функции в данной точке и одно-

сторонние пределы:  

 

 

 

Таким образом, следовательно, функция имеет 

конечный разрыв I рода в точке 
. 

2)  

 
 

 

 
Таким образом, следовательно, 

функция непрерывна в точке . 

б) Функция  не определена в точке  

 
Рис.10 
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Рассмотрим поведение функции в окрестности точки : 

 
то есть  

 
то есть  

Таким образом,  следовательно, 

-точка разрыва I рода, точка устранимого разрыва.  

в) Функция  не определена в точке  

Рассмотрим поведение функции в окрестности точки : 

 

 
Так как  следовательно, -точка разрыва II ро-

да.  

Пример 1.20. Найти, при каком значении  функция 

 будет непрерывна? 

Решение. 

 

Функция непрерывна всюду, за исключением точки в 

которой она не определена. 

Рассмотрим поведение функции в окрестности точки 

:   

Поскольку, мы имеем дело с неопределённостью  ,то для 

её раскрытия, раскладываем числитель и знаменатель функции 
под знаком предела на множители: 
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то есть  

 
 то есть   

 
Для того, чтобы функция была непрерывна необходимо, 

чтобы  

 

В нашем случае, следовательно,  

Таким образом, при   функция непрерывна и имеет 

вид: . 

 

Пример 1.21. Найти, при каком значении  функция 

 непрерывна. 

Решение. 

Функция непрерывна при ,  

Исследуем точки  и . 

1) , 

 

 
 для того, чтобы исходная функции 

была непрерывности в точке  должно выполняться равен-

ство: 

 следовательно, условие непрерывности 

функции в точке  имеет вид:  

2)  

 

 

 
 Для того, чтобы исходная функции была непрерывна в 
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точке  должно выполняться равенство 

следовательно, условие не-

прерывности функции в точке  имеет вид: . 

Получаем следующую систему:  

Таким образом, искомая функция имеет вид: 

 
Задания для самостоятельного решения. 

4.Найти точки разрыва функций и исследовать их харак-
тер (1)-(10); найти, при каком выборе параметров функ-

ция  будет непрерывной (12)-(15). 

1. 
 

 

2. 

 
 

3. 
 

4. 

 
5. 

 
6. 

 
7. 

 
8. 

 
9. 

 
 

10. 
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11. 

 
 

12. 

 
 

13. 

 

14. 

 
 

15. 

 
 

Ответы:  

4.1. - точка разрыва II рода.4.2.  -точка разры-

ва I рода, точка конечного разрыва.4.3. - точки раз-

рыва II рода . 4.4. -точка разрыва I рода, точка устранимо-

го разрыва. 4.5.   -точка разрыва I рода, точка конечного 

разрыва.  4.6.  -точка разрыва I рода, точка устранимого 

разрыва. 4.7. - точка разрыва II рода. 4.8.  - точка 

разрыва II рода.4.9.  -точка разрыва I рода, точка устрани-

мого разрыва. 4.10. -точка разрыва I рода, точка устранимо-

го разрыва;  - точка разрыва II рода.  4.11.  -точка 

разрыва I рода, точка конечного разрыва. 4.12.  . 4.13. 

. 4.14. . 4.15. . 
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ГЛАВА 2. ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ. 

В дифференциальном исчислении изучаются понятия про-

изводной и дифференциала, и способы их применения к исследо-

ванию функций. Понятие производной широко используется при 
решении целого ряда задач физики, математики и других наук, в 

особенности при изучении скорости разных процессов. 

2.1. Определение производной, её геометрический и 
физический смысл. Уравнение касательной и норма-

ли к графику функции. 

Производной функции в точке   

 называется конечный предел отношения приращения 
функции  к приращению аргумента , при условии, что при-

ращение аргумента стремится к нулю (рис.11), то есть 

 

Обозначение:  

Наряду с обозначением  
для производной употребляются и 

другие обозначения, напри-

мер, . 

Процесс нахождения произ-

водной будем называть диффе-

ренцированием. 
 

Геометрический смысл произ-
водной. 

Рассмотрим функцию которая определена и непре-

рывна на некотором интервале, зафиксируем точку   

(рис.11). 

Зададим аргументу  функции  приращение  в точке то 

есть ,получим точку  

Приращение аргумента  повлекло за собой приращение 
функции: 

, (функция, возрастающая на 
данном промежутке). Через точки проведём секущую ,угол 

наклона секущей к оси  обозначим через : 

 
Рис. 11 
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Рассмотрим прямоугольный треугольник  и 

угол ,  . 

Если (медленно двигаемся к точке , уменьшая 

приращение ,при этом точка  будет приближаться к 
точке , в результате секущая  будет стремится занять поло-

жение касательной  , угол наклона  секущей  будет стре-
миться к углу наклона касатель-
ной ,следовательно  

Таким образом, 

. 

 

Итак, производная функции  в точке  равна уг-

ловому коэффициенту касательной, проведенной к гра-
фику функции в точке с абсциссой ,то  есть 

 
 

Равенство (2.2) отражает геометрический смысл производ-
ной. 

Уравнение касательной и нормали к графику функции. 

Напишем уравнение касательной к 
графику функции. Если точка касания  

имеет координаты  (рис.12), то 
угловой коэффициент касательной ра-

вен .  

 
Используя уравнением прямой, про-

ходящей через заданную точку   с 
угловым коэффициентом ( 

, можно записать урав-

нение касательной:  
(2.3) 

Напишем уравнение нормали: 
Прямая, перпендикулярная касательной в точке касания, 

называется нормалью графика. 
Так как нормаль перпендикулярна касательной, то ее угло-

вой коэффициент имеет вид: 

 

 
Поэтому уравнение нормали имеет вид (2.4): 

 
Рис.12 
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(2.4) 

 

Пример 2.1. Исходя из определения, найти производную 
функции . 

Решение. 
Функция определена и непрерывна в любой точке 

числовой прямой. 

Придадим аргументу функции в точке  приращение . 
Тогда соответствующее приращение величины  имеет вид: 

 

,  

то есть ,разделив обе части полученно-

го равенства на  и переходя к пределу при ,учитывая, 

что   имеем: 

,  

 

 

Таким образом, . 
 

Пример 2.2. Составить уравнение касательной и нормали к 
кривой   в точке с абсциссой  

Решение. 
Чтобы справиться с поставленной задачей, найдём значе-

ние исходной функции и её производной в точке : 

 
         ; 

 
Уравнение касательной имеет вид: 

, или, что то же самое 

; 
В нашем случая, имеем: 

 
или - уравнение касательной к кри-

вой   в точке с абсциссой  
Уравнение нормали имеет вид: 

, или, что то же самое 
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 или - уравнение нормали  к кривой 

  в точке с абсциссой  
 

 
Физический смысл производной. 

 Рассмотрим задачу о 

скорости движения. Пусть 
точка движется вдоль пря-

мой и известна зависимость 
  пройденного пути 

от времени  (рис. 13).  
Средняя скорость 

движения на интервале времени , равна отношению 

пройденного за это время пути   к промежутку времени  : 

.  

Чем меньше , тем лучше средняя скорость характеризует 

движение. Мгновенной скоростью в момент времени  называет-
ся предел средней скорости за промежуток от до   при 

 

 
Учитывая, что   равенство (2.5) мож-

но записать в виде (2.6): 

 

Таким образом, скорость движения точки в момент времени 
 – это предел отношения приращения пути  (функции) к 

приращению времени  (аргумента), при стремлении прираще-

ния времени  (аргумента) к нулю. 
То есть, первая производная функции — это мгновенная 

скорость изменения любого процесса. 
 

Замечание: выше было установлено, что если точка дви-

жется прямолинейно по закону , (где  – путь,   – вре-

 

Рис. 13 
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мя), то   – скорость изменения пути в момент времени . 
Следовательно,   

– скорость изменения скорости или 

ускорение точки в момент времени   
 

Пример 2.3. Найти скорость движения точки в момент 
времени при прямолинейном движении точки  

Решение. 
Исходя из физического смысла производной понимаем, что 

скорость движения точки в момент времени  равна производной 

от пути, то есть вычисляется по формуле: 

 
При  имеем:  

 

2.2. Дифференцируемость функции. Связь между 
дифференцируемостью и непрерывностью функции. 

Если функция  имеет производную в точке  , то 
есть если существует предел (2.1), то будем говорить, что функ-

ция  дифференцируема в точке . 
 

Теорема 2.1. Если функция дифференцируема в некоторой 
точке, то она непрерывна в ней. 

Доказательство 

Пусть функция дифференцируема в некоторой точке . 

Следовательно, существует предел Отсюда, по 

теореме о связи функции, ее предела и бесконечно малой функ-
ции (если функция имеет предел, то разность между функцией и 

значением предела этой функции есть функция бесконечно ма-
лая), имеем:  

если ,то , то есть, 

 

  где  при . 

Умножив обе части полученного равенства на  и переходя к 
пределу в обеих частях равенства, при   получим: 

 

 
Таким образом, . А это и означает, что функция 

 непрерывна в точке .  
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Замечание: обратная теорема неверна, то есть непрерыв-

ная функция может и не иметь производной в точке. Дифферен-

цируемость сильнее свойства непрерывности. Рассмотрим эту си-
туацию на примере 2.4. 

 
Пример 2.4. Существует ли производная в точке  для 

функции ,при . 
Решение. 

Хорошо известно, что данная 

функция  (рис.14) 

является непрерывной в точ-
ке  

Вычислим левый и правый одно-
сторонний пределы данной функции при 

, : 

 
.  

Так как , убеждаемся, что функ-

ция  непрерывна в точке . 

 

Покажем, что в точке    производная не существует: 

 
 

 
 

Предел слева и справа различны, поэтому  не суще-

ствует, следовательно производная функции в точке  

не существует. 
 

2.3. Основные правила дифференцирования. 

Пусть   и  – дифференцируемые функции, 

тогда справедливы следующие утверждения: 
1)Производная суммы (разности) двух функций равна сум-

ме (разности) производных, то есть 

 
Рис. 14 
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Замечание: данное правило справедливо для любого ко-

нечного числа слагаемых, то есть 

 
2)Производная произведения двух функций равна произве-

дению первого сомножителя на второй плюс произведение перво-
го сомножителя на производную второго, то есть 

 
Следствие. Постоянный множитель можно выносить за 

знак производной, то есть  

Действительно, если где  ,то учиты-
вая, что  и правило дифференцирования произведения 

функций имеем: 
; 

3)Производная частного двух функций , если   

равна дроби, числитель которой есть разность произведений зна-

менателя дроби на производную числителя и числителя дроби на 

производную знаменателя, а знаменатель есть квадрат исходного 
знаменателя, то есть 

, ; 

 

Все эти правила вытекают из определения производной. 
Докажем, например, первое и второе утверждение.  

Обозначим через  приращение функции   и 

 при переходе от точки  к близкой точке  
1) ; 

Если ,то значению  соответствует значение 
, а значению  соответствует значение 

 , тогда 

 

 
. 

Следовательно, 

 

 

. 

2)  

,  
тогда 
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Аналогично доказываются остальные утверждения. 
 

2.4. Производная обратной функции. 

Теорема 2.2.Пусть функция  непрерывна и строго 

монотонна (возрастает или убывает) на некотором множестве  
Если функция   имеет в точке  отличную от нуля 

производную   , то и обратная ей функция имеет 

в соответствующей точке  производную , причем: 

 (2.7) 

Доказательство. 
Так как функция   непрерывна и строго монотонна, 

то обратная ей функция  непрерывна и строго монотонна. 

Дадим переменной  приращение . Соответствующее прираще-
ние   обратной функции также не равно нулю вследствие стро-

гой монотонности и  при . 

вследствие чего, имеем:  

 
то есть  

Данную формулу можно записать в виде . 

Пример 2.5. Пользуясь правилом дифференцирования об-

ратной функции, показать, что:  

а) ;б)  

Решение. 

а) Разрешим данное равенство  относительно  

функция  где -является обратной функцией для 
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функции .  
По теореме о производной обратной функции имеем: 

 

Так как, при получим: 

 
Таким образом, . 

Аналогично доказывается, что . 

б) Разрешим данное равенство  относительно  

функция где -является обратной функцией 

для функции .  
По теореме о производной обратной функции имеем: 

   

Таким образом, . 

Аналогично доказывается, что  

 

Пример 2.6. Пользуясь правилом дифференцирования об-

ратной функции, найти производную  для функции  

Решение. 

Разрешим данное равенство относительно   

 

 

 
По теореме о производной обратной функции имеем: 

 
 

2.5. Производные элементарных функций. 

Запишем производные основных элементарных функций в 
таблицу. 

Таблица основных элементарных функций. 

1.  
2.  
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3.  
 

4.  
5. 

 

 
 

6. 

 
7.  
8.  
9. 

 
10. 

 
11. 

 
12. 

 
13. 

 
14. 

 
 

Используя определение производной, найдем производные 
некоторых элементарных функций из таблицы, например,1),6),7). 

1) . 
Значениям аргументов  и  соответствует одно и то 

же значение функции .Поэтому 

 
6)  

Покажем, что .Значениям аргументов  и  

соответствуют значение функ-
ции , , следовательно, 
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 то есть  

7)    
 
Так как то значениям аргументов   и  

соответствуют значение функций и 
, соответственно, учитывая, что 

 имеем: 

 

 

 

 

, то есть 

.  

Пример 2.7. Доказать, что  и . 

Решение. 
 

 

 

 

 
 

    Пример 2.8. Доказать, что  . 

Решение. 
Переходя к новому основанию по формуле 

  и учитывая, что   имеем: 
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. 

 

Пример 2.9. Найти производную функции: 

 а)  б) в)  г)  

д)  

Решение. 

а) Функция представляет собой сумму функций, следовательно, 

 

 
б) Для упрощения решения преобразуем исходную функцию: 

 
Найдём производную: 

 

 
в) Функция под знаком производной представляет собой произ-

ведение двух элементарных функций, поэтому применяя формулу 
производной произведения имеем:  

 

. 

 
г) Применяя формулу производной частного, имеем:  

 

 
 

д)  
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2.6. Производная сложной функции. 

Пусть  ,где ,тогда -сложная 

функция с промежуточным аргументом   и независимым аргу-

ментом  . 
Таким образом, сложная функция представляет собой ком-

позицию из нескольких простых функций , то есть функцию от 
функции. В нашем случае -называется внутренней функ-

цией, а -внешней функцией. 

Например, -сложная функция, где - 

внутренняя функция, -внешняя функция. 

Теорема 2.3. Если функция  имеет производную  в 

точке ,а функция  имеет производную  в точке ,то 

сложная функция  имеет производную  в точке 

,которая вычисляется по формуле 

 (2.8) 

Доказательство. 

По определению производной  

По теореме о связи функции, ее предела и бесконечно малой 
функции (если функция имеет предел, то разность между функ-

цией и значением предела этой функции есть функция бесконеч-
но малая), имеем:  

при  

Умножим обе части данного равенства на  

 

Учитывая, что  , следовательно  

или где  при .  

Таким образом, имеем: 
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; 

; 

Переходя к пределу при   получим: 

. 

Таким образом, производная сложной функции равна про-
изведению производной внешней функции на производ-

ную внутренней функции. 
 

Замечание: это правило может быть распространено на 

случай сложной функции, составленной из произвольного числа 
дифференцируемых функций. 

 
Таблица производных сложных функций. 

Используя формулу (2.8), то есть при где  
таблицу производных основных элементарных функций (получен-

ную ранее) можно переписать в следующем виде: 
. 

1.  
2.  

 

3.  
4. 

 
5. 

 
6.  
7.  
8. 

 
9. 

 
10. 

 
11. 

 
12. 
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13. 

 
 

 
Пример 2.10. Найти производную функции: 

а) б) в) г) д)  

Решение. 

а) Функция  является сложной, где  - 
внутренняя функция, для нахождения производной воспользуемся 

формулой : 

 
б) Функция сложная  ,где - внутренняя функция, 

воспользуемся формулой : 

 
в) Применяя правило нахождения производной сложной-

показательной функции  имеем:  

   

 
г) Воспользуемся формулой : 

   

 
д) Для упрощения решения преобразуем данную функцию, ис-

пользуя свойства логарифмов  и : 

 
Находим производную: 

 

 
 
Пример 2.11. Найти производные первого порядка функций: 

а) б) в)  

г) д)   
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Решение. 

а)  

 
 

б) 

 

 

 
в)  

 

 
г)  

 
 

 

 
 

д)  

 
 

2.7. Логарифмическое дифференцирование. 

В ряде случаев для нахождения производной необходимо 

заданную функцию сначала прологарифмировать, а затем про-

дифференцировать-такую операцию называют логарифмиче-
ским дифференцированием. К числу функций, производные 

которых находят, логарифмическим дифференцированием отно-
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сятся степенно-показательные функции 
,где ,то есть функции основание и показа-

тель степени которых зависят от .Рассмотрим, как находить про-

изводную данной функции: 
1)Логарифмируем обе части равенства  

 
 

2)Продифференцируем полученное равенство: 
; 

 

 
учитывая, что имеем: 

 
Пример 2.12. Найти если: 

а) б) в)  

Решение. 
а) Основание и показатель степени функции  

зависят от  поэтому применяем логарифмическое дифференци-
рование: 

прологарифмируем обе части равенства : 

 
 

Продифференцируем полученное равенство по  учитывая, 
что  то есть  – сложная функция: 

 

 

 

 

 

б) - данная функция является степенно-

показательной. 
 Найдем ее производную, для этого прологарифмируем обе 

части исходного равенства:  
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Продифференцируем полученное равенство: 

 

 

 

 

 
Замечание: метод логарифмического дифференцирования 

полезно также применять в случаях, когда это приводит к упро-
щению вычислений, при нахождении производной функции. 

в) Данную функцию (в силу громоздкости стандартного 

дифференцирования) удобно найти при помощи логарифмическо-
го дифференцирования. 

 Логарифмируем исходное равенство  

; 

Упростим правую часть полученного равенства, используя 
свойства логарифмов 

 

 

 
 то есть 

  

Продифференцируем полученное равенство по  
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2.8. Дифференциал функции и его связь с производ-
ной. 

Пусть функция определена и дифференцируема в неко-

торой окрестности точки .Следовательно, существует  

 ,  прира-

щение аргумента;  прира-
щение функции в точке   со-

ответствующее приращению 
аргумента  

 
 

По теореме о связи между 

функцией, ее пределом и бес-
конечно малой функцией: 

 
 

  , где бесконечно ма-

лая функция при .Отсюда, 

 
 при ,следовательно, 

 

Таким образом, приращение функции   представляет со-
бой сумму двух слагаемых  и , являющихся беско-

нечно малыми при . При этом первое слагаемое есть бес-

конечно малая функция одного порядка с  , так как 

, а второе слагаемое  есть беско-

нечно малая функция более высокого порядка, чем  ,так 

как . 

Поэтому первое слагаемое  называют главной 
частью приращения функции   

Дифференциалом функции  в точке  называется 
главная часть ее приращения, равная произведению производной 

функции на приращение аргумента. 
 Обозначение: . 

 Таким образом, выражение для дифференциала имеет вид:  

 (2.10), где   . 
Поэтому формулу (2.10) можно записать в виде (2.11): 

(2.11). 

 
       Рис.15 
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Итак, задача вычисления дифференциала функции сводится 

к задаче вычисления производной этой функции. 

 
Свойства дифференциалов. 

Если функции  и  дифференцируемы в точке ,то 
их дифференциалы обладают следующими свойствами: 

     1)  

2)  

3)  

4)  

       5)  

 

Пример 2.13. Найти дифференциал  функции:  

а) б) в)   

Решение. 
а) Так как  задача вычисления дифференциала 

функции сводится к вычислению  

 

 

 
Таким образом, . 

б)  

 
следовательно, 

 
 

в)   

, следовательно, 

 
 
Пример 2.14. Найти дифференциал функции 
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 . Вычислить  при . 

Решение. 

тогда    

Подставив  и , получим: 

 
 

2.9. Дифференцирование неявных и параметрически 
заданных функций. 

Дифференцирование неявно заданных функций. 

Если функция задана уравнением , разрешённым 

относительно ,то  мы имеем дело с функцией, заданной в явном 
виде (явной функцией). 

Под неявным заданием функции  понимают задание 
функции уравнением 

, 

 
 то есть уравнением не разрешённым относительно   

Например, -явно заданная функция,  
-неявно заданная функция, где  

. 
Замечание: всякую явно заданную функцию мож-

но записать как неявную, с помощью уравнения ,но не 

всегда можно сделать обратное действие. Например, от явного 
задания функции  можно перейти к неявному заданию 

функции   неявное уравнение  невозмож-
но разрешить относительно то есть получить в явном виде. 

 

Правило нахождения производной неявной функции. 
 Для нахождения производной неявной функции необходи-

мо: 
1)Продифференцировать обе части уравнения  по 

,учитывая, что  

 
3) Выразить  из полученного уравнения, то есть найти 

. 

 
Пример 2.15. Найти для функций: 
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а) б) ; 

в) . 

Решение. 
а) Функция задана неявно, уравнением 

, где  применяя правила 
нахождения производной неявной функции, имеем: 

1)Дифференцируем обе части уравнения  по переменной  

 
Учитывая, что  найдём производную : 

 
таким образом, имеем: 

 
 

2) Разрешим полученное уравнение относительно  

 
 

. 

б) Функция задана неявно, уравнением , где 

. 

1)Продифференцируем обе части уравнения  по пе-
ременной  

, 
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. 

 
в) , 

 
 

 
 

 

 

 
 
Пример 2.16. Найти производную функции 

 в точке . 

Решение. 
Для начала найдём  поскольку исходная функция задана 

неявно, уравнением , воспользуем-

ся правилом дифференцирования неявных функций: 
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Найдём значение производной функции в точке  

 
 
Дифференцирование параметрически заданных функций. 

Функция задана параметрически уравнения-

ми , вспомогательная переменная-параметр. 

Например, для функции заданной параметрически уравне-

ниями найдём зависимость  от .Из уравнения  

,находим , подставляем в уравнение  

получим . 
Найдём производную функции заданной параметриче-

ски ,считая , что функции  имеют производные 

и что  имеет обратную функцию , как известно, 

производная обратной функции равна .  

Функция - сложная, так как , по-

этому , то есть 

 (2.13) 

 
Замечание: формула (2.13) позволяет находить производ-

ную от функции, заданной параметрически, не находя непосред-
ственной зависимости   от . 

 
Пример 2.17. Найти производную для функций: 
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a) б) ;в)   

Решение. 

a) Функция задана параметрически, так как 

поэтому  

, 

 

следовательно,  

 

б) Учитывая, что  имеем: 

 

 
Таким образом,  

в)
 

:
 
 

 
,  

 
следовательно,  

 

Задания для самостоятельного решения. 

 5.Вычислить производную функции: 

1. 

 

11. 
 

2. 

 

12. 
 

3. 
 

13.  

4.  14.  
5.  15.  
6.  16.  
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7.  17.  
8.  18. 

 
9. 

 
19.  

10. 

 

20.  

Ответы: 

5.1. .5.2.    

5.3. 5.4.  

5.5. . 5.6. 5.7.  

5.8. .5.9. . 5.10. . 

5.11. .5.12. . 

5.13.  

5.14.  

5.15. . 

5.16. .5.17.  

5.18. 5.19.  

5.20. . 

   6. Вычислить производную функции: 

1.  11. 

 
2. 

 
12. 

 
3.  13. 

 
4.  14. 

 
5.  15. 
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6.  16. 

 
7.  17. 

 
8.  18. 

 
9.  19. 

 
10.  20.   

 

Ответы: 

6.1. .6.2. 6.3.  

6.4. .6.5. 6.6.  

6.7. .6.8. .6.9.  

          6.10. 6.11.  

         6.12. .6.13. .6.14.  

         6.15. 6.16. 6.17.  

         6.18. 6.19. 6.20.  

2.10. Производные и дифференциалы высших по-
рядков. 

Производные высших порядков — это производные порядка 

выше первого. Чтобы найти производные высших порядков, необ-
ходимо выполнять дифференцирование несколько раз.  

 
Производные и дифференциалы высших порядков 

явно заданной функции. 

Функция , -независимая переменная, 

-производная первого порядка или ,где 

дифференциал первого порядка; 
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Производная второго порядка (вторая производная) определяется 
как производная от первой производной, то есть про-

изводная второго порядка или , где 

 
. 

Таким образом, (2.14)- дифференциал второго 

порядка для функции . 

 
Рассуждая аналогично, получим формулу для вычисления произ-

водной и дифференциала го порядка: 

 - или  

(2.15)-дифференциал го порядка. 
 

Пример 2.18. Для следующих функций найти производные 
и дифференциалы первого и второго порядка: 

 а) ;б) ;в)  

г)  

Решение. 
а) Для начала найдём первую производную функции 

 : 

 

 

Подставляя   в формулу для вычисле-

ния дифференциала  первого порядка, получим: 

  дифференциал первого порядка 

функции  

Найдём : 

  . 

Подставляя  

в формулу  ,имеем: 

- дифференциал второго порядка 

исходной функции. 
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б) Найдём : 

 
Подставляя  в формулу для  

вычисления дифференциала  ,получим: 
дифференциал первого порядка функции 

. 
Найдём : 

 
Подставляя  

в формулу  ,получим: 
- дифференциал второго порядка ис-

ходной функции. 

в) Найдём  и : 

 

,следовательно, 

. 

Для того, чтобы упростить вычисление второй производной 

преобразуем полученную производную первого порядка: 

 

 

 

 

        следовательно, 

 
 

г)   

 

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 86 

 

 

 

 

 
 

Пример 2.19. Для следующих функций найти производные 

и дифференциалы го порядка  

а) б) в)  

Решение. 

а)   

 
 

 
Следовательно,  

б)  

     
 

 
 

 
Остановимся на вычислении первых трёх производных, так 

как уже можно выявить некоторую закономерность: 

 
Следовательно,   
Проверим правильность полученной формулы: 

при получим  
верно; 

при имеем верно и так далее. 

в)   
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Учитывая, что  

 имеем:   . 

Следовательно,  

Правильность полученной формулы проверьте самостоя-

тельно. 
Производные высших порядков, неявно заданной 

функции. 
Продифференцировав по  первую производную, получим 

вторую производную от неявной функции. В неё войдут 

и .Подставляя найденное значение  в выражение второй 
производной, находим выражение через  

Аналогично, находится третья производная и так далее. 
Пусть функция   задана неявно равенством 

. Чтобы найти производную, продифференцируем обе 

части этого равенства: , считая, что   есть 

функция от  , используя правило дифференцирования сложной 

функции. Затем из получившегося равенства выразим производ-
ную . 

Для того, чтобы найти производную второго порядка, про-
дифференцируем равенство , 

считая, что   есть функция, зависящая от переменной  

,получим . 
 Подставляя найденную ранее производную первого поряд-

ка ,в полученное равенство окончательно имеем: 

 
Аналогично, находится третья производная и так далее. 

Пример 2.20. Найти первую и вторую   производную функции:  

а) б) ;в)  

Решение. 
а) Функция задана неявно, уравнением , 

где  

Продифференцируем обе части уравнения   по 
переменной  и найдём  

 
         , 

, 
, 
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Для нахождения второй производной продифференцируем 

полученное равенство по : 

, 

 исключая  из данного равенства, 

получим: 

 

Таким образом,  

 

б) Дифференцируя обе части уравнения  по пе-
ременной  имеем:  

, 

, 

 

 
 

 

 

 

 

учитывая, что  имеем:     

 
 
в)  
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, 

  

 

 
 

 
 

Производные высших порядков, параметрически за-

данной функции. 
Пусть функция задана параметрически уравнения-

ми ,нам известно, что  

Найдем её производную, то есть вторую производную от 
функции, заданной параметрически, применяя правила диффе-

ренцирования сложной и обратной функций имеем: 

 

Аналогично, находится третья производная и так далее, то есть 

 
 

  (2.16) 

. 

Пример 2.21. Найти первую, вторую и третью производ-

ную параметрически заданной функции . 

Решение. 

Функция задана параметрически, поэтому  находим по со-

ответствующей формуле : 

,  
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следовательно,  

Найдём вторую производную: 
 

 
Найдём третью производную: 

          

 
Пример 2.22. Найти первую, вторую производную пара-

метрически заданной функции: 

а) ;б) ; в)  

 
Решение. 

а) Функция задана параметрически, вычислим по  

формуле  

 

  

Таким образом, 

; 

Найдём вторую производную  

 

 
б) Вычислим   

 

 

 
  

Таким образом, 

; 

 

Найдём вторую производную: 
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в) Найдём  

 

 
 . 

 

Таким образом, 

  

 

Найдём вторую производную , так как 

 
 

 имеем: 

 

 
 

Задания для самостоятельного решения. 
7. Для данных функций найти: 

(1)-(7) первую и вторую производные, и дифференциалы 

первого и второго порядка;(8) -(10) производную  го 
порядка;(11) -(20) первую и вторую производные: 

1. 
 

11. 
 

2. 
 

12. 
 

3. 
 

13. 
 

4. 

 

14. 
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5. 
 

15. 

 

6. 
 

16. 

 

7. 
 

17. 

 

8. 
 

18. 

 

9. 
 

19. 

 

10. 
 

20.   

 

Ответы:  

7.1. , ; 

 

7.2. , ;  

7.3. , ; 

 7.4. , ; 

7.5 , ;

7.6. , ; 

 7.7.   

7.8.  .7.9. . 

7.10. 7.11. .7.12. . 

7.13.
 

7.14.  

7.15. 7.16. ,  

7.17. .7.18. . 
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7.19.  7.20.  

 

2.11. Некоторые теоремы о дифференцируемых 
функциях. 

Теорема 2.4.(Теорема Ферма): если функция   дифферен-

цируема на , -точка экстремума, тогда   .  
Теорема Ферма имеет следующий геометрический смысл 

(рис.16): если во внутренней 
точке промежутка функция при-

нимает наибольшее (наимень-

шее) значение и в этой точке су-
ществует касательная, то эта ка-

сательная параллельна оси .  
 

 
 

Теорема 2.5.(Теорема Рол-

ля):пусть функция   непре-
рывна на отрезке , диффе-

ренцируема на интервале   
и принимает на концах отрезка 

равные значения: 

.Тогда найдется точ-
ка  , в которой   

. 
 Теорема Ролля имеет следующий геометрический смысл 

(рис.17): на графике функции, удовлетворяющей условиям тео-

ремы, найдется точка, в которой касательная параллельна оси   
 

Теорема 2.6.(Теорема Ла-
гранжа): пусть функция    не-

прерывна на отрезке     и диф-
ференцируема на интервале . 

Тогда найдется точка  , в ко-

торой  

(2.17) 

 

 Теорема Лагранжа имеет следующий геометрический 
смысл (рис.18): на графике дифференцируемой функции найдется 

 
Рис.16 

 
Рис. 17 

 
Рис. 18 
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точка, в которой касательная параллельна хорде  То есть, 

 где – угловой коэффици-

ент хорды . Имеет место формула: 

(2.18), 
которая так же, как и формула (2.17), называется форму-

лой Лагранжа, или формулой конечных приращений. 
 

Теорема 2.7.(Теорема Коши): пусть функция   и   не-

прерывны на отрезке     и дифференцируемы на интервале 
  . Тогда найдется точка  , для которой: 

 (2.19) 

Формула (2.19) называется формулой Коши.  
 Теорема Лагранжа является частным случаем теоремы Ко-

ши при . 

2.12. Правило Лопиталя. 

Правило Лопиталя применяется при вычислении пределов, 

для раскрытия неопределённостей вида , . 

Теорема 2.8. (Теорема Лопиталя). Пусть функции   и   
определены и дифференцируемы в окрестности точки   и  об-
ращаются в ноль в этой точке:  причем,  

 в указанной окрестности. Тогда, если существует (ко-

нечный или бесконечный) предел , то и ,то 

есть 

(2.20) 

Доказательство. 
Рассмотрим случай, когда . Руковод-

ствуясь соображениями непрерывности, до определим функции    
и  в точке  :  . Тогда эти функции будут не-

прерывны в точке  . Применяя теорему Коши, получим:  

где . 

Поскольку существует предел 

,то так как  имеем: 
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. 
 

Теорема доказана. 

Замечание: если при решении примера после применения 
правила Лопиталя попытка вычислить предел опять приводит к 

неопределенности, то правило Лопиталя может быть применено 
второй раз, третий и так далее пока неопределенность не уйдёт.  

 

Пример 2.23. Используя правило Лопиталя вычислить предел: 

а) ; б)  ;в) ;г)  ; 

д) е)  

Решение. 
 

а) Подставляя предельное значение, получаем неопреде-

ленность вида   . Функции ,  

входящие в числитель и знаменатель дроби удовлетворяют тре-

бованиям теоремы Лопиталя. Применяя правило Лопиталя, име-

ем: 
 

 

 

 
 

б) Вычисляя предел получаем неопределенность вида   . 

Функции ,  входящие в числитель и знамена-
тель дроби соответственно удовлетворяют требованиям теоремы 

Лопиталя: . 

Применяя правило Лопиталя имеем: 
 

  

в)  
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г)  

 

 

 

д)  

 

 
е) Непосредственное использование правило Лопиталя 

привело бы к громоздким вычислениям, так как в знаменателе 

надо находить производную произведения. Значительно проще 

заменить бесконечно малые функции на эквивалентные (при 
  и уже затем применять правило Лопи-

таля, в результате получим: 

 

 
 
Замечание:  

1) В случае неопределённости вида или   необ-

ходимо с помощью тождественных преобразований перей-

ти к пределам вида  или  и только потом применять 

правило Лопиталя; 

2)  В случае неопределённостей вида следует 

учитывая, что ,перейти от предела ви-

да  к пределу , и найти предел 

степени(логарифма 
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), то есть 

 
 

Пример 2.24. Используя правило Лопиталя вычислить предел:  

а)  б) в)  

г) д) ;е)  . 

 

Решение. 

а)  

 

 
 
б)  

 

 

 

 

в)  

 
 

 

 

 

г)  
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д)  

,  
найдём предел степени: 

 

 

 
Таким образом,  

     е)  

Найдем предел степени: 

 

 

Таким образом, . 

Задания для самостоятельного решения. 
8.Используя правило Лопиталя вычислить пределы: 

1. 

 

11. 

 
2. 

 
12. 

 
3. 

 

13. 
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4. 

 

14. 
 

5. 

 

15. 
 

6. 
 

16. 
 

7. 
 

17. 
 

8. 

 

18. 
 

9. 

 

19. 
 

10. 

 

20. 
 

Ответы: 

8.1. .8.2.0.8.3. .8.4.1.8.5. 8.6. 8.7. 8.8.1.8.9.0. 

8.10. 8.11. .8.12. 8.13. .8.14.1.8.15. 8.16.0. 

8.17.1.8.18. 8.19.1.8.20.0. 

2.13. Формула Тейлора. 

Пусть функция  определена на интервале    и имеет 

в точке  производные до порядка  включительно, тогда 

при  имеем: 

 

   или кратко 

(2.21) 

 

Формулу (2.21) называют формулой Тейлора n -го по-

рядка с остаточным членом в форме Пеано. 

Если в формуле (2.21) положить то получим форму-

лу Маклорена (2.22):  
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   или кратко 

 

Приведем разложения в ряды Маклорена (степенные ряды) 

элементарных функций с указанием области сходимости соответ-

ствующих рядов. 

1)  

; 

Действительно, для функции имеем: 

 

 

 
   Поэтому по формуле Маклорена  

 
 

  имеем:  

; 

2)  

; 

Действительно, для функции : 

 
 

 

 
Заметим, что при четных   производ-

ная , а при нечетных   . 

По формуле , по-

лучим: 
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Аналогично выводятся формулы, представленные ниже. 

3)  

 
 

4)  

; 

5)  

 

6)  

 

; 

7)  

. 

 
Формула Тейлора и Маклорена имеют разнообразные при-

ложения. Ограничимся применением их для раскрытия неопреде-
лённостей при вычислении пределов и приближённого расчёта 

значений функций. 

 
Пример 2.25. Разложить функцию в 

ряд Тейлора в окрестности точки  
Решение. 

 Формула Тейлора имеет вид: 
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В нашем случае для функции 
имеем: 

 

 
 

 
подставляя полученные значения в фор-

мулу Тейлора 

 

  , имеем: 

 

 
Итак, разложение исходной функции в ряд Тейлора по сте-

пеням  имеет вид: 

 

Пример 2.26. Вычислить пределы, используя разложение в 
ряды Тейлора и Маклорена:  

a) б) в)  

Решение. 

а) Воспользуемся следующим разложением: 

 

  

 
б) Воспользуемся разложением:  
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в)  

следовательно, 

 

 

  

 
 

Пример 2.27. Найти число  с точностью до 0,001. 
Решение.  

Выпишем формулу Маклорена для функции  

. 

Положим  

 

 
 
Для нахождения  с точностью 0,001 определим количество 

слагаемых из условия, что остаточный член меньше 0,001, по-

скольку то 

 

 
 

2.14. Исследование функций и построение гра-
фиков. 

Монотонность функции. Признаки монотонности. 

Напомним определения монотонных функций. 

Функция называется возрастающей (убывающей) на 
отрезке  , если для любых  ,удовлетворяющих 

условию ,справедливо неравенство  
. 

Возрастающие, убывающие функции называются монотон-
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ными. 
 Пусть функция  дифференцируема на отрезке  В 

этом случае: 

1)если  для всех значений то функция   
возрастает на отрезке  

2)если  для всех значений то функция   
убывает на отрезке  

 
Замечание: в определении возрастающей   и убывающей 

знаки неравенства между значениями функции могут быть не-

строгими. При этом: 
 1)если при справедливо ,то функция 

называется неубывающей; 
если  для всех значений то   неубы-

вающая функция   на отрезке  

2)если при справедливо ,то функция 
называется невозрастающей; 

если  для всех значений то невозрас-
тающая функция   на отрезке  

 

Исследование функций с помощью первой произ-
водной. Экстремумы функции 

Функция  имеет в точке   максимум (минимум), если она 
определена в интервале  и для всех 

, выполнено неравенство 
  . 

Максимумы или минимумы функции называютcя экстрему-

мами или экстремальными значениями.   
Значения аргумента, при которых производная функции 

   обращается в ноль или не существует, называются крити-
ческими точками. 

 
Теорема 2.9.(Необходимое условие экстремума) В точке 

экстремума производная    равна нулю или не существует, то 

есть  является критической точкой функции  . 
 

 Теорема 2.10.(Достаточное условие экстремума) 
Пусть функция определена и непрерывна в некоторой окрестно-

сти ,  критической точки  и дифференцируема во 

всех точках этого интервала (кроме, быть может, самой точки  
). Если при переходе слева направо через эту точку производная 

меняет знак с плюса на минус, то точка максимума, если ме-
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няет знак с минуса на плюс, то  точка    минимума. 
 

Алгоритм исследование функций с помощью первой 

производной. 
Для того, чтобы найти интервалы монотонности и экстре-

мумы функции, необходимо: 
1)вычислить производную заданной функции; 

2)найти критические функции (нули производной  -
стационарные точки и точки, в которых производная не суще-

ствует )  

3)нанести эти точки, а также точки разрыва функции на 
числовую ось; 

4)определить знак производной на каждом из полученных 
интервалов; 

5)по знаку производной определить характер монотонности 

функции, определить наличие экстремума и его характер в каж-
дой критической точке, исключая точки разрыва функции. 

 
Пример 2.28. Найти промежутки монотонности и экстре-

мумы функции:  

а) ;б) ;в)  

Решение. 
а) Область определения функции:   . 

 
Найдем критические точки:  
     , то есть ;  

 таких точек нет, так как  существует на всей 
числовой оси. 

Исследуем методом интервалов знак производной функции 

и заносим данные в таблицу: 
 

 
 

 
 

 

 
Определяем промежутки монотонности и экстремумы функции: 

 функция  возрастает ,при  

функция  убывает ,при   
точка максимума,  ,так как производная при 

переходе через эту точку ме- няет знак с «+» на «-»; 

      

      

      
 ф-я 

возр. 

ка  

max 

ф-я 

 убыв. 

ка  

min 

ф-я 

возр. 
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точка минимума,  ,так как производная при 
переходе через эту точку меняет знак «-» на «+».  

б) Область определения функции:  . 

Преобразуем исходную функцию, для упрощения нахожде-
ния производной 

 

 

 
 при то есть  

 , при .  

Исследуем методом интервалов знак производной функции и за-
носим данные в таблицу: 

 

Определяем промежутки монотонности и экстремумы функции: 
функция  возрастает ,при  

функция  убывает ,при   
точка минимума,  ,так как производная при 

переходе через эту точку меняет знак «-» на «+». 

в)  

 
 

 при  
Методом интервалов исследуем знак производной и данные зано-

сим в таблицу: 

 

Таким образом, функция  возраста-

        

  не 

сущ. 
   не 

сущ. 
 

      0  
 ф-я 

убыв. 

0 ф-я  

убыв. 

ка 

 min 

ф-я 

возр. 

0 ф-я 

возр. 

        

    не сущ.    

    не сущ.    
 ф-я 

возр. 

ка 

 max 

ф-я 

 убыв. 

не сущ. ф-я 

убыв. 

точка 

 min 

ф-я 

возр. 
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ет ,при  
функция  убывает ,при   

точка максимума, ; 

точка минимума, . 
 

Исследование функций с помощью второй произ-
водной. Выпуклость, вогнутость функции. Точки перегиба. 

Функция    называется выпуклой вниз(вогнутой) на 
интервале  если её график лежит 

выше касательной к ней, проведённой в 

любой точке с абсциссой (рис.19) 
Функция    называется выпук-

лой вверх(выпуклой) на интерва-
ле если её график лежит ниже каса-

тельной к ней, проведённой в любой точке 

с абсциссой (рис.20) 
 

Теорема 2.11.(Необходимые условия вы-
пуклости и вогнутости графика функции) 

1) Если графиком дважды дифференцируе-

мой функции на  является выпуклая 

кривая, то  на ; 

2) Если графиком дважды дифференцируемой функции 
на  является вогнутая кривая, то  на . 

Теорема 2.12. (Достаточные условия вогнутости и выпук-

лости графика функции).  
Если функция дважды непрерывно 

дифференцируема на  и 

для всех  , то график функ-
ции на этом интервале вогнутый.  

Если для всех  , то график 
на этом интервале выпуклый. 

Утверждение теоремы сохраняется, если вторая производ-
ная обращается в ноль    или   не существует.  

Точки, в которых меняется направление выпуклости графи-

 
Рис. 19 

 
Рис. 20 

 
Рис. 21 
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ка функции, называются точками перегиба. 
 

Теорема 2.13. (Необходимое условие перегиба) 

Для того чтобы функция  имела перегиб в точ-

ке , необходимо, чтобы либо вторая производная 

этой функции обращалась в ноль в точке , либо чтобы вторая 
производная в точке , не существовала. 

 
Теорема 2.14.(Достаточное условие перегиба).  

Пусть функция  непрерывна в некоторой двусторонней 

окрестности точки  включая и саму эту точку, и дважды непре-
рывно дифференцируема во всех точках этой окрестности, за ис-

ключением, быть может, самой точки . Если меняет свой 
знак при переходе через  , то  – точка перегиба. 

 
Алгоритм исследование функций с помощью второй 

производной. 

Для того, чтобы найти интервалы выпуклости, вогнутости 
функции, необходимо: 

1)вычислить вторую производную заданной функции; 
2) найти нули и точки разрыва второй производной: 

 

3)нанести эти точки, а также точки разрыва функции на 
числовую ось; 

4)определить знак второй производной на каждом из полу-
ченных интервалов; 

5)по знаку второй производной определить характер вы-

пуклости функции и найти точки перегиба (точки, при переходе 
через которых вторая производная меняет знак). 

 
Пример 2.29. Найти промежутки выпуклости, вогнутости и 

точки перегиба функции: 

а) ;б) ;в) . 

Решение. 

а) Область определения функции: . 

   

 
таких точек нет; 

при . 
 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 109 

Методом интервалов исследуем знак второй производной, 
данные заносим в таблицу: 

 

Определяем промежутки выпуклости, вогнутости и точки: 
функция  выпукла ,при  

функция  вогнута ,при   
точка перегиба,  ,так как вторая производная при 

переходе через эту точку меняет направление выпуклости. 

б) Область определения функции:  . 

   

, 

 
 таких точек нет. 

Методом интервалов исследуем знак второй производной, 
данные заносим в таблицу. 

 

Определяем промежутки выпуклости, вогнутости и точки переги-
ба: 

функция  выпукла ,при  

функция  вогнута ,при  
точки перегиба,  . 

в) Область определения функции: 
Область определения функции:    

   

 

 
 

    

  не сущ.  

    
 ф-я 

выпукла 
 ка 
перегиба 

ф-я 
вогнута 

      

         0  0  

      
 ф-я 

выпукла 

 ка пе-

региба 

ф-я 

вогнута 

ка 

перегиба 

ф-я 

выпукла 
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, 

 
 . 

Методом интервалов исследуем знак второй производной, данные 
заносим в таблицу. 

 

 
 

 
 

 

Определяем промежутки выпуклости, вогнутости и экстремумы: 
функция  выпукла ,при  

функция  вогнута ,при   
Точек перегиба нет, так как точка  

не входит в область определения функции. 

 
 

Асимптоты графика функции. 
Построение графика значительно облегчается, если знать 

его асимптоты. 
Асимптота — это прямая к которой неограниченно близко 

приближается график функции при удалении его переменной 

точки в бесконечность. Различают вертикальные, наклонные и 
горизонтальные асимптоты:  

     1)прямая  является вертикальной асимптотой графи-

ка функции , если   . Вертикальные асимптоты 

проходят через точки бесконечного разрыва. Непрерывные функ-

ции вертикальных асимптот не имеют;  

2)прямая   является наклонной асимптотой гра-

фика функции ,если 

существуют конечные пределы: 

,  

При  получают правостороннюю асимптоту, при 
получают левосторон- нюю асимптоту. 

    

   не сущ.  

  не сущ.  
 ф-я 

выпукла 

 ф-я 

вогнута 
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Замечание: если то уравнение наклонной 

асимптоты принимает вид Такая асимптота называется го-

ризонтальной. 
 

Пример 2.30. Найти асимптоты графика функции: 

 а) ; б) ; в) . 

Решение. 

а) Область определения функции:  
 1) Вертикальные асимптоты: 

  − является точкой разрыва, так как в ней обращается в 

ноль знаменатель дроби. 

Действительно, тогда верти-

кальная асимптота; 

2) Горизонтальные и наклонные асимптоты: 

 

 
так как наклонных асимптот нет. 

Найдём горизонтальные асимптоты: 

 

следовательно,  горизонтальная 

асимптота. 

б) Область определения функции:  .  
1) Вертикальные асимптот, так как нет точек разрыва. 

2) Горизонтальные и наклонные асимптоты: 
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 тогда 

 наклонная асимптота. 

в) Область определения функции: то есть 

 
1) Вертикальные асимптоты нет, так как нет точек беско-

нечного разрыва. 
2) Горизонтальные и наклонные асимптоты: 

  

Учитывая, что  имеем: 

то есть при 

 

 

, то есть при  

Найдём  

 

 

 
 

Таким образом,  правосторонняя наклонная асимптота, 
 левосторонняя наклонная асимптота. 

Горизонтальные асимптот нет, так как  

 
Общая схема анализа свойств функции и построения 

ее графика. 
Рекомендуем следующую последовательность анализа 

свойств функции.  

1) Область определения функции-множество значений 
аргумента при котором задана функция.  

 
      2)Координаты точек пересечения с осями координат: 
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c осью   и .  

3)Исследование функции на четность, нечетность:  

чётная функция, график функции симмет-

ричен относительно оси  

нечётная функция, график функции сим-

метричен относительно оси  

 функция общего вида. 

4)Исследование функции на периодичность: 

периодическая функция, где 

период функции. 
5)Исследование функции по первой производной:  

— промежутки монотонности функция возрастает ; 

функция убывает; 

 —экстремумы функции . 

  6)Исследование функции по второй производной:  

промежутки выпуклости вверх  (выпуклости)   

 промежутки выпуклости вниз  (вогнутости); 

- точки перегиба- точки, в которых происходит смена направле-

ния выпуклости функции. 
 7) Анализ области непрерывности. Анализ точек разрыва. 
Асимптоты графика функции: 

прямая  является вертикальной асимптотой, если  

 

  прямая  является горизонтальной асимптотой, если 

 

прямая   является наклонной асимптотой, если суще-
ствуют конечные пределы: 

,  

 8) Построение графика функции.  

Расчет координат дополнительных точек для уточнения графика 
(если это необходимо). 

   Для того, чтобы построить график исследованной функции, 
необходимо: 

1)ввести прямоугольную систему координат; 

2)провести асимптоты (если они имеются); 
3)отметить все характерные точки (точки экстремума, точки 

перегиба). 
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4)соединить характерные точки кривыми в соответствии с 
исследованием функции. 

 

Пример 2.31. Провести полное исследование и построить 

график функции  . 

Решение. 

1) Область определения – вся числовая ось, кроме точки , 
в которой функция терпит разрыв, то есть  
2) Координаты точек пересечения с осями координат: 

c осью   при то есть  точка 

пересечения с осью  ; 

c осью    то есть 

 точка пересечения с осью  ; 

   3)  
 функция не является ни четной, ни нечетной; 

4)Функция не периодична. 

5)Промежутки убывания и возрастания функции, экстремумы.  
Найдем первую производную функции: 

 =  

 
 
Найдем критические точки функции: 

 

 

 
Отметим точки на числовой прямой и исследуем знак пер-

вой производной при переходе через эти точки. 
При   функция возрастает, 

на интервале убывает. Следовательно, функция 

имеет максимум в точке   
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6)Интервалы выпуклости, вогнутости, точки перегиба.  
Найдем вторую производную: 

 
 

 

 
при  

   при . 

 
На интервалах  кривая выпукла, на интер-

вале функция вогнута, тогда  -является точкой пере-

гиба графика функции. Найдем ординату этой точки:  . 

7)Вертикальные асимптоты: 

так как, то  вертикаль-

ная асимптота. 

 Горизонтальные и наклонные асимптоты: 

 

 
следовательно, горизонтальных асимптот нет; 

        

             не сущ.    

        

 
 не сущ.    

 ф-я 

возр. 

ка 

max 

ф-я 

 убыв. 

 разры-

ва 

ф-я 

возр. 

экстр

. нет 

ф-я 

возр. 

      

   не сущ.  0 + 

         
не сущ. 

              

 ф-я 

выпукла 

точка раз-

рыва 

ф-я 

выпукла 

точка 

переги-
ба 

ф-я 

вогнута 
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 тогда 

 наклонная асимптота. 

8) Построение графика функции:  

 

Задания для самостоятельного решения. 
9. (1), (2) Разложить функцию по формулам Тейлора в 

окрестности заданных точек;(3) -(6) Вычислить используя 

разложение в ряды Тейлора и Маклорена;(8) -(10). Найти 
экстремумы функций; (11)-(16) Найти точки перегиба ин-

тервалы выпуклости функций; 
(17)-(20) Найти асимптоты графиков функций. 

1.  
 

11. 

 

2.  12.  
3.  с точностью до  13.  
4.  с точностью до  14.  
5. 

 

15. 

 

6. 

 

16. 

 

 
Рис. 22 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 117 

7.  17. 

 
8. 

 

18. 

 
9.  19. 

 
10. 

 

20. 

 

Ответы: 

9.1. .9.2.  

 .9.3.  .9.4.0,985.9.5. 9.6.  

9.7. 9.8. на интервале   функция возрас-

тает; на интервале   функция убы-

вает, , , 

9.9. на интервале   функция возрастает; 

на интервале    функция убывает, точка максимума, 

9.10. на интервале   

 функция возрастает; на интервале  

функция убывает, , , 

9.11.  на интервале функция выпукла; на 

интервале   функция вогнута; точек перегиба нет. 

9.12. на интервале функция выпукла; на интервале 

  функция вогнута;  точки пе-

региба 9.13. на интервале функция выпукла; на интервале 

  функция вогнута; точка перегиба.9.14. на ин-

тервале   функция вогнута; точек перегиба нет .9.15. на 

интервале функция выпукла; на интервале   

функция вогнута; точка перегиба 9.16. на интервале 
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функция выпукла; на интервале   функция вогну-

та; точек перегиба нет.9.17. вертикальные асимптоты; 

горизонтальная асимптота.9.18. вертикальная 

асимптота; наклонная асимптота 9.19.  -

горизонтальная асимптота.9.20. вертикальная асимптота; 

наклонная асимптота. 

Задания для самостоятельного решения. 

10.Провести полное исследование и построить график 

функции. 

1. 

 
 

11. 

 

2. 

 

12. 

 
3. 

 

13. 

 
4. 

 

14. 

 
5. 

 

15. 

 

6. 

 

16. 

 
7. 

 

17. 

 
8. 

 

18. 

 
9. 

 

19. 

 
10. 

 
20. 
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ГЛАВА3.  ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

Функции одной независимой переменной, напри-

мер,    не охватывают всех зависимостей, существующих в 

природе. Поэтому нам придётся расширить известное понятие 
функциональной зависимости на случай функций нескольких пе-

ременных. 

 

3.1. Функция двух переменных, область определения, 

график функции. 

Переменная величина z  называется функцией двух незави-

симых переменных x  и  : , заданной на множестве 

, если по некоторому закону каждой паре ( ),x y D  соответ-

ствует определенное значение z .Функциональную зависимость 

z  от x  и y  записывают в виде или . 

Например, формула - выражающая объем цилин-

дра, является функцией двух переменных  и , где  – радиус 
основания цилиндра и  – высота цилиндра. 

Аналогично определяется функция -переменных. 

Пусть  некоторое множество точек в  -мерном про-

странстве. Если задан закон , в силу которого каждой 

точке   ставится в соответствие неко-

торое действительное число  , то говорят, что на мно-

жестве  определена функция .  

Переменные называют независимыми 

переменными или аргументами функции , а перемен-

ную  – зависимой переменной.  

Функцию  переменных принято записывать в ви-

де  ,а функции трех переменных в виде 
.  

 
Замечание: функции многих переменных можно записы-

вать формулой , указывая размерность пространства, 

которому принадлежит точка .  
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Множество точек , для которых функ-

ция  определена, называют областью опреде-

ления этой функции. 
 

Обозначение:  .  
 

Областью определения функции двух переменных является 
некоторое множество точек плоскости, а областью определения 

функции трех переменных – некоторое множество точек трехмер-

ного пространства. Например, областью определения функции 

двух переменных - множество точек плоскости ,а об-

ластью определения функции трех переменных  -
множество точек пространство  

Множество всех чисел  вида 
где  называют множе-

ством значений функции.  
  

Пример 3.1. Найти область определения функции: 

а) б) в)  

Решение. 

 

а) Так как, аргументы  , могут принимать любые значе-

ние, то областью определения данной функции является вся ко-

ординатная плоскость, то 

есть ; 

 б) Функция  определе-

на, если , 

то есть . Таким обра-

зом, областью определения функции 

является множество точек, лежащих 

внутри и на границе круга радиуса 

 с центром в начале координат 

(pис.23); 

 

Рис. 23 
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в) Областью определения функции  будет 

 множество точек плоскости  

, для которых определена лога-

рифмическая функция, то есть 

при , . Таким 

образом, областью определения дан-

ной функции является множество 

точек, лежащих выше пря-

мой (pис.24). 

      

 
 

  Графиком функции двух переменных в пря-
моугольной системе координат  

называется геометрическое место 

точек в трехмерном пространстве, 
координаты которых  удовле-

творяют уравнению .  
Таким образом, если графиком 

функции одной переменной 

является некоторая линия 

на плоскости, например парабола, 

то графиком функции двух  

переменных  является 

некоторая поверхность, которая располагается в трёхмерном про-

странстве . С элементарным примером поверхности мы хорошо 

знакомы ещё из курса аналитической геометрии – это плоскость. 
 

Например, графиком функции 
 или что 

то же самое, является плоскость 
(рис.25), а графиком функ-

ции  является параболоид 

вращения (рис.26). 
 

Замечание: как мы уже знаем 
графиком функции двух переменных, 

 

Рис. 24 

 

Рис. 25 

 

Рис. 26 
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является поверхность, но иногда график функции может пред-
ставлять собой, пространственную прямую, либо даже единствен-

ную точку. 

 
Задания для самостоятельного решения. 

11. Найти область определения функции . 

1   11  

2 
 

12  

3  13 
 

 

4 
 

14 
 

5  15  

6  
 

16 
 

7  17  

8  18 
 

9 
 

19 
 

10 
 

20 
 

Ответы: 

11.1. вся координатная плоскость, 

то есть . 

 

 

11.11. -

внутренняя часть эллипса 

,включая гранич-

ные точки. 
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11.2. все точки, ле-

жащие внутри круга с центром в 

точке (0;0) радиусом единичной 

длины, за исключением граничной 

области. 

11.12.  -все точки 
плоскости, лежащие вне па-
раболы . 

11.3.  или  

все точки плоскости, лежащие в 

первой и третьей четверти. 

11.13.  -часть 

области, заключённая между 

двумя прямыми 

 . 

11.4.  

внутренняя часть эллип-

са ,с полуося-

ми  за исключением 

граничной области. 

11.14. -все точки 

плоскости  за исключе-

ние точек, лежащих на 

окружности . 

11.5.  точки, лежа-

щие внутри окружности 

 и на её границе. 

 

11.15.   -все точки 

плоскости , лежащие на 

параболе и вне параболы 

. 

11.6.  точки, лежащие 
на границе окружности  
и вне её. 
 

11.16. -все 

точки плоскости  за ис-

ключение точек, лежащих 

на эллипсе . 
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11.7.  

 

11.17. -точки, 

лежащие на границе и вне 

эллипса . 

 

11.8.   

11.18. - все точ-

ки плоскости, лежащие в 

первой четверти. 

 

11.9. - все точки, лежащие 

правее ветви параболы . 
 

11.19.  -все точки 

плоскости, лежащие выше 

прямой . 

 

11.10.  -часть области, 
заключённая между двумя прямы-
ми  . 
 

 

11.20. - все точ-

ки плоскости  за исклю-

чение точки . 

 
 

3.2. Линии уровня. 

 

Пусть имеется функция  график которой пред-

ставляет собой некоторую поверхность. Построение графиков 

функций двух переменных во многих случаях весьма затрудни-
тельно. Поэтому рассмотрим возможность изображения графика 

функций двух переменных, основанный на сечении поверхно-
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сти  плоскостью , где  – любое число (эта плос-

кость параллельна плоскости  и пересекает ось  в точке 

). Спроецируем линию пересечения этой плоскости с по-

верхностью на плоскость  и получим так называе-

мую линию уровня функции . 

Таким образом, линией уровня функции называется 

множество точек плоскости , в которых функция прини-

мает одно и то же постоянное значение ,  то есть . 

 Придавая различные значения параметру  , можно получить 

множество линий уровня функции . 

Для лучшего понимания этого термина будем сравнивать ось  

с высотой: чем больше значение   – тем больше высота, чем 

меньше значение  – тем высота меньше. 

Образно говоря, линии уровня – это горизонтальные «срезы» 

поверхности на различных высотах. Данные сечения проводятся 
плоскостями , после чего проецируются на плоскость. Таким 

образом, линии уровня помогают выяснить, как выглядит та или 
иная поверхность.  

 

 Пример 3.2. Записать уравнение семейства линий уровня функ-

ции Выделить линию уровня, проходящую 

через точку . Исследовать форму данной поверхности с 

помощью линий уровня.  
Решение. 
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Исходя из определения уравнение линии уровня принимает 

вид .Выделим линию уровня, проходящую 

через точку , то есть найдём значение постоянной , 

при : 

   

Тогда уравнение линии уровня, проходящей через точку , 

принимает вид: 

уравнение окружности с центром в точ-

ке , c радиусом . 

 Исследуем форму данной поверхности с помощью уравнений ли-

ний уровня .Очевидно, что в данном случае 

 -высота   не может принимать отрицательные значения, 

так как сумма квадратов не может быть отрицательна. Таким об-

разом, поверхность располагается в верхнем полупространстве. 
Поскольку в условии не сказано, на каких конкретно высотах 

нужно «срезать» линии уровня, то мы можем выбрать несколько 

значений  на своё усмотрение, для удобства возьмём . 

Заметим, что все «срезы» проецируются на плоскость , и по-

этому у точек записываются две, а не три координаты. 

Исследуем поверхность на нулевой высоте, для этого поставим 

значение  в равенство : 

, 

, 

,  
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,  то есть ,следовательно, при  

линия уровня представляет собой точку . 

Для высоты линия уровня  представляет собой окруж-

ность  с центром в точке единичного 

радиуса. 
Теперь выберем, например, плоскость  и «разрезаем ей» ис-

следуемую поверх-

ность (подставля-

ем в исходное уравнение ): 

 

 
Таким образом, для высоты  

 поверхности ли-

ния уровня представляет собой окруж-

ность с центром в точке  радиуса 

 . 

Давайте построим ещё одну линию уровня, например, для  : 

– окружность с центром в точке  с ра-

диусом 9.  

Линии уровня, располагаются на плоскости, каждая линия подпи-

сывается – какой высоте она соответствует. Изобразим то, что у 
нас получилось (рис.27). 

 
Нетрудно понять, что другие линии уровня рассматриваемой по-

верхности тоже представляют собой окружности, при этом, чем 

выше мы поднимаемся (увеличиваем значение «зет») – тем боль-

 

         Рис. 27 
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ше становится радиус. Таким образом, исходная поверх-
ность представляет собой бесконечную чашу, вершина которой 

расположена на плоскости .  

   Пример 3.3. Найти линии уровня функции . 

Решение. 
Линия уровня  определяется уравнением 

  или - полу парабола, расположенная в первой 

четверти плоскости  при во второй четверти при  

При получим -полуось ( . 

    Замечание: аналогично определяются поверхности уровня 
функции трех переменных  . Поверхностью уровня 

функции  называется поверхность  , в точках 
которой функция принимает одно и то же значение . 

 

 
Пример 3.4. Найти поверхности уровня функ-

ции . 
Решение. 

Уравнение семейства поверхностей уровня имеет вид 

. Если , то получаем - конус; 
если ,то  

семейство двуполостных гиперболоидов. 
 

Замечание: в дальнейшем ограничимся рассмотрением 

функций двух переменных, так как все основные понятия и тео-
ремы, сформулированные для функций двух переменных, легко 

обобщаются на случай большего числа переменных. 
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3.3. Предел функции двух переменных. Непрерыв-
ность функции двух переменных. 

Понятия предела и непрерывности функции двух перемен-

ных аналогичны случаю одной переменной. Прежде всего, введем 
понятие - окрестности данной точк 

и . Пусть  
произвольная точка плоскости, под  

–окрестностью точки  пони-

мается множество всех точек плоско-
сти  , координаты которых удо-

влетворяют неравенству 
 . Другими 

словами –окрестность точки 

– это все внутренние точки 
круга с центром в точке  и 

радиусом (рис.28). 
Для дальнейшего удобства вве-

дём обозначение: 
 

-расстояние между точка-

ми и . 
Тогда для нахождения точки  внутри круга радиуса  

будет выполняться условие  

 

Пусть функция определена в некоторой окрестности 

точки   кроме, быть может, самой этой точки. 

Число  называется пределом функции при  и 

 (или ), если для любого чис-

ла  найдётся число  , зависящее от ε, такое, что для 

всех   точек ,отличных от точки  и  отстоящих от 

этой точки на расстояние  (   выполняется неравен-

 
Рис. 28 
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ство  

Обозначение: . 

Геометрический смысл предела функции двух перемен-

ных. 

Дадим геометрическую интерпретацию понятия предела в трех-

мерном пространстве. 

Рассмотрим функ-

цию   определен-

ную на всей плоскости  , 

причем . Спроек-

тируем точку , лежащую на 

графике функ-

ции на плоскость 

 . Соответствующую точ-

ку  на плоскости 

выберем центром такого ра-

диуса  все точки которого 

будут находиться между ли-

ниями уровня. Тогда для 

всех точек   этого круга, отличных от точки  и от-

стоящих от этой точки на расстояние   (   , выполняется 

неравенство  

Таким образом, . 

 

Другими словами, геометрический смысл предела функции 

двух переменных состоит в следующем. Каково бы ни было про-
извольное число  , найдется число  -окрестность точ-

ки  , что во всех ее точках  , отличных 

 

Рис. 29 
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от  , аппликаты  соответствующих точек поверхно-

сти  отличаются от числа  по модулю меньше, чем 

на  . 

Замечание:  

1)Вычисление пределов функции двух переменных является бо-
лее сложно задачей по сравнению с вычислением пределов 

функций одной переменной. Это связано с тем, что точка  может 

стремиться к точке   по любому направлению на плоскости в 

отличие от функции одной переменной, где переменная  может 

стремиться к числу (  на числовой прямой только справа 

или слева. Получающиеся при этом многочисленные пределы 
функции двух переменных должны совпадать друг с другом. В 

этом случае, легче доказать отсутствие предела функ-
ции   при ,для этого достаточно вы-

брать два таких направления, движение по которым приводит к 
различным пределам. 

2)Предел функции двух переменных обладает свойствами, анало-
гичными свойствам предела функции одной переменной. Это 

означает, что справедливы следующие утверждения: если функ-

ции  и   определены на множестве   и имеют в точке 

 этого множества пределы   и    соответственно, то и 

функции  

,   имеют в точке   пределы, которые соответ-

ственно равны . 

Пример 3.5. Найти предел:  
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а) б) ;в)  

Решение. 

а) -числитель и знаменатель обращается в ноль в 

единственной точке выясним существует ли там предел? 

 Проведём небольшое исследование. Будем приближаться к точке 
  по прямой  , где — некоторое число. Тогда 

 

 

Функция   в точке предела не имеет, так как при 

разных значениях   функция имеет различные предельные зна-
чения; 

 

б)  

 

 
 так как при различных значениях   функция имеет единствен-

ное предельное значение 0, то предел функции  

при  равен нулю; 

в)  

 

 

 

=  
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Непрерывность и точки разрыва. 

Функция   называется непрерывной в точке  

 если она определена в этой точке и 

 (или . 

Функция  называется непрерывной в области D , 

если она непрерывна в каждой точке области D  . 

Область непрерывности элементарной функции  совпа-

дает с областью ее определения. 

 

Точки, в которых непрерывность нарушается (не выполняется 

хотя бы одно из условий непрерывности функции в точке), назы-
ваются точками разрыва этой функции. Точки разрыва функ-

ции    могут образовывать целые линии разрыва, а ино-

гда и более сложные геометрические образы. Так, например, 

функция    имеет линию разрыва  . 

Можно дать другое, равносильное приведенному выше, опреде-
лению непрерывности функции  в точке  . 

Обозначим  ,  ,  . 

Величины  и  называются приращениями аргументов  

и  , а  — полным приращением функции  в точке  

.  
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Функция  называется непрерывной в точке 

, если выполняется равенство  , то есть пол-

ное приращение функции в этой точке стремится к нулю, когда 
приращения ее аргументов  и  стремится к нулю. 

Пример 3.6. Найти точки разрыва функции: 

а) ;б) ;в) . 

Решение. 

а) Функция потеряет смысл, если знаменатель обратится в ноль, 

то есть, когда  или . Следовательно, данная функ-

ция имеет линией разрыва параболу  

б) Функция потеряет смысл, если знаменатель обратится в ноль, 

то есть, когда  или . Таким образом, данная функ-

ция имеет линией разрыва прямую  

в) Функция потеряет смысл, если знаменатель обратится в ноль 
, то есть при . 

Следовательно, данная функция имеет разрыв в точке  (0;0). 

Замечание: пользуясь определением непрерывности и теорема-
ми о пределах, можно так же доказать, что арифметические опе-

рации над непрерывными функциями и построение сложной 
функции из непрерывных функций приводит к непрерывным 
функциям. 

 

3.4. Частные производные функций нескольких пе-
ременных и их геометрический смысл. 

Пусть задана функция .Так как   -

независимые переменные, то одна из них может изменяться, а 
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другая сохранять своё значение. 

Если одному из аргументов функции  придать 

приращение, а другой аргумент не изменять, то функция получит 

частное приращение по одному из аргументов. 

Например, дадим независимой переменной   приращение 

,сохраняя значение неизменным, тогда  получит прираще-

ние, которое называется частным приращением функции  по пе-

ременной . 

Обозначение: 

(3.1)- частное прира-

щение функции  по переменной . 

Аналогично получаем частное приращение функции  по 

переменной (3.2): 

(3.2) 

Частной производной функции нескольких пере-

менных по одному из её аргументов называется предел отноше-

ния частного приращения функции по этому аргументу к соответ-

ствующему приращению аргумента при условии, что приращение 

аргумента стремится к нулю. 

Обозначения:  

 (3.3)-частная производная функции   по пере-

менной         

 (3.4)-частная производная функции   по пере-

менной .   

Таким образом, частные производные от функции не-

скольких переменных являются «производными в направлении 

координатных осей». Например, при нахождении  приращение 

получает переменная , изменяясь от  до  вдоль оси . 

Замечание: 

1)для обозначения частных производных могут быть использова-

ны и другие обозначения, а именно 

 частная производная функции   по переменной         

   частная про- изводная функции   по пере-
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менной ; 

2)если необходимо, в скобках указывается точка в которой 

вычислены частные производные, это записывается следующим 

образом: или   

Итак, для функции двух переменных  рассмат-

риваются частные производные по переменной   и по перемен-

ной . Из определения частных производных следует правило их 

нахождения: частная производная по  есть обыкновенная произ-

водная по  функции  вычисленная при условии, что 

, при этом используются обычные правила и формулы 

дифференцирования функции одной переменной, аналогично вы-

числяется частная производная по переменной . 

 Если рассматривается функция трех переменных, напри-

мер ,то  вычисляют, полагая  вычис-

ляют при   вычисляют при  

 

Пример 3.7. Найти частные производные функции: 

а) б) в)  

г)  

 

Решение. 

а) Находим частную производную функции  

по переменной  ,учитывая, что : 

 
 

Находим частную производную функции   

по переменной  ,учитывая, что : 

 

 

б)  
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в)  

  

 

 

 

 

 

г) Находим частную производную функции  по переменной  

,учитывая, что ,при фиксированном значении  про-

изводная функции  по переменной  находится как 

производная степенной функции : 

 

 
При фиксированном значении  производная функции 

 по переменной  находится как производная показа-

тельной функции : 

 

 

При фиксированном значении  производная функции 

 по переменной  находится как производная показа-
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тельной функции : 

 

. 

 

Пример 3.8. Показать, что функция  

 удовлетворяет уравне-

нию  

Решение 

Находим частные производные: 

 

 

 

 

 

 
Умножая обе части первого найденного равенства на , второго - 

на  ,третьего на   и  складывая их, получим: 

 

 

 

 

 

 

Таким образом, что и требовалось показать. 

 

 

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 139 

Геометрический смысл частных производных 

функции двух переменных   

Как известно, графиком функции является некоторая по-

верхность. Графиком функции   является линия пере-

сечения этой поверхности с плоско-

стью  (плоскость параллель-

ная плоскости ). 

Исходя из геометрического смысла 

производной для функции одной 

переменной, заключаем, 

что  , где   — угол 

между осью  и касательной, про-

веденной к функции в 

точке (рис. 30). 

Аналогично,  

Задания для самостоятельного решения. 

12. Найти частные производные первого порядка ФНП по каждо-
му аргументу: 

 

1 
 

11  

2 
 

12  

3 
 

13 
 

 

4  14  
 

 

Рис. 30 
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5  
 

15  

6  16 
 

7 
 

17  

8  18  

9 
 

19 
 

10  20 
 

 

Ответы: 

12.1.
 

 

12.11.  

 

12.2.  

 

12.12.  

 

12.3.  12.13.  ; 

. 

12.4.  

 

 

12.14.  
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12.5.  

 

12.15.  

   

12.6.
 ; 

. 
12.16.  

 

12.7.   

. 
 

12.17.  

 

12.8.

 

 

 

 

12.18.  

 

12.9.

 

 

 
 

 

12.19.  

 

 
 

12.10.  

 

 
 

12.20.  

  

 

3.5. Полное приращение и полный дифференциал 

функции . 

  Рассмотрим функцию двух переменных заданную в 

некоторой области.  Пусть — точка этой области. Найдем 
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изменение этой функции при переходе из точки  в точку 
той же области. 

Разность значений функции в точках  и  называется полным 
приращением функции  

Обозначение:   или  

Таким образом, .  

Обозначим приращения аргументов  и  при переходе из точки 

 в точку   через  и соответствен-
но: , откуда , ,тогда 

. 

Функция   называется дифференцируемой в точке  

если её полное приращение в этой точке можно предста-
вить в виде: 

(3.5), 

где   , ,  и   

при  . 

Сумма первых двух слагаемых  в равенстве 

  представляет со-

бой главную часть приращения функции и назы-

вается полным дифференциалом этой функции и обозначает-
ся 

(3.6) 

Дифференциалы независимых переменных совпадают с их при-
ращениями, то есть    и , таким образом, данное 

равенство можно переписать в виде (3.7): 

 (3.7) 

Полный дифференциал функции в точке  вы-
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числяется по следующей формуле: 

  

(3.8) 

 

Замечания: 

1)Аналогично вычисляется полный дифференциал функции трех 

аргументов, то есть по формуле (3.9): 

 

 (3.9) 

2)Арифметические свойства и правила исчисления дифференци-

алов функции одной переменной сохраняются и для дифферен-
циалов функции двух (и большего числа) переменных. 

 

Теорема 3.1. Для того, чтобы функция  была 

дифференцируемой в данной точке, достаточно, чтобы она обла-

дала частными производными, непрерывными в этой точке. 

Примем теорему 3.1 без доказательств. 

Таким образом, функция имеет полный дифференциал в случае 

непрерывности её частных производных. Если функция имеет 
полный дифференциал, то она называется дифференцируемой.  

 

Частный дифференциал функции — это произведение част-
ной производной по одной из независимых переменных на диф-
ференциал этой переменной. 

Обозначение: 

 (3.10)-частный дифференциал функции  по пере-

менной ; 

(3.11)-частный дифференциал функции  по перемен-

ной . 

Таким образом, полный дифференциал — это сумма частных 
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дифференциалов, то есть 

 (3.12) 

Пример 3.9. Для функции  найти полное 

приращение  и полный дифференциал . 

Решение. 

 

 

 

 
 . 

Итак, -
полное приращение, 

полный дифференциал (главная 
часть приращения функции). 

 

Пример 3.10. Найти значение полного дифференциала  и 

полное приращение  функции  в точке 

при  и .  

Решение. 

- полное приращение функции . 

-полный дифференциал функции  

в точке  .Для того, чтобы вычислить приращение функ-

ции в заданной точке ,найдем 

 и :   

; 
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Таким образом,  

Чтобы вычислить полный дифференциал функции  

используем формулу  , для этого 

найдем частные производные заданной функции  

, и определим их значения в точке : 

 

 

 

 

 

 

Пример 3.11. Найти полный дифференциал для следующих 
функций:  

а) б)  в)  

г)  

Решение. 

а) Полный дифференциал состоит из частных производных, по-

этому найдём их: 
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Подставляя полученные значения   в формулу 

  имеем: 

 
б) 

 

 

 

 

 

в) Запишем функцию   трёх переменных в ви-

де  и найдём частные производные: 
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или  

г) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

или  
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3.6. Применение полного дифференциала функции к 
приближенным вычислениям. 

При достаточно малых | | и |  |, а значит, при достаточно 

малом 

  дифференцируемой 

функции имеет место приближенное равенство  

. 

Полное приращение имеет вид 

, следовательно, равен-

ство   можно также переписать в следующем виде: 

 
 

Данной формулой пользуются при приближённых вычислениях. 

Замечание: с помощью полного дифференциала можно найти 
границы абсолютной и относительной погрешностей в прибли-

женных вычислениях, приближенное значение полного прираще-
ния функции и так далее. 

 

Пример 3.12. Вычислить приближенно: 

а) ; б) ;в) . 

Решение. 

а) Число  есть частное значение функ-
ции , 

 , где  ,  

, . 

Воспользуемся ранее полученной формулой 

,тогда 
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, находим  и  ,   

 

, 

   

 

 
Следовательно,  

Таким образом, . 

Для проверки вычислите, применяя калькулятор. 

 

б) Принимаем , 

 , где  ,  

, . 

Воспользуемся формулой 

,тогда 

 

, 

, находим  и  ,   

 

, 

 

 

 
Следовательно,  

в) Принимаем , 

 

 , где  ,  

, . 

Воспользуемся формулой 
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,тогда 

 

, 

, находим  и  ,   

 

 

 

   

 

 
 

  Следовательно,  

 
 

Задания для самостоятельного решения. 

13. Найти полные дифференциалы следующих функций: 

 

1 
 

11 
 

 

2  12  

3 
 

13 
 

4 
 

14 
 

 

5  
 

15  
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6  16  
 

7  17  
 

8  18  
 

9 
 

19 
 

10  20 
 

 

Ответы: 

13.1.  

13.2.  

13.3.  

13.4.  

13.5.  

13.6.  

13.7.  
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13.8.

 

 

13.9.

 

 

13.10.  

13.11.  

 

13.12.  

 

13.13.  

 

13.14.  

 

13.15.  

 

13.16.  
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13.17.  

 

13.18.  

 

13.19.  

13.20.  

 

3.7. Дифференцирование неявных функций. 

Функция называется неявной функцией пере-

менных  и ,если она определяется уравнением , то 

есть уравнением неразрешённым относительно . 

Например, -явно заданная функция двух перемен-

ных ; 

неявно заданная функция двух пере-

менных (

 

не выражено через  ). 

Теорема 3.2. Если функция  дифференцируема по пере-

менным ,   в некоторой пространственной области 

и ,то уравнение  определяет однознач-

ную неявную дифференцируе- мую функцию и её частные 
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производные, могут быть найдены по формулам: 

 (3.13)  

Доказательство. 

Найдём частные производные  и  неявной функции заданной 

уравнением . 

Для этого подставим в уравнение  

 вместо  функцию получим следующее ра-

венство: 

; 

 

Продифференцировав равенство  по перемен-

ной  получим: 

 

Выражая из полученного равенства учитывая, 

 что  имеем: 

, отсюда ; 

Продифференцировав равенство  по перемен-

ной  получим: 
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Итак, , что и требовалось доказать. 

Пример 3.13. Найти частные производные   и  , и полный  

дифференциал  функции нескольких переменных  
. 

Решение. 

Функция задана неявно уравнением  

. 

Рассмотрим два способа решения данной задачи: 

1 способ :(по формулам,) 

Для этого найдем частные производные и подставим в 

данные формулы: 

 

 
  

 

 
Найдём полный дифференциал  

          

 
2 способ: 

Вычислим дифференциал от левой и правой частей уравне-
ния  учитывая, что , а 

  имеем: 

 
 

 
 

собирая дифференциалы получим:  

 
Таким образом, 

 
где  
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Выражая из полученного равенства ,определяем  и  

 

- полный дифференциал исходной 

функции, следовательно, 

-частные производные. 

Результаты совпали, следовательно, решение найдено верно. 

Пример 3.14. Найти частные производные   и    для функции 

заданной неявно уравнением:  

а) б) ; в)  

Решение. 

а) Обозначим левую часть данного равенства через функцию  

  и найдем её частные про-
изводные: 

 

 
  

Применяя формулы , , получим: 

 

 
 

б)  так как  

 

 
  

Учитывая, что по условию  или 
,что то же самое, имеем:   
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в) Запишем данное уравнение в виде : 

 
Найдём частные производные функции  
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Пример 3.15. Найти полный дифференциал функции  опреде-

ляемой равенством  

Решение. 

Учитывая, что функция задана неявно уравнени-

ем  

где  и полный дифференциал 

вычисляется по формуле     имеем: 

 

 

 

 
Аналогично получим  

 
Найдём полный дифференциал: 

  или  

Задания для самостоятельного решения. 

14. Найти частные производные функции  заданной 
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неявно уравнением : 

1  11  

2 
 

12  

3 
 

13 
 

 

4  14 
 

5  
 

15  

6  
 

16  

7  
 

17  

8  
 

18  

9  
 

19  

10  20 
 

Ответы: 

14.1.  

 

14.11.  

 

14.2.   

 

14.12.  
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14.3.  

 

14.13.  

 

14.4.  

 

14.14.  

 

14.5.  

 

14.15.  

 

 

14.6.  

 

14.16.  

 

 

14.7.   

 

14.17.  

 

 

14.8.  

 

14.18.  

 

14.9.  14.19.  

 

14.10.

 

 14.20.  
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3.8. Производная сложной функции. 

1)Случай одной независимой переменной. 

 Пусть  функция двух независимых переменных  

и ,каждая из которых является функцией одной независимой пе-

ременной тогда функция  явля-

ется сложной функцией одной переменной переменные  и  

промежуточные). 

Теорема 3.3. Если дифференцируема в точке 

 функция и - дифференцируемыми 

функции независимой переменной то производная сложной 

функции   вычисляется по формуле (3.14): 

 (3.14) 

Доказательство. 

Дадим независимой переменной  приращение тогда функции 

и  получат приращение  и  соответственно, 

они в свою очередь вызовут приращение  функции  

Так как по условию функция  дифференцируема в точ-

ке то её полное приращение имеет вид: 

, 

где  и  при  . 

 Учитывая, что разделим обе части полного прираще-

ния на   и переходя к преде- лу в обеих частях равенства 
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имеем: 

, 

 

 

 

 

Таким образом, . 

Замечание: в частности, если , полу-

чим -сложную функцию независимой переменной . 

Этот случай сводится к предыдущему заменой  
на ,согласно формуле , имеем: 

, полная производная функции  по перемен-

ной  будет вычисляться следующим образом: 

   (3.15) 

Формулы  

 
 носят названия- формулы полной производной. 
 

2)Случай нескольких независимых переменных. 

Если где , то-

гда —сложная функция двух независимых 

переменных  и .  

Ее частные производные   и   можно найти, используя формулу 

  заменив в данной формуле   на  (  ) по-

лучим: 

 
Аналогично, заменив в данной формуле   на  получим: 

 

Таким образом, частные производные   и  , сложной функ-
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ции  можно найти, используя формулу (3.16): 

 (3.16) 

 

Таким образом, производная сложной функции 

  по каждой независимой переменной  

и  равна сумме произведений частных производных этой функ-

ции по ее промежуточным переменным  и  на их производные 
по соответствующим независимым переменным  и   

Заметим, что в данном случае справедлива формула: 

полный дифференциал функ-

ции  . 

 

Пример 3.16. Найти производную функции: 

а)  где ; 

б)  , где  ;  

в)  где ; 

г) ,где  

д)  ,где  ,  

е) где  

 

Решение. 

а) Так как функция  является сложной 
функцией одной переменной .Решение может быть найдено по 

формуле , поэтому найдём 
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Подставим найденные значения в формулу: 

 

 
Замечание: можно как сохранить переменные и так и заме-
нить их через (в зависимости от того упроститься или нет выра-
жение после подстановки); 

Решение можно было найти иначе, подставив значение 

для  в формулу  и вычислив 

производную  

 б) Так как исходная функция  является сложной функцией одной 
переменной . Решение может быть найдено по формуле 

 , поэтому найдём  и подставим полу-

ченные значения в формулу:  

 

 

 

 

; 

 

 

; 

 

в) Так как исходная функция  является сложной функцией одной 
переменной . Решение может быть найдено по формуле 

. Найдём частные производные   и полную 

производную : 
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На основании формулы получаем:  

 

 
г) Так как исходная функция  является сложной функцией одной 
переменной . Решение может быть найдено по форму-

ле  : 

 

 

 

 

 

 

 

 

д) Так как функция   ,где  , - 

сложная функция двух независимых переменных  и ,поэтому 

решение может быть найдено по формулам , 
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для этого находим частные производные  

 

 

 

 

 

 

 
Применяя вышеуказанные формулы, получим: 

 

 
 

Итак,  

е) Сложная функция двух независимых переменных  и ,поэтому 

решение может быть найдено по формулам : 

 

 

 

; 

Составляем суммы соответствующих произведений: 
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Ответ можно оставить в такой форме или выразить через u и v: 

 

 
 

Пример 3.17. Показать, что функция  

где удовлетворяет соотноше-

нию  

Решение. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Применяя формулы , получим: 
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Покажем, что ,  

что и требовалось доказать. 

 

Задания для самостоятельного решения. 

15. 1)-12),17)-20) Найти производную функции; 

13)-16) Найти дифференциал функции. 

 

1  
 

11  

2 
 

 
 

12  
 

3 
 

 

 

13 

 
 

 

4  
 

14 

 
 

 

5 
 

 
15 

 

 
 

6  
 

16 
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7  
 

17 
 

 
 

8  
 

18 
 

 
 

9  19  

 

10  20 
 

 

 

Ответы: 

15.1.  

15.2.  

15.3.  

15.4.  

15.5.  

15.6.  

15.7.  

15.8.  

15.9.  

15.10.  

15.11.  

15.12.   

15.13.   
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15.14.  

 

15.15.  

 

15.16.  

15.17.   

15.18.   

 

15.19.  

15.20.  

 

 

3.9. Градиент функции и производная по направле-
нию. 

Градиент функции. 

Рассмотрим функцию двух переменных   

Градиентом функции нескольких переменных в данной 

точке называется вектор, координаты которого равны частным 
производным по соответствующим аргументам, вычисленным в 
данной точке .  

  Обозначение: 

 или 

 (3.17) 

Аналогично вычисляется градиент для функции трёх пере-
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менных ,то есть 

. 

 

Физический смысл градиента. 

Градиент функции, то есть вектор указывает 

направление, в котором функция  в точке  возрастает с макси-
мальной скоростью. При этом максимальная величина скорости 
равна: 

; 

 

Пример 3.18. Найти градиент функции   в точ-
ке ,вычислить величину градиента. 

Решение. 

Вычислим частные производные и их значения в точке  

 

 

 

 

Таким образом, -градиент 

функции  в точке ,то есть вектор, в направлении 
которого функция  возрастает в точке . 

величина градиента-
максимальная величина скорости возрастания. 

 

Пример 3.19. Найти градиент функции   в точ-
ке . 

Решение. 
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Таким образом,  

 

Пример 3.20. Найти точки, в которых модуль градиента 

функции  равен 2. 

Решение. 

Поскольку ,то , найдём 

точки, где , для этого вычислим частные производные 
исходной функции: 

 

 
Если то 

 

 

 

 

, то есть . 

Таким образом точки, в которых модуль градиента функции 

 равен 2, это все точки, лежащие на окружно-

сти окружность с центром в начале координат и ра-
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диусом  

 

Производная по направлению. 

 Рассмотрим функцию  определённую и дифференциру-

емую в некоторой окрестно-
сти точки и произволь-

ный вектор  -некоторое 

направление (вектор с нача-
лом в точке ), -

углы, образованные вектором 

 с осями координат (рис.31), 

-орт этого направления. Для характеристики ско-

рости изменения функции  в точке в направлении векто-

ра  введём понятие производной по направлению.  

Для этого проведём через точку  прямую  так, 

чтобы она совпала по направлению с вектором , и возьмём на 

прямой некоторую точку  и найдём скорость из-

менения функции  при движении точки .Направление движения 

точки  будет показывать вектор ,через  обозна-

чим длину отрезка ( ).Приращение функции  воз-

никающее при переходе от точки   к точке в направлении 

вектора  определяется следующим образом: 

 

 Предел отношения  при  если он суще-

ствует, называется производной функции   в точ-

ке  в направлении вектора . . 

 

Рис. 31 
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Обозначение: 

(3.18) 

Предположим, что функция  дифференцируема в 
точке Тогда её приращение можно записать в виде: 

, 

где  и  при  

Разделив обе части равенства на  и учитывая, что 

 имеем: 

 

 
Переходя к пределу в этом равенстве при   

учитывая, что   и бесконечно малые функции 

при  получим: 

 

. 

Таким образом, получим формулу 

(3.19)- производная функции      

в направлении вектора .  

 

Используя понятие градиента функции  и 

учитывая, что орт вектора  (единичный вектор ) имеет коорди-

наты ( ) представим полученную форму-
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лу(3.19)   в виде скалярного произведения векторов  и ,то 
есть в виде(3.20): 

(3.20) 

 

Замечание: для функции трёх переменных   произ-

водная по направлению определяется аналогично, то есть по 

формуле 

. 

 

Физический смысл производной по направлению. 

Производная характеризует скорость изменения функ-

ции  в точке  в направлении данного вектора . Если  ,то 

функция возрастает в направлении вектора  со скоростью , 

если  , то функция убывает в направлении вектора   

со скоростью .  

 

Пример 3.21. Найти градиент и производную функ-

ции   в точке  в направлении векто-

ра . 

Решение. 

Поскольку ,то решение данной задачи будет со-

стоять из двух этапов: 

1)Найдём ,для этого вычислим частные производ-
ные данной функции и их значения в точке  : 

 

 

 
Найдём значение частных производных в точке  

: 
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Таким образом,  

2)Находим единичный вектор  имеющий данное 

 направление   

 

 

3)Находим  

 

-функция убывает в направлении вектора 

 со скоростью  

 

Пример 3.22. Найти производную функции   

 в начале координат в направлении луча, образующего с осью 
абсцисс   угол . 

Решение. 

1)Найдём ,для этого вычислим частные производные 
данной функции и их значения в начале координат  : 
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Найдём значение частных производных в точке : 

 

 
 

Таким образом,  

2)Находим орт вектора, в направлении которого будем ис-

кать производную, то есть вектор единичной длины, образующего 
с осью абсцисс   угол : 

. 

3)Находим  

. 

Задания для самостоятельного решения. 

16. Вычислить градиент и производную ФНП в точке  в направ-

лении вектора . 

1 
 

 
. 

11 

 

 

. 

2 
 
. 

 

12 
 

 
. 

3 
 

 
 

13 
 

. 

4 
 

. 
 

14 
 

. 
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5 
 

 
. 

15 
 

. 

6 
 

. 
16  

. 

7 
 

 
. 

17 
 

. 

8 
 

 
. 

18 
 

. 

9 
 

. 
19 

 

. 

10 
 

. 
20 

 

. 

 

Ответы: 

16.1.  

. 

16.11.  

. 

16.2.   

. 

16.12.  

. 

16.3.  

. 

16.13.  

. 

16.4.  

. 

16.14.  

. 
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16.5.  

. 

16.15.  

. 

16.6.  

. 

16.16.  

. 

 

16.7.  

. 

16.17.  

. 
 

16.8.

 

 

. 

16.18.  

. 

16.9.

 

 

. 

16.19.  

. 

16.10.  

. 

16.20.  

. 

 

3.10. Уравнение касательной плоскости и нормали к 
поверхности. 

Уравнение касательной плоскости и нормали к поверхно-
сти заданной неявно. 

Пусть уравнение  определяет функцию 

 , заданную неявно на некотором множестве точек 
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( , )x y D . Совокупность точек , где ( , )x y D , в простран-

стве  образует некоторую поверхность , которая называется 

графиком функции .Пусть  — точка поверх-

ности . 

Касательной плоскостью к поверхности   в точ-

ке , называется плоскость, содержащие все касатель-

ные к поверхности, проведённые в 
точ-

ке (рис.32).Прямые  и   опреде-

ляют плоскость  , которая называет-

ся касательной плоскостью к по-

верхности  в точке . Прямая, про-

ходящая через точку 

 

перпендику-

лярно к касательной плоскости, назы-
вается нормалью к поверхности. 

Уравнение касательной плоскости к поверхности в точке 

имеет вид: 

(3.21) 

Уравнение нормали к поверхности в точке : 

(3.22) 

Замечание: если поверхность задана явно уравнени-

ем , то уравнения касательной плоскости имеет вид 

(3.23) 

 и уравнения нормали определяется равенством 

 

                            (3.24) 

 

 

Рис. 32 
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Алгоритм нахождения касательной плоскости и нормали к 
поверхности:  

1)найти частные производные функции, которой задана поверх-
ность; 

2)найти значения найденных частных производных в точке ; 

3)найденные значения частных производных и координаты точ-

ки  подставить в уравнения касательной плоскости и нормали к 

поверхности. 

Пример 3.23. Написать уравнения касательной плоскости и нор-
мали к поверхности в точке  

а) б)  

в)  

Решение. 

а) Поскольку поверхность задана явно уравнением то 

для нахождения касательной плоскости и нормали к поверхности 
воспользуемся формулами: 

 уравнение каса-

тельной плоскости и   уравнение нормали. 

Для этого найдем частные производные данной функции и их 
значения в точке  
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Найденные значения частных производных и координаты точ-
ки  подставить в уравнения касательной плоскости и нормали:  

 
 или  уравнение касательной плос-

кости; 

 

   —уравнения нормали; 

б) Поверхность задана неявно уравнением или 

поэтому в дальнейшем, для нахождения 

касательной плоскости и нормали будем использовать следующие 
формулы 

 

 
-уравнение касательной плоскости; 

 

 -уравнение нормали. 
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Обозначив через левую часть уравнения, име-

ем . 

Найдем частные производные и их значения в точке :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Найденные значения частных производных и координаты точ-
ки  подставить в уравнения касательной плоскости и нормали:  
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— уравнение касательной плоскости, 

 уравнение нормали. 

в) Поверхность задана неявно уравнени-

ем или ,  то есть 

. 

 Найдем частные производные и их значения в точке :  

 

 

 

 

 

 

 

 
Подставляем полученные значения в формулы, получим: 

 
— уравнение касательной плоскости, 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 185 

 

 уравнение нормали. 

Задания для самостоятельного решения. 

17. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к по-

верхности в данной точке  

1  

2  

3  

4  

5  

6 
 

 

7  

 

8  

9 
 

 

 

10  
 

11  
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12 
 

 

13  

14  

15  

16  
 

17  
 

18  

19  

20 
 

 

Ответы: 

17.1. , 

 

17.11. 17  

 

17.2.   17.12.  

 

17.3.  

 

17.13.  
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17.4.  

 

17.14.  

 

175.  

 

17.15.8  

 

17.6.  

 

17.16.  

 

17.7. 

 

 

17.17.  

 

17.8.  

 

17.18.  

 

17.9.  

 

17.19.  

 

17.10.  

 

 

17.20.  

 

 

 

3.11. Частные производные и дифференциалы выс-
ших порядков. 

Частные производные второго порядка и выше называются 
частными производными высших порядков. 

Предположим, что функция  имеет частные про-
изводные первого поряд-
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ка ,которые являются функциями двух 

переменных. Предположим, что они дифференцируемы. 

 Частные производные от частных производных первого по-

рядка называются частными производными второго поряд-
ка. 

Существует четыре вида частных производных второго порядка: 

;  ;   

Для них применяются следующие   обозначения: 

 

 

 

; 

 
Если полученные функции являются дифференцируемыми, 

то частные производные от них называются частными производ-

ными третьего порядка. Например,  

 

Частная производная высшего порядка, взятая по различ-

ным переменным, называется смешанной частной производ-
ной. Такими являются производные: , ,  и так далее. 

 

 

Теорема 3.4.(Шварца): если смешанные частные произ-
водные второго порядка непрерывны, то они равны между собой: 

 (3.25) 

 

Примем без доказательств. 

Таким образом, результат смешанного дифференцирования не 
зависит от порядка дифференцирования. 
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Замечание: аналогично определяются смешанные частные 
производные высших порядков, например, 

 
Таким образом, если  частные производные, подлежащие 

вычислению, непрерывны, то результат многократного диффе-
ренцирования не зависит от порядка дифференцирования. 

 

Пример 3.24. Найти частные производные второго поряд-
ка от функции: 

 

а) ;б) в) ;г)  

 

Решение. 

а) Найдем для начала частные производные первого порядка: 

         

 
Теперь дифференцируем вторично: 

 

 

 

 

Заметим, что  

 

б) Найдём частные производные первого порядка: 

 

 
Находим частные производные второго порядка: 
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в) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

г) Найдем частные производные первого порядка: 

           

 

 
Находим вторые производные: 
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Дифференциалы высших порядков. 

Введём понятие дифференциала высшего порядка. Полный 

дифференциал  функции  называют 

также дифференциалом первого порядка. Пусть функ-
ция имеет непрерывные производные второго порядка. 

Дифференциалом второго порядка функции   называет-

ся дифференциал от дифференциала первого порядка этой функ-
ции, то есть  

. 

Найдём его: 

 

 

 

; 
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Итак, если  , где  и  — независимые перемен-
ные, то дифференциал второго порядка функции вычисляет-
ся по формуле (3.26): 

 (3.26) 

Аналогично определяются дифференциалы функции   бо-
лее высокого порядка, то есть  

, …, . 

Таким образом, справедлива формула (3.27): 

(3.27) 

 

Посмотрим, как она работает, например, при  имеем: 

 

-дифференциал третьего порядка. 

Пример 3.25.  Найти полный дифференциал функции второго и 
третьего порядка для функции:  

а) б)  ;в)  

Решение. 

а) Найдем частные производные первого порядка: 

         

 
Для того, чтобы найти дифференциал второго порядка, 

найдем частные производные второго порядка: 

 

 

 
Таким образом, дифференциал  

второго порядка имеет вид: 

; 
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Найдём дифференциал третьего порядка,  

для этого вычислим частные производные 

 третьего порядка: 

; 

 

 
Следовательно, дифференциал  

третьего порядка имеет вид: 

 
б) Найдем частные производные первого порядка: 

           

 
Найдём дифференциал второго порядка,  

для этого вычислим частные производные 

 второго порядка: 

 

 

         . 

Таким образом, дифференциал второго порядка имеет вид: 

; 

Найдём дифференциал третьего порядка,  

для этого вычислим частные производные 

 третьего порядка: 
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 дифференциал тре-

тьего порядка. 

 

в) Найдем частные производные первого порядка: 

   

 
 

 

 
Найдём дифференциал второго порядка, для этого вычислим 
частные производные второго порядка: 

 

 

 

 

 

 
Таким образом, дифференциал второго порядка имеет вид: 

 
; 

Найдём дифференциал третьего порядка,  

для этого вычислим частные производные 

 третьего порядка: 
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дифференциал тре-

тьего порядка. 

Пример 3.26. Показать, что ес-

ли  

Решение. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Покажем, что для этого подставим получен-

ные значения  в данное равенство: 

что и требовалось показать. 

 

Задания для самостоятельного решения. 

18.Найти частные производные и дифференциалы второго по-
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рядка  для следующих функций: 

1  11  

2  12  

3  13 
 

4  14 
 

5 
 

15  

6  16  

7 
 

17  

8  18  

9  19  

10  20  

 

 
 

 
 

Ответы: 

18.1  
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18.2.  

 

 

18.3.  

 

18.4.  

 

 
 

18.5.  

 

18.6.  

 

18.7.  

 

18.8.
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18.9.
 

 
 

 

18.10.  

 

18.11.  

 
 

18.12.  

 

 

 
 

18.13.  

 

 

 

18.14.  , 

. 
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18.15.  

 

 

18.16.  

 

 

 

 
 

18.17.  

 

 

18.18.  

 

18.19.  

 

 

 
 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 200 

18.20.  

 

 

 

 

 
 

 

 

3.12. Экстремумы функции нескольких переменных. 

Определение экстремума функции. 

Понятие максимума, минимума, экстремума функции двух пере-
менных аналогичны соответствующим понятиям функции одной 
независимой переменной. 

Функция  имеет максимум в точке , если 

 для всех точек  достаточно близких к  точ 

ке  и отличных от  неё. 

Аналогично определяется точка 

минимума функции: для всех 
точек  отличных 

от  из окрестности точ-

ки  выполняется неравенство .На 

рис.33:   — точка максимума, a   — точка  

минимума функции  

 

Рис. 33 
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Аналогично определяется экстремум функции трех и большего 
числа переменных. 

Значение функции в точке максимума (минимума) называет-
ся максимумом (минимумом) функции. 

Максимум и минимум функции называют ее экстремумами. 

 В области  функция может иметь несколько экстремумов или не 

иметь ни одного. 

Замечание: в силу определения, точка экстремума функции ле-

жит внутри области определения функции поэтому пе-

ред тем, как найти экстремум необходимо найти область опреде-
ления функции.  

Необходимые условия экстремума. 

Теорема 3.5. (необходимые условия экстремума). Если 

функция имеет в точке экстремум и имеет в 

точке  частные производные первого порядка, то в этой точке 

частные производные равны нулю или не существует, то есть 
имеет место следующая система: 

(3.28) 

Примем теорему без доказательства. 

 

Замечание: равенство нулю частных производных является не-

обходимым, но не достаточным условием существования экстре-
мума. 

Точки, в которых выполняется необходимое условие, будем назы-
вать точками возможного экстремума.  

Точки, в которых частные производные первого порядка функции 
равны  

нулю, то есть , называются стационарными точ-

ками функции  . 

Стационарные точки и точки, в которых хотя бы одна 
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 частная производная не существует, называются критическими 
точками. 

Система  эквивалентна одному уравне-

нию  . 

Достаточные условия экстремума.  

Не всякая критическая точка будет точкой экстремума. 

Если  —стационарная точка функ-

ции и  

если в некоторой окрестности этой точки второй дифференциал 

 

- сохраняет знак при любых значениях и не 

равных нулю одновременно, то функция  

в точке  имеет экстремум. 

При этом если то этот экстремум -минимум, если 

максимум. 

Теорема 3.6. (достаточные условия экстремума). Если в 

точке возможного экстремума и некоторой её окрестно-

сти функция  имеет непрерывные частные производные 

второго порядка 
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Тогда: 

а) если ,то в точке  функция имеет экстремум, при-

чём при точка максимума; при  

точка минимума; 

б) ,в точке  экстремума нет;  

в) то в точке  экстремум может быть или не быть, 

требуется дополнительное исследование. 

Примем теорему без доказательств. 

Схема исследования функции на экстремум. 

1)Найти область определения функции; 

2)Найти частные производные первого порядка  

 и определить критические точки (стационарные точки-точки, в 

которых частные производные равны нулю  и точки, в ко-

торых хотя бы одна частная производная не существует); 

3)Исследовать характер каждой критической точки при помощи 
достаточных условий экстремума функции. 

 

Пример 3.27. Исследовать на экстремум функцию: 

 а) б)  

в) г)  

Решение. 

а) Областью определения данной функции являются все точки 

плоскости, то есть . 

Для того, чтобы найти стационарные точки, найдём частные про-
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изводные  и решим систему  

 

 

следовательно, 

стационарная точка (точка возможного экстремума); 

Исследуем характер стационарной точки,  

для этого находим : 

 

 

 

следовательно, точка 

минимума найдём значение функции в этой точке: 

 

 . 

б) Областью определения данной функции являются все точки 

плоскости, то есть . 

 Найдём стационарные точки: 
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, подставляя  в имеем: 

    

 

 
тогда, следователь-

но, стационарные точки; 

Исследуем характер стационарных точек,  

для этого найдём : 

 

 

 

 
 следо-

вательно, в точке   нет экстремума; 

 

 
 Следовательно,  точка миниму-

ма, . 

в) Областью определения данной функции являются точки, для 
которых -точки, лежащие в первой четверти. 

 Найдём стационарные точки: 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математический анализ 

 

 206 

 
 

 
Заметим, что частные производные не существуют при 

,то есть в точке ,но она не является точкой по-

дозрительной на экстремум, так как не входит в область опреде-
ления функции. 

 

, -не входят в область 

определения. 

Следовательно, стационарная точка. 

 
Исследуем характер стационарных точек, для этого найдём 

частные производные второго порядка: 

 

 

 

Тогда  

 
 следовательно, в точке   функция имеет минимум. 

 Найдём значение функции в данной точке (минимум функ-
ции): 

. 

г) Найдём стационарные точки: 
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; 

 

 

Решим систему  

 

; 

; 

Эта система имеет решение, если 

, 

то есть и  

 
Таким образом, функция  имеет две стационарные точки 

. 

Используя достаточные условия экстремума, исследуем ха-
рактер стационарных точек, 

, для этого найдём частные производные функции второго 
порядка: 

 
 

=  

 

 
; 

 
Тогда 
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следовательно, в точке   нет экстремума; 

 
 в точке  

 функция имеет экстремум, так как 

, то это точка максимума.  

Найдём значение функции в данной точке (максимум функ-

ции): 
. 

 
Задания для самостоятельного решения. 

19. Исследовать на экстремум функцию   . 

1  

2  

3  

4  

5  

6  

 

7  

8 
 

9  

10  

11  
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12  

13  

14 
 

15  

 

16  

17  

18  

19  

20  

 

Ответы: 

19.1. ,  

 

в остальных точках экс-

тремумов нет. 

19.11.  

 

19.2.  19.12. экстремумов нет 

19.3.  19.13.  

 

19.4.  19.14.  
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19.5. экстремумов нет 19.15.  

 
 

19.6.  

 

19.16. экстремумов нет 

19.7. 

 
 

в остальных точках экс-

тремумов нет 

19.17.  

 

19.8.

 

 19.18. ,

 

19.9.

 

 19.19. экстремумов нет 

19.10.  19.20.  

 

3.13. Формула Тейлора для функции нескольких пе-
ременных. 

Пусть функция - имеет в окрестности точ-
ки непрерывные частные производные всех порядков до 

-го включительно, тогда её  можно разложить в многочлен 

ой степени(формула Тейлора) в окрестности этой точки: 

(3.29) 

где  – остаточный член, 

 

 
-дифференциал первого 

порядка;  

 

 

дифференциал 

второго порядка и так далее. 
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Замечание: чем больше слагаемых мы берём, тем боль-
шую точность даёт формула Тейлора.  

 

Пример 3.28. Найти несколько первых членов разложения 
функцию  в ряд Тейлора в окрестности точки  

Решение. 
Найдём первые три слагаемых разложения функции 

 в ряд Тейлора, то есть формула приобретает вид: 

 
1)Найдем значение функции   в точке 

 ; 
2)Cчитаем первый дифференциал в точке : 

 
, 

 
, , 

Следовательно, 

 
3)Вычисляем второй дифференциал в точке : 

 

 

 

 

 
, 

 

 
Получаем: 

 
 

Итак, разложения функцию  в ряд Тейлора в окрестно-

сти точки имеет вид:  

 
Пример 3.29. Разложить функцию  в 

ряд Тейлора в окрестности в точке  до третьего порядка 
включительно. 

Решение. 
Для разложения исходной функции в ряд Тейлора воспользуемся 
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соответствующей формулой: 

 
1)Найдем значение функции   в точке  

; 
2)Вычислим первый дифференциал в точке : 

 
, 

 
,  

Получаем: 

 
3)Вычислим второй дифференциал : 

   

     

, 

 

 
, 

, 

Следовательно, 

 
4)Вычисляем дифференциал третьего порядка в точке 

: 

 

 

 

 

 

 

 

 
, 

.  

Следовательно, 
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Итак, разложение исходной функции в ряд Тейлора в 

окрестности точки  имеет вид: 
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