
 

Ростов-на-Дону, 2023 

 
 

 
 

 

 
ДОНСКОЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 

 

УПРАВЛЕНИЕ ЦИФРОВЫХ ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ 

 
Кафедра «Прикладная математика» 

 

 

 
 

Учебно-методическое пособие 

по дисциплине  
«Численные методы для инженеров» 

«Численное дифференциро-
вание»  

 
 
 

 

 

Авторы 
Азимова Н.Н. 
Бедоидзе М.В. 
Лобянов И.С. 

Цымбалов Д.С. 
 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Численные методы 

 

 2 

Оглавление 
 
ВВЕДЕНИЕ ................................................................................ 3 

ПРОИЗВОДНЫЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА...................................... 4 

ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ ................................... 9 

ГРАФИЧЕСКИ ЗАДАННЫЕ ФУНКЦИИ ...................................11 

РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДОВ В EXCEL .........................................16 

ВАРИАНТЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ .............20 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ ..........................................................21 

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Численные методы 

 

 3 

ВВЕДЕНИЕ 

Дифференцированием называется операция нахождения 

производной некоторой функции 𝑓(𝑥). При этом функция 𝑓(𝑥) 

называется дифференцируемой в точке 𝑥0, если её производная в 

этой точке существует и конечна. 

Первая производная аналитически заданной функции 𝑓(𝑥) 

определяется следующим выражением: 

𝑓′(𝑥) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
                          (1) 

Численное дифференцирование — это процедура вычисле-
ния приближённого значения производной функции на основе 

ряда значения этой самой функции. 

Необходимость в численном дифференцировании возникает 
в следующих случаях: 

1. Функция задана в виде таблицы или графически  
2. Функция задана аналитически, но вычисление её произ-

водной является затруднительным 

В данном пособии методы численного дифференцирования 

рассмотрены на примере функции одной переменной. Но они также 

могут применяться для нахождения частных производных функции 
многих переменных. Для этого достаточно значения всех перемен-

ных, за исключением той, по которой происходит дифференциро-
вание, считать за константы.  
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ПРОИЗВОДНЫЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Простейшие формулы численного дифференцирования осно-

ваны на приближённом вычислении предела (1). Рассмотрим сле-
дующую функцию: 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 5                         (2) 

Найдём приближённое значение её производной в точке 

𝑥0 = 1,2, используя шаг дифференцирования ∆𝑥 = 0,01.  

𝑓′(𝑥) ≈
𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0)

∆𝑥
 

𝑓′(1,2) ≈
𝑓(1,21) − 𝑓(1,2)

0,01
=

1,296961 − 1,288

0,01
= 0,8961 

Сравним полученное значение с точным значением произ-
водной. 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 12𝑥 + 11 

𝑓′(1,2) = 0,92 

На рисунке 1 дана графическая интерпретация используе-

мого метода (для наглядности используется шаг большего размера 

∆𝑥 = 0,1). Сплошной линией изображена функция (2), пунктирной 

линией — касательная к графику функции в точке 𝑥0. Известно, 

что тангенс угла наклона касательной равен производной функции 

в соответствующей точке. «Точка-тире» изображает секущую, пе-

ресекающую график функции в точках 𝑥0 и (𝑥0 + ∆𝑥). Тангенс её 

угла наклона равен приближённому значению производной. Легко 

заметить, что углы наклона обоих прямых отличаются несильно, и 

чем меньше шаг ∆𝑥, тем меньше разница между наклоном. 

В данном методе приращение аргумента даётся в сторону 
увеличения значения аргумента, что соответствует выражению для 

правой односторонней производной: 

𝑓′(𝑥 + 0) = lim
∆𝑥→+0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

Полученное при этом выражение 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0) назы-

вается восходящей конечной разностью функции 𝑓(𝑥). 
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Рисунок 1. Вычисление производной с помощью восходящей 
конечной разности. 

 

Для вычисления приближённого значения производной 

можно также использовать нисходящую конечную разность, опре-

деляемую следующим выражением: 

𝑓(𝑥0 − ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0) 

При этом аргумент получает приращение в сторону уменьше-

ния своего значения, что соответствует выражению для левой од-

носторонней производной: 

𝑓′(𝑥 − 0) = lim
∆𝑥→−0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

Соответственно, формула для приближённого значения про-

изводной примет следующий вид (здесь полагаем ∆𝑥 > 0): 

𝑓′(𝑥) ≈
𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0 − ∆𝑥)

∆𝑥
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Снова вычислим производную функции (2) в точке 𝑥0 = 1,2, 

используя шаг ∆𝑥 = 0,01.  

𝑓′(1,2) ≈
𝑓(1,2) − 𝑓(1,19)

0,01
=

1,288 − 1,278559

0,01
= 0,9441 

Графическая интерпретация описанного метода представ-

лена на рисунке 2 (шаг снова увеличен до ∆𝑥 = 0,1). Аналогично 

предыдущему случаю, «точкой-тире» изображена секущая, пере-

секающая график функции (2) в точках 𝑥0 и (𝑥0 − ∆𝑥). 

Из рисунков 1 и 2 легко заметить, что погрешность обоих ме-

тодов при одной и той же величине шага примерно одинакова. Оба 

метода имеют порядок точности 𝑂(∆𝑥). 

 

 

Рисунок 2. Вычисление производной с помощью нисходящей 

конечной разности. 
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основанный на центральной (или симметричной) конечной разно-
сти. Центральная конечная разность определяется следующим вы-

ражением: 

𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0 − ∆𝑥) 

Соответственно, формула для приближённого значения про-
изводной примет следующий вид: 

𝑓′(𝑥) ≈
𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0 − ∆𝑥)

2∆𝑥
 

 

 

Рисунок 3. Вычисление производной с помощью центральной 

конечной разности. 

 

Снова вычислим производную функции (2) в точке 𝑥0 = 1,2, 

используя шаг ∆𝑥 = 0,01.  
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𝑓′(1,2) ≈
𝑓(1,21) − 𝑓(1,19)

2 × 0,01
= 

=
1,296961 − 1,278559

0,02
= 0,9201 

Нетрудно заметить, что точность данного метода значи-
тельно превосходит точность двух предыдущих. 

Этот факт также подтверждается графической интерпрета-

цией метода, изображенной на рисунке 3 (шаг снова увеличен до 

∆𝑥 = 0,1). Аналогично обозначениям предыдущих рисунков, пунк-

тирная линия — касательная к графику функции (2) в точке 𝑥0, 

«точка-тире» — секущая, пересекающая график функции (2) в точ-

ках (𝑥0 − ∆𝑥) и (𝑥0 + ∆𝑥). Даже при относительно большом шаге 

дифференцирования касательная и секущая почти параллельны 

друг другу, что и говорит о высокой точности метода. 
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ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

Пусть необходимо найти значение второй производной функ-

ции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0. Введём некоторые вспомогательные точки 

(рисунок 4): 

𝑥1 = 𝑥0 + ∆𝑥, 𝑥−1 = 𝑥0 − ∆𝑥 

𝑥1
2

= 𝑥0 +
∆𝑥

2
, 𝑥

−
1
2

= 𝑥0 −
∆𝑥

2
 

Если известны значения первой производной функции 𝑓(𝑥) 

в точках 𝑥
−

1

2

 и 𝑥1

2

, то вторую производную можно вычислить мето-

дом центральных конечных разностей. 

𝑓′′(𝑥) ≈

𝑓′ (𝑥1
2

) − 𝑓′ (𝑥
−

1
2

)

∆𝑥
 

Значения 𝑓′ (𝑥1

2

) и 𝑓′ (𝑥
−

1

2

), в свою очередь, тоже можно 

найти методом центральных конечных разностей следующим обра-
зом: 

𝑓′ (𝑥1
2

) ≈
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

∆𝑥
 

𝑓′ (𝑥
−

1
2

) ≈
𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥−1)

∆𝑥
 

Отсюда получим формулу для приближённого вычисления 
второй производной функции из значений самой функции: 

𝑓′′(𝑥) ≈

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
∆𝑥 −

𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥−1)
∆𝑥

∆𝑥
= 

=
𝑓(𝑥1) − 2𝑓(𝑥0) + 𝑓(𝑥−1)

(∆𝑥)2
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Рисунок 4. Вычисление второй производной. 

 

Аналогичным путём можно получить формулы для производ-

ных более высоких порядков, например для третьей производной: 

𝑓′′′(𝑥0) ≈
𝑓(𝑥3) − 3𝑓(𝑥1) + 3𝑓(𝑥−1) − 𝑓(𝑥−3)

(2∆𝑥)3
, 

где 𝑥3 = 𝑥0 + 3∆𝑥,  𝑥−3 = 𝑥0 − 3∆𝑥 
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ГРАФИЧЕСКИ ЗАДАННЫЕ ФУНКЦИИ 

Описанные выше методы могут быть применены к функциям, 

заданным в виде формулы или таблицы. Однако, если функция за-
дана в виде графика, никакие из описанных методов применяться 

к ней не могут. Поэтому задача численного дифференцирования 

графически заданной функции сводится к задаче приведения 
функции к подходящему виду. 

Графически заданные функции можно привести к таблич-
ному виду, используя специальное программное обеспечение. В 

данной главе используется программа Grafula, предназначенная 

для оцифровки координат точек отсканированных графиков (рису-
нок 5). 

 

 

Рисунок 5. Общий вид программы. 

 

Для начала работы необходимо выбрать изображение в фор-

мате JPG или BMP с графиком исследуемой функции. Затем на изоб-
ражение вручную наносятся координатные оси с помощью соответ-

ствующих инструментов верхней панели:  

1. «Указание точки 0,0» — выбор начала координат 
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2. «Указание точки MaxX» — выбор точки, в которой будет 

указано максимальное значение по оси 𝑂𝑥, точка также 

определяет направление оси 𝑂𝑥. 
3. «Указание точки MaxY» — выбор точки, в которой будет 

указано максимальное значение по оси 𝑂𝑦, точка также 

определяет направление оси 𝑂𝑦. 

Окно «Ввод данных» позволяет установить минимальные и 
максимальные значения для обоих координатных осей. Результат 

процедуры задания осей представлен на рисунке 6. 

 

 

Рисунок 6. Задание координатных осей в программе. 

 

Когда координатные оси заданы, с помощью инструмента 
«Указание   точек» необходимо вручную отметить точки графика 

(рисунок 7). Отмечать точки можно с произвольным шагом в коли-

честве до пяти тысяч. Для большей точности присутствует окно 
«Лупа», дублирующее увеличенную область изображения около 

курсора. 
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Рисунок 7. Выбор точек графика. 

 

 

Рисунок 8. Оцифрованный график исследуемой функции. 
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Окончательный вид оцифрованного графика представлен на 
рисунке 8. В данном случае было отмечено тридцать точек. Точки 

лучше всего отмечать так, чтобы соединяющие их участки графика 
были достаточно гладкими. 

 

  

Рисунок 9. Таблица с данными графика. 
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В процессе выбора точек их координаты будут автоматиче-
ски добавляться в таблицу с данными в порядке следования вдоль 

оси 𝑂𝑥 (рисунок 9). После этого данные таблицы можно скопиро-

вать, например, в Excel или другую программу для дальнейшей об-

работки. В том числе, поскольку теперь функция задана таблично, 
к ней применимы методы численного дифференцирования, опи-

санные в предыдущих главах. 
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РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДОВ В EXCEL 

Пусть необходимо найти производную следующей функции, 

а также построить график самой функции и график производной: 

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥(𝑥3 + 4𝑥 − 3) sin 2𝑥 

Чтобы построить график функции, введём в ячейки 

𝐴1: 𝐴121 числа от 0 до 12 с шагом 0,1, а затем в ячейках 

𝐵1: 𝐵121 вычислим значения функции в соответствующих точках 

(рисунок 10). 

 

 

Рисунок 10. Построение графика функции в Excel. 

 

В результате получим график, представленный на рисунке 
11. 
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Рисунок 11. График исходной функции. 

 

Для вычисления значений производной функции воспользу-

емся методом центральных конечных разностей. Для этого введём 

в ячейку 𝐵2 формулу = (𝐵3 − 𝐵1)/0,2 и распространим её до 

ячейки 𝐵120. 

Поскольку для крайних точек интервала применить метод 

центральных конечных разностей нельзя, в ячейку 𝐵1 введём вы-

ражение для восходящей конечной разности = (𝐵2 − 𝐵1)/0,1, а 

в ячейку 𝐵121 — выражение для нисходящей конечной разности 

= (𝐵120 − 𝐵121)/0,1. 

Результат вычислений представлен на рисунке 12. 
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Рисунок 12. Вычисление производной в Excel. 

 

 

Рисунок 13. График исходной функции и её производной. 
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Для наглядности изобразим график самой функции и график 

её производной на одной координатной плоскости. Результат пред-
ставлен на рисунке 13. Здесь производная изображена пунктирной 

линией. 
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ВАРИАНТЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

1. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 + 1 

𝑓′(2)−? , 𝑓′′(2)−? 

 

2. 𝑓(𝑥) = sin(2𝑥 + 1) 

𝑓′(5)−? , 𝑓′′(5)−? 

 

3. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ln 𝑥 

𝑓′ (
20

3
) −? , 𝑓′′ (

20

3
) −? 

 

4. 𝑓(𝑥) = √17𝑥2 − 9𝑥 + 3 

𝑓′(10)−? , 𝑓′(20)−? 

 

5. 𝑓(𝑥) = sin 2𝑥 + cos 3𝑥 

𝑓′(5,8)−? , 𝑓′(11,3)−? 

 

6. 𝑓(𝑥) =
3𝑥2 + 13 sin 𝑥

7
 

𝑓′(2𝜋)−? , 𝑓′′(2𝜋)−? 

 

7. 𝑓(𝑥) = 4𝑥2 +
6

𝑥
 

𝑓′(−𝑒)−? , 𝑓′(𝑒)−? 

 

 

8. 𝑓(𝑥) = 𝑥(2 + sin 𝑥) 

𝑓′(50)−? , 𝑓′(170)−? 

 

9. 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 3𝑥2 + 8 

𝑓′(10)−? , 𝑓′′(10)−? 

 

10. 𝑓(𝑥) = 4√8 + 𝑥44
 

𝑓′ (
25

7
) −? , 𝑓′ (

75

2
) −? 

 

11. 𝑓(𝑥) = √(1 + 𝑥7)
3

 

𝑓′′(7)−? , 𝑓′′′(7)−? 

 

12. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥2−6𝑦2
 

𝑓𝑥
′(5; 2)−? , 𝑓𝑦

′(5; 2)−?,   

 

13. 𝑓(𝑥) = (2 + cos 𝑥) ln 𝑥 

𝑓′′(6𝜋)−? , 𝑓′′′(6𝜋)−? 

 

14. 𝑓(𝑥) =
𝑥5

55
+

𝑥3

33
+

𝑥

11
 

𝑓𝐼𝑉(5)−? 
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