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ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

На плоскости Oxy  рассмотрим область  S  площадью  S , 

ограниченную замкнутой кривой   . 

Пусть в области  S  определена функ-

ция  y,xfz  . Разобьем область  

S  сетью  линий на  конечное число 

областей  
1
S ,  

2
S   и   т.д.   пло-

щади которых соответственно 

n
S,S,S  

21
. В каждой ойi   элементарной области  

i
S  выберем произвольную точку   

iii
y,xM  , значение функ-

ции в этой точке умножим на площадь 
i
S  соответствующей обла-

сти и все произведения сложим.  

O  

y  

    x  

  

iS  

X  

Y  

Z  

i
S   

iii
y,xM  

i
x  

i
y  

 
ii
y,xf  
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Полученная сумма  

 



n

i
iiin
Sy,xfI

1

  

называется интегральной суммой функции  y,xf  в области S . 

Двойным интегралом от функции   y,xf  по области  S  

называется конечный предел  I  интегральной суммы  
n
I  при  

0 , где   - наибольший из диаметров элементарных областей 

i
S  ; 

 





n

i
iii
Sy,xflimI

1
0




 

Отметим, что предел не зависит от характера разбиения. 

Обозначения двойного интеграла: 

    
SS

dydxy,xfI,dSy,xfI  

Функция   y,xfz  ,  для которой рассмотренный предел 

существует и конечен, называется интегрируемой. Если  Функция  

 y,xfz   непрерывна в области  S , то она интегрируема в 

этой области.  

 

 

 

 

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ДВОЙНОГО 

ИНТЕГРАЛА 
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Если    0y,xf , то 

двойной интеграл от функции 

 y,xfz   по области  S  

равен объему тела, ограничен-

ного сверху поверхностью 

 y,xfz  , с боков – ци-

линдрической поверхностью, 

образующие которой парал-

лельны оси Oz , а направляющей служит контур    фигуры  S , 

снизу – плоскостью 0z . 

 

3. СВОЙСТВА ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

 

1.     constcdSy,xfcdSy,xfcI
SS

   

2.         dSy,xdSy,xfdSy,xy,xf
SSS

    

3. Если    y,xy,xf  ,  то      
SS

dSy,xdSy,xf   

4.     
SS

dSy,xfdSy,xf  

5. Если  
21
SuS  области, на которые разбита область S , то 

           
21 SSS

dSy,xfdSy,xfdSy,xf . 

S    

   y,xfz   
z  

x  

       y  
O  
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6. Если в области S     My,xfm  , то 

  SMdSy,xfSm
S

  , 

Откуда        MmSdSy,xf
S

  . 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА В 

ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ 

 

Различают две основных области интегрирования, как показано 

на рисунках.  

 

Если для функции  y,xf , определенной в области  
1
S , су-

ществует двойной интеграл, а при каждом постоянном значении x  

из  b,a  простой интеграл 

   
 

 


x

x

dyy,xfxI
2

1





 

y  
y  

x  x  O  O  

1
A  

2
A  

a  

1
B  

2
B  

b    

 xy
1

  

 xy
1

  1
D  2

D  

1
C  

2
C  

c  

d  

  

 yx
1

   yx
2

  

1
S  

2
S  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Двойные интегралы 

 

 8 

то существует также и повторный интеграл 

 
 

 

 
 

 

 









b

a

x

x

x

x

b

a

dxdyy,xfdyy,xfdx
2

1

2

1









 

и выполняется равенство 

   
 

 

 
y

y

b

aS

dyy,xfdxdSy,xf
2

1





 

В случае области второго рода 
2S  двойной интеграл равен: 

   
 

 

 
x

x

d

cS

dxy,xfdydSy,xf
2

1





 

Если область S  является прямоугольником со сторонами, па-

раллельными осям координат, причем  bxa  ,  dyc  , то 

    
d

c

b

aS

dyy,xfdxdSy,xf  

    
b

a

d

cS

dxy,xfdydSy,xf  
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Пример. Вычислить  
S

dydxxy , где область S  является  

прямоугольником  2184 ,;, . 

 

 

Согласно формуле  

    
d

c

b

aS

dyy,xfdxdSy,xf ,     запишем 

   
2

1

8

4

dyxydxdSy,xf
S

 

Так как 

  x
xy

xdyxy
2

3
14

21

2

2

22

1

  , 

то 

  361664
4

3

4

8

22

3

2

3

2

3
28

4

8

4

2

1

8

4

 
x

xdxxdxdyxydx

 

x  

y  

8  4  

2  

1  
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Следовательно,  36
S

xydxdy . 

5. ПЛОЩАДЬ ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ 

 

Площадь S  плоской области S  выражается формулой 

 
SS

dxdydSS  

Пример. Вычислить площадь 

области, ограниченной линиями 

2
1 yx  , 5x . 

Данная область ограничена па-

раболой 
2

1 yx   и прямой 

5x .  

Решая систему уравнений 









0

1
2

y

yx
, 

находим точку   01,A   пересечения параболы с осью Ox .   

Из системы 









5

1
2

x

yx
 

находим две точки пересечения параболы с прямой 5x : 

 25,B ,   25 ,C . 

Область ABC  можно рассматривать как область первого вида 

и как область второго вида. Будем рассматривать ее как область пер-

y  

x      O  

B  

C  

5  
A  
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вого вида. 

     








5

1

5

1

5

1

1

1

1

1

5

1

1211 dxxdxxxdx|ydydxdxdyS
x

x

x

xS

 

 
    

3

2
10

3

32
8

3

4
64

3

4
4

3

4
4

3

4
1115

3

4

2
3

1
2

32
3

2
3

2
3

5

1

2
3




 |
x

 

6. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 

 

Пример. Вычислить двойной интеграл 
D

  (x+ y)dx dy по об-
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ласти (D), ограниченной линиями: x = 0, x =1, y =x, y =2- .2x  

Решение: Область D ограничена прямыми x = 0, y = x и пара-

болой 22y x  , тогда 

21 2

( ) 0

( ) ( ) .

x

D x

x y dxdy dx x y dy



      

Вычисляем внутренний интеграл, считая x постоянным: 

2

2
2 2 2 2 2

2 2

4
3 2

(2 )
( ) ( ) (2 ) ( )

2 2 2

7
2 2.

2 2

x

y x

y x

x

y x x
x y dy xy x x xx

x
x x x



 



 
         

 

    


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7. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

Вычислить повторные интегралы 
 

37.    

2

0

1

0

22 2 dxyxdy  38.   

1

0

1

0

2

2

1
dy

y

x
dx    

39.   

4

3

2

1

2)( yx

dy
dx                   40.    

2

1

2

2

x

x

dyyxdx    

41.  
2

1 1
2

2x

x

y

dyx
dx   42.   

 



3

3

5

42

2

y

dxyxdy  

43.    

1

0

1

x

dyyxdx   44.    

1

0

2

2

32

y

dxyxdy    

45.  


1

0

22

2x

x

dyyxdx  

Вычислить двойные интегралы 

46. xyyxDxdxdy
D

 1,0,0:,   

47. xyyxDxydxdy
D

 ,0,1:,  

48. xyyyDydxdy
D

 ,0,1:,   

49. 1,1,0,0:, 
 xyyxDdxdye

D

yx
 

 

8. ТИПОВОЙ РАСЧЕТ ПО ТЕМЕ «ДВОЙНОЙ 

ИНТЕГРАЛ» 

Вариант 1 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 
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а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: x=1, y= , y= . 

Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а.           b.  

                        . 

Вариант 2 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: , y= , y= . 

3. Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а.      b.   

 

Вариант 3 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  
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b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

         D: ,  y=x, x=0, . 

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а.  .              b.  y=x,    

                                                                                                                                                                                      

.  

Вариант 4 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: x=1, y= , y= . 

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а. ,         b.   

                    

 

Вариант 5 

1.Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 
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а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: , 

. 

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а. , x=y,              b.   

                              y=   . 

 

Вариант 6 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: , , y= . 

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а. , x=2y,                      b.  

                                            

 

Вариант 7 
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1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

  D: , ,  

. 

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а. , y=4- ,     b.                                         

 

Вариант 8 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: , , x=1.  

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а. , y=3 ,               b.   

   x+y=2.                           
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Вариант 9 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: , .  

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а. , y=3-2x.             b.  , 

                                            . 

Вариант 10 

1. Изменить порядок интегрирования. Области интегрирования 

изобразить на чертеже. 

а)  

b)  

2. Вычислить двойной интеграл, если область интегрирования 

ограничена заданными линиями. 

 D: ,  

 

3.Найти площадь области, ограниченной линиями: 

а. , x=0,          b.   
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   y=1- , x=1.                                       
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