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1. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ 

Решение различных геометрических, физических и инже-

нерных задач часто приводят к уравнениям, которые связывают 

независимые переменные, характеризующие ту ил иную задачу, с 

какой – либо функцией этих переменных и производными этой 

функции различных порядков. 

В качестве примера можно рассмотреть простейший слу-

чай равноускоренного движения материальной точки. 

Известно, что перемещение материальной точки при рав-

ноускоренном движении является функцией времени и выражает-

ся по формуле: 

2

2

0

at
tVS   

В свою очередь ускорение a является производной по 

времени t от скорости V, которая также является производной по 

времени t от перемещения S.  Т.е. 

;;
2

2

dt

Sd

dt

dV
a

dt

dS
V   

Тогда получаем: 
2

)(
)( 0

ttf
tVtfS


  - уравнение 

связывает функцию f(t) с независимой переменной t и производ-

ной второго порядка функции f(t). 

Определение. Дифференциальным уравнением 

называется уравнение, связывающее независимые переменные, 

их функции и производные (или дифференциалы) этой функции. 

Определение. Если дифференциальное уравнение имеет 
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одну независимую переменную, то оно называется обыкновен-

ным дифференциальным уравнением, если же независимых 

переменных две или более, то такое дифференциальное уравне-

ние называется дифференциальным уравнением в частных 

производных. 

Определение. Наивысший порядок производных, входя-

щих в уравнение, называется порядком дифференциального 

уравнения. 

Пример. 

0583  xyyx  - обыкновенное дифференциальное 

уравнение 1 – го порядка. В общем виде записывается 

0),,( yyxF . 

yx
dx

dy
xy

dx

yd
x  2

2

2

 - обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение 2 – го порядка. В общем виде записывается 

0),,,(  yyyxF  

02 









y

z
xy

x

z
y  - дифференциальное уравнение в 

частных производных первого порядка. 

Определение. Общим решением дифференциального 

уравнения называется такая дифференцируемая функция y = (x, 

C), которая при подстановке в исходное уравнение вместо неиз-

вестной функции обращает уравнение в тождество. 

1.1 Свойства общего решения 

1) Т.к. постоянная С – произвольная величина, то вообще 

говоря дифференциальное уравнение имеет бесконечное множе-

ство решений. 
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2) При каких- либо начальных условиях х = х0, у(х0) = у0 

существует такое значение С = С0, при котором решением диф-

ференциального уравнения является функция у = (х, С0). 

Определение. Решение вида у = (х, С0) называется 

частным решением дифференциального уравнения. 

Определение. Задачей Коши (Огюстен Луи Коши 

(1789-1857)- французский математик) называется нахождение 

любого частного решения дифференциального уравнения вида у 

= (х, С0), удовлетворяющего начальным условиям у(х0) = у0. 

Теорема Коши. (теорема о существовании и единствен-

ности решения дифференциального уравнения 1- го порядка) 

Если функция f(x, y) непрерывна в некоторой области  D в 

плоскости XOY и имеет в этой области непрерывную частную 

производную ),( yxfy  , то какова бы не была точка (х0, у0) в 

области D, существует единственное решение )(xy   уравне-

ния ),( yxfy  , определенное в некотором интервале, содер-

жащем точку х0, принимающее при х = х0 значение (х0) = у0, т.е. 

существует единственное решение дифференциального уравне-

ния. 

Определение. Интегралом дифференциального урав-

нения называется любое уравнение, не содержащее производных, 

для которого данное дифференциальное уравнение является 

следствием.  

Пример.  Найти общее решение дифференциального 

уравнения 0 yyx . 

Общее решение дифференциального уравнения ищется с 

помощью интегрирования  левой и правой частей уравнения, ко-
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торое предварительно преобразовано следующим образом (учи-

тывая, что  =
)
: 

0 y
dx

dy
x  

ydxxdy   

x

dx

y

dy
  

Теперь интегрируем:   x

dx

y

dy
 

0lnln Cxy   

0lnln Cxy   

0ln Cxy   

Cexy
C
 0  

x

C
y   - это общее решение исходного дифференциаль-

ного уравнения. 

Допустим, заданы некоторые начальные условия: x0 = 1; 

y0 = 2, тогда имеем 

;2;
1

2  C
С

 

При подстановке полученного значения постоянной в об-

щее решение получаем частное решение при заданных начальных  

условиях (решение задачи Коши): 
x

y
2

  

Определение. Интегральной кривой называется гра-

фик y = (x) решения диффе- ренциального уравнения  на 
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плоскости ХОY. 

Определение. Особым решением дифференциального 

уравнения называется такое решение, во всех точках которого 

условие единственности Коши  не выполняется, т.е. в окрестности 

некоторой точки (х, у) существует не менее двух интегральных 

кривых.  

Особые решения не зависят от постоянной С. 

Особые решения нельзя получить из общего решения ни 

при каких значениях постоянной С.  Если построить семейство 

интегральных кривых дифференциального уравнения, то особое 

решение будет изображаться линией, которая в каждой своей 

точке касается по крайней мере одной интегральной кривой. 

Отметим, что не каждое дифференциальное уравнение 

имеет особые решения. 

Пример. Найти общее решение дифференциального 

уравнения: .0 yy  Найти особое решение, если оно суще-

ствует. 

y
dx

dy
  

dx
y

dy
  

  dx
y

dy
 

Cxy ln  

Cx eey  
 

xeCy  1  

Данное дифференци- альное уравнение имеет также 
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особое решение у = 0. Это решение невозможно получить из об-

щего, однако при подстановке в исходное уравнение получаем 

тождество. Мнение, что решение y = 0  можно получить из обще-

го решения при С1 = 0 ошибочно, ведь C1 = eC  0. 

Далее рассмотрим подробнее приемы и методы, которые 

используются при решении дифференциальных уравнений раз-

личных типов. 

1.2. Дифференциальные уравнения первого порядка 

Определение. Дифференциальным уравнением 

первого порядка называется соотношение, связывающее функ-

цию, ее первую производную и независимую переменную, т.е. 

соотношение вида: 

0),,( yyxF  

Если такое соотношение преобразовать к виду 

),( yxfy   то это дифференциальное уравнение первого по-

рядка будет называться уравнением, разрешенным относи-

тельно производной. 

 Преобразуем такое выражение далее: 

;0),(;),();,(  dydxyxfdxyxfdyyxf
dx

dy
 

Функцию f(x,y) представим в виде: 

;0),(,
),(

),(
),(  yxQ

yxQ

yxP
yxf  тогда при подстановке в по-

лученное выше уравнение  имеем: 

0),(),(  dyyxQdxyxP  

- это так называемая дифференциальная форма 

уравнения первого порядка. 
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Далее рассмотрим подробнее типы уравнений первого по-

рядка и методы их решения. 

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 

ПОРЯДКА 

Определение. Общим решением дифференциального 

уравнения 1 – го порядка 0),,( yyxF  называется такая диф-

ференцируемая функция y = (x, C), которая при подстановке в 

исходное уравнение вместо неизвестной функции обращает урав-

нение в тождество. 

2.1. Свойства общего решения 

1) Т.к. постоянная С – произвольная величина, то вообще 

говоря дифференциальное уравнение имеет бесконечное множе-

ство решений. 

2) При каких- либо начальных условиях х = х0, у(х0) = у0 

существует такое значение С = С0, при котором решением диф-

ференциального уравнения является функция у = (х, С0). 

Определение. Решение вида у = (х, С0) называется 

частным решением дифференциального уравнения. 

Определение. Задачей Коши (Огюстен Луи Коши 

(1789-1857)- французский математик) называется нахождение 

любого частного решения дифференциального уравнения вида у 

= (х, С0), удовлетворяющего начальным условиям у(х0) = у0. 

Теорема Коши. (теорема о существовании и единствен-

ности решения дифференциального уравнения 1- го порядка) 

Если функция f(x, y) непрерывна в некоторой области  D в 

плоскости XOY и имеет в этой области непрерывную частную 

производную ),( yxfy  , то какова бы не была точка (х0, у0) в 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

                                                                Математика 

 11 

области D, существует единственное решение )(xy   уравне-

ния ),( yxfy  , определенное в некотором интервале, содер-

жащем точку х0, принимающее при х = х0 значение (х0) = у0, т.е. 

существует единственное решение дифференциального уравне-

ния. 

Определение. Интегралом дифференциального урав-

нения называется любое уравнение, не содержащее производных, 

для которого данное дифференциальное уравнение является 

следствием.  

Пример.  Найти общее решение дифференциального 

уравнения 0 yyx . 

Общее решение дифференциального уравнения ищется с 

помощью интегрирования  левой и правой частей уравнения, ко-

торое предварительно преобразовано следующим образом: 

0 y
dx

dy
x  

ydxxdy   

x

dx

y

dy
  

Теперь интегрируем:      x

dx

y

dy
 

0lnln Cxy   

Cxy   - это общее решение исходного дифференциального 

уравнения. Геометрически общее решение это бесконечное мно-

жество прямых, проходящих через начало координат. Если при-

дать С конкретное значение , то получим частное решение. Гео-
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метрически частное решение это одна из прямых. Чтобы выде-

лить конкретную прямую, нужно задать конкретную точку на 

плоскости ),( 000 ухМ , через которую она проходит. Это и есть 

начальные условия 

00 уухх   или 00 )( уху  . 

Допустим, заданы некоторые начальные условия: x0 = 1; 

y0 = 2, тогда имеем 

;2;1*2  CС  

 При подстановке полученного значения постоянной в об-

щее решение получаем частное решение при заданных начальных 

условиях (решение задачи Коши). 

хy 2  

Определение. Интегральной кривой называется гра-

фик y = (x) решения дифференциального уравнения  на плоско-

сти ХОY. 

Определение. Особым решением дифференциального 

уравнения называется такое решение, во всех точках которого 

условие единственности Коши не выполняется, т.е. в окрестности 

некоторой точки (х, у) существует не менее двух интегральных 

кривых.  

Особые решения не зависят от постоянной С. 

Особые решения нельзя получить из общего решения ни 

при каких значениях постоянной С.  Если построить семейство 

интегральных кривых дифференциального уравнения, то особое 

решение будет изображаться линией, которая в каждой своей 

точке касается по крайней мере одной интегральной кривой. 
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2.2. Уравнения вида y’ = f(x) 

Пусть функция f(x) – определена и непрерывна на некото-

ром интервале 

a < x < b. В таком случае все решения данного диффе-

ренциального уравнения находятся как Cdxxfy   )( . Если 

заданы начальные условия х0 и у0, то можно определить постоян-

ную С. 

2.3. Уравнения с разделяющимися переменными 

Определение. Дифференциальное уравнение 

),( yxfy  называется уравнением с разделяющимися пе-

ременными, если его можно записать в виде 

)()( yxy  . 

Такое уравнение можно представить также в виде: 

;0)(0)(
)(

;0)()(;0)()( 


 yприdxx
y

dy
dxyxdyyxy

 

Перейдем к новым обозначениям 

);(
)(

1
);()( yY

y
xXx 


  

Получаем:                                          

;0)()(  dyyYdxxX  

CdyyYdxxX   )()(  

После нахождения соответствующих интегралов получает-

ся общее решение дифференциального уравнения с разделяющи-

мися переменными. 
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Если заданы начальные условия, то при их подстановке в 

общее решение находится постоянная величина С, а, соответ-

ственно, и частное решение. 

Пример. Найти общее решение дифференциального 

уравнения: 
y

x
yy

cos

2
  

x
dx

dy
yy 2cos   

xdxydyy 2cos   

  xdxydyy 2cos  

Интеграл, стоящий в левой части, берется по частям: 

yyyydyyy
yvdydu

ydydvyu
ydyy cossinsinsin

sin;

;cos;
cos 












 

 

                       Cxyyy  2cossin  

0cossin 2  Cxyyy  

- это  есть общий интеграл исходного дифференциального 

уравнения, т.к. искомая функция и не выражена через независи-

мую переменную. В этом и заключается отличие общего (частно-

го) интеграла от общего (частного) решения. 

Чтобы проверить правильность полученного ответа про-

дифференцируем его по переменной х. 

02sincossin  xyyyyyyy  

y

x
yy

cos

2
  - верно 

Пример. Найти решение дифференциального уравнения 
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y
y

y
ln


 при условии  

у(2) = 1. 

y
dy

ydx
ln  

y

ydy
dx

ln
  

 
y

ydy
dx

ln
 

 )(lnln yydCx  

2

ln 2 y
Cx   

При у(2) = 1 получаем 

;2;02;
2

1ln
2

2

 CCC  

Итого: ;ln)2(2 2 yx     или 
42  xey  - частное ре-

шение; 

Проверка: 
422

242


 

x
ey x

 , итого 

yx
e

xe

y

y
x

x

ln42
)42(

42

42





 



 - верно. 

 

Пример. Решить уравнение .3
2

yy   

3
2

y
dx

dy
  
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dxdyy 

3
2

 

 


dxdyy 3
2

 

Cxy 3
1

3  

3)(27 Cxy  - общий интеграл 

3)(
27

1
Cxy   - общее решение 

Пример. Решить уравнение ).1( 2  yxy  

 



;

1
;

1 22
dx

y

dy
dx

y

dy
 

;
2

;
2

22









 C

x
tgyC

x
arctgy  

Пример. Решить уравнение 0
 ye
x

yy
при условии 

у(1)= 0. 

0 yxe
dx

ydy
 

;;0 xdxdy
e

y
dxxeydy

y

y   

;  xdxdy
e

y
y

 

Интеграл, стоящий в левой части будем брать по частям. 

);1(
;;

;;

















 





 yeeyedyeye
evdydu

dvdyeyu
dyye yyyyy

y

y

y
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;
2

)1( 0

2

C
x

ye y 
 

Cxye y  2)1(2  

 

 Если у(1) = 0,то 

;1;12;1)10(2 0  CCCe  

Итого, частный интеграл: 1)1(2 2 xye y
. 

Пример. Решить уравнение )sin()sin( yxyxy  . 

0)sin()sin(  yxyxy  

 

0
2

cos
2

sin2 



yxyxyxyx

y  

0cos)sin(2  xyy  

0cossin2  xyy  

  ;cos2
sin

;cos2
sin

xdx
y

dy
xdx

y

dy
 

Получаем общий интеграл: 

Cx
y

tg  sin2
2

ln  

Пример. Решить уравнение 02
2






y

y
xe x

 

Преобразуем заданное уравнение: 

02
2



ydx

dy
xe x
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02
2



y

dy
dxxe x

 

C
y

dy
dxxe x  

 2

2  

Cye x   ln
2

 

Получили общий интеграл данного дифференциального 

уравнения. Если из этого соотношения выразить искомую функ-

цию у, то получим общее решение. 

Пример. Решить уравнение )1( 2  yxy . 

 

)1( 2  yx
dx

dy
 

xdx
y

dy


12
 

 
xdx

y

dy

12
;          C

x
arctgy 

2

2

; 









 C

x
tgy

2

2

 

Допустим, заданы некоторые начальные условия х0 и у0. 

Тогда: 

;
2

;
2

2

0

000

2

0

0

x
arctgyCC

x
arctgy   

 

Получаем частное решение .
22

2

0
0

2















x

arctgy
x

tgy  
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2.4. Однородные уравнения 

Определение.  Функция f(x, y) называется однородной 

n – го измерения относительно своих аргументов х и у, если для 

любого значения параметра t (кроме нуля) выполняется тожде-

ство: 

).,(),( yxfttytxf n  

Пример. Является ли однородной функция  

?3),( 23 yxxyxf   

),()3(3)(3)(),( 3233233323 yxftyxxtyxtxttytxtxtytxf 

 

Таким образом, функция f(x, y) является однородной 3- го 

порядка. 

Определение. Дифференциальное уравнение вида 

),( yxfy  называется однородным, если его правая часть f(x, 

y) есть однородная функция нулевого измерения относительно 

своих аргументов. 

Любое уравнение вида 0),(),(  dyyxQdxyxP  являет-

ся однородным, если функции P(x, y) и Q(x, y) – однородные 

функции одинакового измерения. 

Решение любого однородного уравнения основано на при-

ведении этого уравнения к уравнению с разделяющимися пере-

менными. 

Рассмотрим однородное уравнение ).,( yxfy   

Т.к. функция f(x, y) – однородная нулевого измерения, то 

можно записать: 

).,(),( yxftytxf   

Т.к. параметр t вообще говоря произвольный, предпо-
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ложим, что 
x

t
1

 . Получаем: 











x

y
fyxf ,1),(  

Правая часть полученного равенства зависит фактически 

только от одного аргумента 
x

y
u  , т.е. 

);(),( u
x

y
yxf 








  

Исходное дифференциальное уравнение таким образом 

можно записать в виде: 

)(uy   

Далее заменяем y = ux, xuxuy  . 

;
)(

);();(
x

uu
uuuxuuxuxu


  

таким образом, получили уравнение с разделяющимися перемен-

ными относительно неизвестной функции u. 

  





;
)(

;
)(

C
x

dx

uu

du

x

dx

uu

du
 

Далее, заменив вспомогательную функцию u на ее выра-

жение через х и у и найдя интегралы, получим общее решение 

однородного дифференциального уравнения. 

Пример. Решить уравнение 







 1ln
x

y

x

y
y . 

Введем вспомогательную функцию u. 

uxuyuxy
x

y
u  ;; . 
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Отметим, что введенная нами функция u всегда положи-

тельна, т.к. в противном случае теряет смысл исходное диффе-

ренциальное уравнение,       содержащее 
x

y
u lnln  . 

Подставляем в исходное уравнение:  

;ln;ln);1(ln uuxuuuuuxuuuuxu   

Разделяем переменные:   ;
ln

;
ln x

dx

uu

du

x

dx

uu

du
 

Интегрируя, получаем: 

;;ln;lnlnln CxeuCxuCxu   

Переходя от вспомогательной функции обратно к функции 

у, получаем общее решение: 

.Cxxey   

2.5. Уравнения, приводящиеся к однородным 

Кроме уравнений, описанных выше, существует класс 

уравнений, которые с помощью определенных подстановок могут 

приведены к однородным. 

Это уравнения вида 













111 cybxa

cbyax
fy . 

Если определитель ,0
11


ba

ba
 то переменные могут 

быть разделены подстановкой 

;;  vyux  

где  и  - решения системы уравнений 
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







0

0

111 cybxa

cbyax
 

Пример. Решить уравнение 

.0)12()32(  dxyxdyyx  

Получаем 

;
32

12
;12)32(






yx

yx

dx

dy
yx

dx

dy
yx  

Находим значение определителя 

0514
21

12





. 

Решаем систему уравнений 

;
5/7

5/1
;
0342

21
;

032

012

























y

x

xx

xy

yx

yx
 

 

Применяем подстановку ;5/7;5/1  vyux  в ис-

ходное уравнение: 

;0)15/75/22()35/1425/1(  duvudvvu

 

;0)2()2(  duvudvvu  

;
1/2

/2

2

2











uv

uv

uv

vu

du

dv
 

Заменяем переменную ;;; tutvutvt
u

v
  при 

подстановке в выражение, записанное выше, имеем: 

12

2





t

t
tut  
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         Разделяем  переменные:   

    ;
12

)1(2

12

22

12

2 22
















t

tt

t

ttt
t

t

t
u

du

dt
 

  







 ;

1

)21(

2

1
;

1

21

2

1
22 tt

dtt

u

du
dt

tt

t

u

du
 

1

2 lnln1ln
2

1
Cutt   

uCtt 1

2 ln21ln   

Переходим теперь к первоначальной функции у и пере-

менной х. 

;5/1;
15

75

5/1

5/7










 xu

x

y

x

y

u

v
t  

;
)15(

25

15

75

15

75
1

2

2

2






















x

C

x

y

x

y
 

2

22 25)75()15)(75()15( Cyxyx   

2

22 2549702573552511025 Cyyxyxyxx 

 

7149252575252525 2

22  Cyyxyxx  

;
25

55
3 2

22 CCyyxyxx   

Итого, выражение Cyyxyxx  22 3  является 

общим интегралом исходного дифференциального уравнения. 

 В случае если в исходном уравнении вида 















111 cybxa

cbyax
fy  определитель ,0

11


ba

ba
 то перемен-
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ные могут быть разделены подстановкой 

.tbyax   

Пример. Решить уравнение 

.0)133()(2  dxyxdyyx  

Получаем 

;
22

133

22

133
;133)(2

yx

yx

yx

yx

dx

dy
yx

dx

dy
yx











 

Находим значение определителя ;066
22

33



 

Применяем подстановку .33 tyx   

;1
3




t

dx

dy
 

Подставляем это  выражение  в исходное уравнение: 

;932;9962;99)3(2;
2

)1(3
1

3






tttttttttt

t

tt

 

Разделяем переменные:  

;
2

3

3
;

93

2
dxdt

t

t
dxdt

t

t






 

 









 ;

2

3

3

3
1 dxdt
t

 

1
2

3
3ln3 Cxtt   

Далее возвращаемся к первоначальной функции у и пере-

менной х. 

;)1(3ln222 2Cxyxyx   
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;1ln23ln223 2Cyxyx   

;1ln223 Cyxyx   

таким образом, мы получили общий интеграл исходного 

дифференциального уравнения. 

2.6. Линейные уравнения 

Определение. Дифференциальное уравнение называет-

ся линейным относительно неизвестной функции и ее производ-

ной, если оно может быть записано в виде: 

),()( xQyxPy   

P(x) и Q(x)- функции непрерывные на некотором проме-

жутке a < x < b. 

Суть метода заключается в том, что искомая функция 

представляется в виде произведения двух функций  uvy  . 

При этом очевидно, что 
dx

du
v

dx

dv
uy   - дифферен-

цирование по частям. 

 

Подставляя в исходное уравнение, получаем: 

)()( xQuvxP
dx

du
v

dx

dv
u   

)()( xQuxP
dx

du
v

dx

dv
u 








  

Далее следует важное замечание – т.к. первоначальная 

функция была представлена нами в виде произведения, то каж-

дый из сомножителей, входящих в это произведение, может быть 

произвольным, выбранным по нашему усмотрению. 
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Например, функция 
22xy   может быть представлена 

как ;2;21 22 xyxy  ;2 xxy   и т.п.  

Таким образом, можно одну из составляющих произведе-

ние функций выбрать так, что выражение 0)(  uxP
dx

du
. 

Таким образом, возможно получить функцию u, проинте-

грировав, полученное соотношение как однородное дифференци-

альное уравнение по описанной выше схеме: 

   ;)(ln;)(;)( dxxPudxxP
u

du
dxxP

u

du

 

 


;/1;;)(lnln 1

)(

1 CCCeudxxPuC
dxxP

 

Для нахождения второй неизвестной функции v подставим 

поученное выражение для функции u в исходное уравнение 

)()( xQuxP
dx

du
v

dx

dv
u 








  с учетом того, что выражение, 

стоящее в скобках, равно нулю. 

;)();(
)()(

dxexQCdvxQ
dx

dv
Сe

dxxPdxxP 
 

 Интегрируя, можем найти функцию v: 

1

)(

)( CdxexQCv
dxxP

  ;             

2

)(

)(
1

CdxexQ
C

v
dxxP

  ; 

Т.е. была получена вторая составляющая произведения 

uvy  , которое и определяет искомую функцию. 

Подставляя полученные значения,  получаем: 
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







 



2

)()(

)(
1

CdxexQ
C

Ceuvy
dxxPdxxP

 

 Окончательно получаем формулу:  









 



2

)()(

)( CdxexQey
dxxPdxxP

      ,С2 - произволь-

ный коэффициент. 

Пример. 
32

2
xy

x
y  .  

Уравнение линейное, решение ищем в виде y=uv. Тогда 

uvvuy  . После подстановки y и y  в уравнение, получа-

ем 
32

2
x

x

uv
uvvu   → 

32
2

x
x

v
vuvu 










 Подберем функцию v(x) так, чтобы выражение в скобках 

равнялось нулю, т.е. решим уравнение 0
2


x

v
v  

 
x

v
v

2
  – уравнение с разделяющимися переменными 

относительно неизвестной функции v(x). Решая его, получаем 

x

v

dx

dv 2
 , 

x

dx

v

dv 2
 , xv ln2ln   → 

2xv  . 

Замечание. Здесь 
2xv   является частным решением 

уравнения при С=0, т.к. мы искали любую функцию, которая бы 

обращала левую часть в ноль, а не все множество его решений. 

Далее подставим 
2xv   в уравнение , получим 

32 2xxu   → xu 2 . Это уравнение с разделяющимися пере-
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менными относительно неизвестной функции u(x). Решая его, по-

лучим du=2xdx. Cxxdxu  
22 . 

Функции u(x) и v(x) найдены.  

Y=u(x)v(x)=(x2+C)x2 – общее решение. 

Уравнение вида   
nyxqyxpy )()(   называется 

уравнением Бернулли. Для решения уравнений Бернулли при-

меним тот же метод, что и для решения линейных уравнений. 

Пример. Решить уравнение .4 2 yxyyx   

Разделим обе части уравнения на .yx  

.
41

xy
xdx

dy

y
  

Полагаем ;2;
2

1
; zyyy

y
zyz   

;
2

2
;

4
2

1 x

x

z

dx

dz
xz

x
zy

y
  

Получили линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение. Рассмотрим соответствующее ему линейное однород-

ное уравнение: 

;
2

;
2

;0
2

x

dx

z

dz

x

z

dx

dz

x

z

dx

dz
  

   ;;lnln2ln;2 2

1 CxzCxzC
x

dx

z

dz
 

Полагаем C = C(x) и подставляем полученный результат в 

линейное неоднородное уравнение, с учетом того, что: 
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;
)(

)(2 2

dx

xdC
xxxC

dx

dz
  

;
2

)(2)(
)(2

2
2 x

x

xCx

dx

xdC
xxxC   

;ln
2

1
)(;

2

1)(
2CxxC

xdx

xdC
  

Получаем: ;ln
2

1
2

2








 xCxz  

Применяя обратную подстановку, получаем окончатель-

ный ответ: 

;ln
2

1
2

2

4








 xCxy  

2.7. Уравнения в полных дифференциалах  

 Определение. Дифференциальное уравнение 

первого порядка вида: 

0),(),(  dyyxNdxyxM  

называется уравнением в полных дифференциалах, 

если левая часть этого уравнения представляет собой полный 

дифференциал некоторой функции ).,( yxFu   

Интегрирование такого уравнения сводится к нахождению 

функции u, после чего решение легко находится в виде: 

.;0 Cudu   

Таким образом, для решения надо определить: 

1) в каком случае левая часть уравнения представляет со-

бой полный дифференциал функции u; 

2) как найти эту функцию. 
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Если дифференциальная форма 

dyyxNdxyxM ),(),(  является полным дифференциалом неко-

торой функции u, то можно записать: 

.),(),( dy
y

u
dx
x

u
dyyxNdxyxMdu









  

Т.е. 






















),(

),(

yxN
y

u

yxM
x

u

.          

Найдем смешанные производные второго порядка, про-

дифференцировав первое уравнение по у, а второе – по х: 































x

yxN

yx

u

y

yxM

yx

u

),(

),(

2

2

 

Приравнивая левые части уравнений, получаем необхо-

димое и достаточное условие того, что левая часть диффе-

ренциального уравнения является полным дифференциалом.  

x

yxN

y

yxM








 ),(),(
 

Теперь рассмотрим вопрос о нахождении собственно 

функции u. 

Проинтегрируем равенство ),( yxM
x

u





: 

).(),( yCdxyxMu    

Вследствие интегрирования получаем не постоянную ве-



 

Управление цифровых образовательных технологий 

                                                                Математика 

 31 

личину С, а некоторую функцию С(у), т.к. при интегрировании 

переменная у полагается постоянным параметром. 

Определим функцию С(у). 

Продифференцируем полученное равенство по у. 

).(),(),( yCdxyxM
y

yxN
y

u










  

Откуда получаем: 


 .),(),()( dxyxM
y

yxNyC  

Для нахождения функции С(у) необходимо проинтегриро-

вать приведенное выше равенство. Однако, перед интегрирова-

нием надо доказать, что функция С(у) не зависит от х. Это усло-

вие будет выполнено, если производная этой функции по х равна 

нулю. 

 

.0
),(),(

),(
),(

),(
),(

)(


















































 

y

yxM

x

yxN

dxyxM
xyx

yxN
dxyxM

yxx

yxN
yС

x

 

Теперь определяем функцию С(у): 

CdydxyxM
y

yxNyC 











   ),(),()(  

Подставляя этот результат в выражение для функции u, 

получаем: 

.),(),(),( CdydxyxM
y

yxNdxyxMu 











   

Тогда общий интеграл исходного дифференциального 

уравнения будет иметь вид: 
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.),(),(),( CdydxyxM
y

yxNdxyxM 











   

 

Следует отметить, что при решении уравнений в полных 

дифференциалах не обязательно использовать полученную фор-

мулу. Решение может получиться более компактным, если просто 

следовать методу, которым формула была получена. 

Пример. Решить уравнение  

0)15()103( 22  dyxdxxyx  

Проверим условие: ;10
)103(),( 2

x
y

xyx

y

yxM










 

.10
)15(),( 2

x
x

x

x

yxN










 

Условие выполняется, следовательно, исходное диффе-

ренциальное уравнение является уравнением в полных диффе-

ренциалах. 

Определим функцию u. 

);(5)()103()(),( 232 yCyxxyCdxxyxyCdxyxMu  
 

;15),()(5 22 



xyxNyCx

y

u
 

1)1()(;1)( CydyyCyC   ; 

Итого, .5 1

23 Cyyxxu   

Находим общий интеграл исходного дифференциального 

уравнения: 
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;.5 21

23 СCyyxxu   

.5 23 Cyyxx   

3. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Дифференциальные уравнения первого порядка 

В таблице представлены примеры определения типа диф-

ференциального уравнения первого порядка. Далее приведены 

решения первых десяти  уравнений 

Уравнения                       Тип уравнения 

1) 
2yyyx   

  
x

yy
y




2

 – урав-

нение с разделяющими-

ся переменными, 
x

xf
1

)(
1

 , 

f2(y)=y2-y 

2) 
yxy  10  yxy  10  – уравне-

ние с разделяющимися пере-

менными 
xxf 10)(

1
 , 

yxf 10)(
2

  

3) 2
2

2


x

y
y  

Уравнение однородное. 

Правая часть f(
x

y
)=(

x

y
)2-2 
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4)
422 xyyx   

Разделим обе части уравнения 

на x, получим 
32

2
xy

x
y   

– уравнение линейное , 

x
xp

2
)(  , q(x)=2x3 

5) 
x

y

y

x
y   

Уравнение однородное. 

Правая часть f(
x

y
)=(

x

y
)-1+

x

y
 

6) 
22 yxyyx   

Уравнение однородное. 

Разделим обе части уравнения 

на x. Полу-

чим 
x

yx

x

y
y

22 
 , 

2

2

1
x

y

x

y
y  .  

7) 
2

22 xxexyy   
Уравнение линейное, 

p(x)=2x, 
2

2)( xxexq   

8) 
y

x
yy

21
  

Уравнение с разделяю-

щимися переменны-

ми, 
2

21

y

x
y


 , f1(x)=1-2x, 

22

1
)(

y
yf   
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9) aytgxy   Уравнение с разделяю-

щимися переменны-

ми 
tgx

ay
y


 , 

tgx
xf

1
)(

1
 , f2(y)=y+a 

10)   02  dyyxedxe yy
 Уравнение в полных 

дифференциа-

лах, 
yeyxM ),( , 

yxeyxN y 2),(  , 

ye
y

M





, 

ye
x

N





, 

x

N

y

M









. 

11) xxxyy cossincos   Уравнение линейное, 

p(x)=cosx, q(x)=sinxcosx 

12) 
yx

yx
y




  

Уравнение однородное. 

Правую часть его можно пред-

ставить в виде 

x

y
x

y

yxf







1

1

),(   
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13) 0ln1  xdyxdxyx yy
 Уравнение в полных 

дифференциа-

лах. 
1),(  yyxxM , 

xxyxN y ln),(  , 

xyxx
y

M yy ln11  



, 

xyxx
x

xxyx
x

N yyyy ln
1

ln 111  




 

        
x

N

y

M









 

 

 РЕШЕНИЯ 

1) 
2yyyx  . Уравнение является уравнением с раз-

деляющимися переменными, приведем его к виду 
x

yy

dx

dy 


2

. 

Разделим переменные: dx
x

yy
dy




2

, 
x

dx

yy

dy


2
. Пере-

менные разделены, проинтегрируем теперь обе части последнего 

уравнения: 

  
 x

dx

yy

dy
2
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  y

y

y

y

a

au

au

aau

du

y

dy

yy

dy 1
ln

2

1

2

1
2

1

2

1

ln

2

1

ln
2

1

4
1

2
1

22

22


















































 

Получим в итоге Cx
y

y
lnln

1
ln 


 – общее реше-

ние (вариант №1), произвольная постоянная здесь обозначена 

lnC. 

 Получим более простую форму записи общего ре-

шения 

xC
y

y
ln

1
ln 


→ Cx

y

y


1
→

Cx
y




1

1
 – общее 

решение (вариант№2). 

2) 
yxy  10 . Уравнение является уравнением с разде-

ляющимися переменными, приведем его к виду 
yx

dx

dy
1010 , 

dxdy yx1010 , dx
dy x

y
10

10
 . 

Переменные разделены, интегрируем 

  dx
dy x

y
10

10
,  

a

a
dua

u

u

ln
,

  


 
10ln

10
)(10

10

y

y

y
yd

dy
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10ln10ln

10

10ln

10 Cxy




 (произвольную постоянную С 

обозначили 
10ln

C
). 

01010   Cyx
 – общее решение. 

3) 2
2

2


x

y
y  Уравнение однородное. Вводим но-

вую переменную 
x

y
t   → txty  . После подстановки 

уравнение имеет вид 22  ttxt , 
x

tt
t

22 
 . 

Относительно новой неизвестной функции t(x) получили уравне-

ние с разделяющимися переменными. Решая его, получаем

 
x

tt

dx

dt 22 
 , 

x

dx

tt

dt


 22
, 

   

























 1

2
ln

3

1

2

3
,ln

2

1

4
9

2
12 2222 t

t
a

au

au

aau

du

t

dt

tt

dt

 

Cx
t

t
lnln

1

2
ln

3

1





 общее решение (вариант №1). 

Упрощаем 

3

1

2
cx

t

t





 → 

3

3

1

2

Cx

Cx
t




 . Делаем обратную замену 
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x

y
t  , откуда 

3

4

1

2

Cx

xCx
y




  – общее решение (вариант №2). 

4) 
32

2
xy

x
y  . Уравнение линейное, решение ищем 

в виде y=uv. Тогда uvvuy  . После подстановки y и y  в 

уравнение, получаем 
32

2
x

x

uv
uvvu   →

 
32

2
x

x

v
vuvu 








              (13) 

Подберем функцию v(x) так, чтобы выражение в скобках 

равнялось нулю, т.е. решим уравнение 0
2


x

v
v           (14) 

x

v
v

2
  – уравнение с разделяющимися переменными 

относительно неизвестной функции v(x). Решая его, получаем 

x

v

dx

dv 2
 , 

x

dx

v

dv 2
 , xv ln2ln   → 

2xv  . 

Замечание. Здесь 
2xv   является частным решением 

уравнения (14) при С=0, т.к. мы искали любую функцию, которая 

бы обращала левую часть (14) в ноль, а не все множество его 

решений. 

Далее подставим 
2xv   в уравнение (13), получим 

32 2xxu   → xu 2 . Это уравнение с разделяющимися пере-

менными относительно неизвестной функции u(x). Решая его, по-
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лучим du=2xdx. Cxxdxu  
22 . 

Функции u(x) и v(x) найдены.  

Y=u(x)v(x)=(x2+C)x2 –общее решение. 

5) 
x

y

y

x
y  . Уравнение однородное, после введения 

новой переменной 
x

y
xt )(  приобретает вид  

t
t

txt 
1

, 
tx

t
1

 . Получено уравнение с разделяющимися 

переменными относительно неизвестной функции t(x). Решая его, 

получаем 
x

dx
tdt  , Cx

t
lnln

2

2

  → t2=2lnCx, 

Cxt ln2 , Cxxy ln2  – общее решение. 

6) 
22 yxyyx  . Уравнение однородное (смот-

ри таблицу), приводится к виду 
21 tttxt   или 

x

t
t

21
  – уравнение с разделяющимися переменными. Раз-

деляя переменные, получим 
x

dx

t

dt


 21
. После интегрирова-

ния Cxtt lnln1ln 2   – общее решение (вариант №1). 

Упрощая его вид Cxtt  21 , tCxt  21 , 
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t2+1=C2x2-2Cxt+t2 → 
Cx

xC
t

2

122 
  → 

C

xC
y

2

122 
  – общее 

решение. (вариант №2). 

7) 
2

22 xxexyy  . Уравнение линейное. Проводя 

замену y=u(x)v(x), получим 
2

22 xxexuvuvvu  , 

  
2

22 xxevxvuvu              (15) 

Функцию v(x)  получим из уравнения 02  vxv .Это 

уравнение с разделяющимися переменными . Его решение: dv= – 

2vxdx, xdx
v

dv
2 ,  

lnv= – x2, 
2xev  . Подставим найденную v(x) в (15), по-

лучим второе уравнение с разделяющимися переменными относи-

тельно u(x): 
22

2 xx xeeu   , u=x2+C;  
22 xeCxuvy   

– общее решение. 

8) 
y

x
yy

21
 . Уравнение с разделяющимися пере-

менными (смотри таблицу). Запишем его в виде 
2

21

y

x

dx

dy 
 . По-

сле разделения переменных получим dyy2=(1-2x)dx. После инте-

грирования 

 получаем Cxx
y

 2

3

3
 → 

3 233 Cxxy   – 

общее решение.  
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9) aytgxy   .Это уравнение с разделяющимися пе-

ременными, приводим его к виду 
tgx

ay

dx

dy 
 , 

tgx

dx

ay

dy



. 

Переменные разделены  
 tgx

dx

ay

dy
, ay

ay

dy



 ln , 

xctgxdx
tgx

dx
sinln  , Cxay lnsinlnln   – 

общее решение (вариант №1). Упрощая, получаем y+a=Csinx → 

y=Csinx-a – общее решение (вариант №2). 

10) Условие (11) дает 
ye

x

u





   

  )(yCxedxeu yy
. Здесь )(yC  – любая функция, не 

зависящая от х. Но в нашем случае ее необходимо определить 

так, чтобы выполнялось условие (12), т.е. 

yxeyCxe
y

u yy 2)(' 



, откуда yyC 2)('  , а 

2

)(   yydyyC . Таким образом, 
2yxeu y  , а реше-

ние уравнения записывается в виде Cyxe y  2
. 

 

4. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Дифференциальные  уравнения  1-го порядка 

1. Дифференциальные уравнения с разделяющимися пе-

ременными 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

                                                                Математика 

 43 

 

 

 

 

 

1. Однородные дифференциальные уравнения 

 

 

 

 

2. Линейные уравнения , уравнения Бернулли 

 

 

 

 

 

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

                                                                Математика 

 44 

3. Уравнения в полных дифференциалах 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. ТИПОВОЙ РАСЧЕТ  

по теме  «Дифференциальные уравнения первого 

порядка» 

1. а) yxy 23   б) 
x

y
xtgyxy   в) ctgxytgxy   

2. а) 0 yxy                  б) 1)1(  yxeyxy x

y

 

   в) 0 xeyxy  

3. а) 0 yxy                  б) ey
x

y
yxy 








 )1(ln1  

   в) 322  xyxy  

4. а) 0 xyy                  б) 0222  yxyyx    

    в) 
x

ytgxy
cos

1
  

5. а) xyxy 3)4( 2                   б) xyyxy  22
  

    в) 
xx

y
y

2
3   
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6. а) 02  yxy                  б) 022  xyyxy   

   в) xx
xx

y
y ln

ln
  

 

7. а) yxy 2                  б) yxyxy  2   

    в) 
2

21

x
y

x
y   

8. а) 022  yxy                 б)   

    в) 
422 xyxy   

9. а) xyxy 2)4( 2               б)   

    в) 1ln  xyxy  

10. а) xyy sin                    б) 0 yxeyx x

y

  

      в) 
2

2

x

e

x

y
y

x

  

 

11. а) 0
2


y

e
y

x

                    б)     

      в) 1cossin  xyxy  

12. а) 0cos)1(32  xyy         б)   

     в)  
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13. а) 0)1( 2  yxy            б)       

      в)  

 

14. а)   

      б)              в)  

 

15. а)                б)   

      в)  

16. а)                  б)   

      в)  

17. а)                       б)   

      в)  

18. а)            б)   

     в)  

 

19. а)           б)   
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     в)  

20. а)              б)                                

в)  

21. а)    б)   

     в)  

22. а)    б)  

      в)  

 

23. а)                б)  

      в)  

24. а)     б)   

     в)  

25. а)                            б)  
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      в)  

26. а)                 б)  

      в)  

 

27. а)                 б)  

     в)  

28. а)      б)   

     в)  

29. а)       б)  

      в)  

30. а)        б)  

     в)  
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