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1. Интегральное исчисление  
1.1 Первообразная функция 

Определение. Функция F(x) называется первообразной 

функцией  функции f(x) на отрезке [a, b], если в любой точке 

этого отрезка верно равенство 

F(x) = f(x). 

Надо отметить, что первообразных для одной и той же 

функции может быть бесконечно много. Они будут отличаться 

друг от друга на некоторое постоянное число. 

F1(x) = F2(x) + C. 

1.2 Неопределенный интеграл 

Определение: Неопределенным интегралом функции f(x) 

называется совокупность первообразных функций, которые 

определены соотношением: 

F(x) + C. 

Записывают:   ;)()( CxFdxxf  

Условием существования неопределенного интеграла на 

некотором отрезке является непрерывность функции на этом 

отрезке. 

Свойства: 

1.   );())(()( xfCxFdxxf 


  

2.   ;)()( dxxfdxxfd   

3.   ;)()( CxFxdF  

4.     ;)( wdxvdxudxdxwvu  где u, v, w – не-

которые функции от х. 
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5.   ;)()( dxxfCdxxfC  

Пример: 

     ;cos2
3

1
sin2)1sin2( 322 Cxxxdxxdxdxxdxxx

     Нахождение значения неопределенного интеграла связано 

главным образом с нахождением первообразной функции. Для 

некоторых функций это достаточно сложная задача. Ниже бу-

дут рассмотрены способы нахождения неопределенных инте-

гралов для основных классов функций – рациональных, ирра-

циональных, тригонометрических, показательных и др. 

Для удобства значения неопределенных интегралов боль-

шинства элементарных функций собраны в специальные табли-

цы интегралов, которые бывают иногда весьма объемными. В 

них включены различные наиболее часто встречающиеся ком-

бинации функций. Но большинство представленных в этих таб-

лицах формул являются следствиями друг друга, поэтому ниже 

приведем таблицу основных интегралов, с помощью которой 

можно получить значения неопределенных интегралов различ-

ных функций. 

Интеграл Значение Интеграл Значение 

1 
 tgxdx  -lncosx+C 9 

 dxe x   ex + C 

2 
ctgxdx  lnsinx+ C 10 

 xdxcos  sinx + C 

3 
 dxa x  

C
a

a x


ln
 

11  xdxsin  -cosx + C 

4 

  22 xa

dx
  C

a

x
arctg
a


1

 
12 

 dx
x2cos

1
 

 tgx + C 
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5 

  22 ax

dx
 C

ax

ax

a





ln

2

1
 

13 

 dx
x2sin

1
 

-ctgx + C 

6 


 22 ax

dx

 

ln

Caxx  22
 

14 


 22 xa

dx
 arcsin

a

x
 + C 

7 


dxx  
1,

1

1






C
x

 
15 

 dx
xcos

1
 C

x
tg 







 

42

ln

 

8 

 x
dx

 
Cx ln  16 

 dx
xsin

1
 C

x
tg 
2

ln  

 

2. Методы интегрирования 

Рассмотрим три основных метода интегрирования. 

2.1 Непосредственное интегрирование. 

Метод непосредственного интегрирования основан на пред-

положении о возможном значении первообразной функции с 

дальнейшей проверкой этого значения дифференцированием. 

Вообще, заметим, что дифференцирование является мощным 

инструментом проверки результатов интегрирования. 

Рассмотрим применение этого метода на примере: 

Требуется найти значение интеграла  x
dx

. На основе из-

вестной формулы дифференцирования   
x

x
1

ln 


 можно сде-

лать вывод, что искомый интеграл равен Cx ln , где С – не-

которое постоянное число. Однако, с другой стороны 
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 
xx

x
1

)1(
1

)ln( 


 . Таким образом, окончательно мож-

но сделать вывод: 

  Cx
x

dx
ln  

Заметим, что в отличие от дифференцирования, где для 

нахождения производной использовались четкие приемы и ме-

тоды, правила нахождения производной, наконец определение 

производной, для интегрирования такие методы недоступны. 

Если при нахождении производной мы пользовались, так ска-

зать, конструктивными методами, которые, базируясь на опре-

деленных правилах, приводили к результату, то при нахожде-

нии первообразной приходится  в основном опираться на зна-

ния таблиц производных и первообразных. 

Что касается метода непосредственного интегрирования, то 

он применим только для некоторых весьма ограниченных клас-

сов функций. Функций, для которых можно с ходу найти перво-

образную очень мало. Поэтому в большинстве случаев приме-

няются способы, описанные ниже. 

2.2 Способ подстановки (замены переменных). 

Теорема: Если требуется найти интеграл  dxxf )( , но 

сложно отыскать первообразную, то с помощью замены x = (t) 

и dx = (t)dt получается: 

   dtttfdxxf )())(()(  

Доказательство: Продифференцируем предлагаемое ра-

венство: 
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    dtttfddxxfd )()]([)(  

По рассмотренному выше свойству №2 неопределенного 

интеграла: 

f(x)dx = f[(t)](t)dt 

что с учетом введенных обозначений и является исходным 

предположением. Теорема доказана. 

Пример. Найти  неопределенный  интеграл 

                                      xdxx cossin . 

Сделаем замену t = sinx, dt = cosxdt. 

   .sin
3

2

3

2 2/32/32/1 CxCtdttdtt  

Пример. Найти  неопределенный  интеграл     

                                       .)1( 2/32 dxxx  

Замена ;
2

;2;12

x

dt
dxxdxdtxt   Получаем: 

;
5

)1(

55

2

2

1

2

1

2

2/522/5
2/52/32/3 C

x
C

t
Ctdtt

dt
t 


 

 

     Ниже будут рассмотрены другие примеры применения мето-

да подстановки для различных типов функций. 

2.3 Интегрирование по частям. 

Способ основан на известной формуле производной произ-

ведения: 

(uv) = uv + vu 

где u и v – некоторые функции от х. 

В дифференциальной форме: d(uv) = udv + vdu 
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Проинтегрировав, получаем:    vduudvuvd )( , а в 

соответствии с приведенными выше свойствами неопределен-

ного интеграла: 

  vduudvuv        или            vduuvudv ; 

Получили формулу интегрирования по частям, которая поз-

воляет находить интегралы многих элементарных функций. 

Пример. 













  xdxxxx

xvxdxdu

xdxdvxu
xdxx 2coscos

cos;2

;sin;
sin 2

2

2

 

 

.cos2sin2cos

sinsin2cos
sin;

;cos;

2

2

Cxxxxx

xdxxxxx
xvdxdu

xdxdvxu















   

Как видно, последовательное применение формулы инте-

грирования по частям позволяет постепенно упростить функ-

цию и привести интеграл к табличному. 

Пример. 

  











 dxexxe

xvxdxdv

dxedueu
xdxe xx

xx

x 22

22

2 2sinsin
sin;cos

;2;
cos

 

 





















dxxexexe

dxexxexe
xvxdxdv

dxedueu

xxx

xxx

xx

222

222

22

cos4cos2sin

2coscos2sin
;cos;sin

;2;

      Видно, что в результате повторного применения интегри-

рования по частям функцию не удалось упростить к таблично-

му виду. Однако, последний полученный интеграл ничем не 
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отличается от исходного. Поэтому перенесем его в левую часть 

равенства. 

  )cos2(sincos5 22 xxexdxe xx
 

  .)cos2(sin
5

cos
2

2 Cxx
e

xdxe
x

x
 

Таким образом, интеграл найден вообще без применения 

таблиц интегралов. 

Прежде чем рассмотреть подробно методы интегрирования 

различных классов функций, приведем еще несколько приме-

ров нахождения неопределенных интегралов приведением их к 

табличным. 

Пример.  

 

C
x

C
t

Ctdttdxdttxdxx






 

42

)12(

42

2

1

21

1

2

1
;2;12)12(

2121

212020

     Пример. 

.
2

arcsin2ln

2222

22

4

22

2

2222

22

4

22

C
x

xx

x

dx

x

dx
dx

xx

xx
dx

x

xx


















   

     Пример. 

     Ctdttxdxdttxxdxxdx

x

x
2/12/32/3

3

2cos;sincossin

sin

cos

 

.
sin

2
sin2 2/1 C

x
Cx    

Пример. 
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.
25

2

5

2

5125

2

25

2

5

25

2

25

2

55

1

55

2

5;
5

1
;

;;

5

2

5
2

5

1

5

1

;
5

;2

;;

2
55552

5
552

5
552

5

5

5
52

525
5

52

52




































































 

x
x

eexeex

dxe
xeex

dxe
xeex

evdxdu

dxedvxu

dxxe
ex

xdxexee
vxdxdu

dxedvxu

dxex

xxxx

x
xx

x
xx

x

x

x
x

xx
x

x

x

     Пример. 

   



 




















.
3

1
arcsin

3
arcsin

3

1
)1(9

)1(
)1(

91282

22

222

C
x

C
t

t

dt

tx
x

xd
xddx

xx

dx

xx

dx

     Пример. 

.
4

1

2

ln

2

1

2

1

2

ln

2

1

2

ln1

2

1

2

ln

;
2

1
;

1

;
1

;ln
ln

22

2

23222

2

3

3

C
xx

x
Cx

x

x

x

dx

x

x
dx
xxx

x

x
vdx

x
du

dx
x

dvxu

dx
x

x









































     Пример. 

.)1ln2(
442

ln

2

1

2

ln1

2
ln

2;
2

;
1

;;ln

ln

222

222

2

Cx
x

C
xxx

xdx
xx

dx
x

x
x

x
x

vdx
x

du

xdxdvxu

xdxx
























 

     Пример. 

 
.

;2sinsincos2;2sin

2

2222

cos

coscoscoscos

Ce

Ctdtdxexxxedtetxdxe

x

xxxx



 
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     Пример. 

   

















.22
1

2
)1(

2

2

1

2

1
;

)1(
22

CxarctgCarctgt
t

dt

tt

tdt

txdx

dt
tx

xx

dx

     Пример. 

.
4

3

16

1

1
4

316

1

16)3(256 222
C

x
arctg

x

dx

x

dx

xx

dx








 









 





 

     3. Интегрирование элементарных дробей. 

Определение: Элементарными называются дроби следу-

ющих четырех типов: 

       I. ;
1

bax 
                                 III. ;

2 cbxax

NMx




 

      II. ;
)(

1
mbax 

                           IV. 
ncbxax

NMx

)( 2 


 

m, n – натуральные числа (m  2, n  2) и b2 – 4ac <0. 

Первые два типа интегралов от элементарных дробей до-

вольно просто приводятся к табличным подстановкой t = ax + 

b. 

I. 

.ln
1

ln
11

Cbax
a

Ct
at

dt

abax

dx


   

II.       

  






 

;
))(1(

1

)1(

11

)( 11
C

baxma
C

tmat

dt

abax

dx
mmmm

 

Рассмотрим метод интегрирования элементарных дробей 

вида III. 

Интеграл дроби вида III может быть представлен в виде: 
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C
pq

px
arctg

pq

ApB
qpxx

A

p
q

p
x

dxAp
Bqpxx

A

qpxx

dxAp
Bdx

qpxx

pxA
dx

qpxx

Ap
Bpx

A

dx
qpxx

BAx















































































   

2

2

2

22

2

2222

4

2

4

2
ln
2

42

2
ln
2

2

2

2

2
)2(

2

     Здесь в общем виде показано приведение интеграла дроби 

вида III к двум табличным интегралам. 

Рассмотрим применение указанной выше формулы на при-

мерах. 

Пример. 

.
23

56

3

23
486036ln

6

7

23233

23
)23ln(

6

7

233

23

233

7

23

247014

6

1

;
6

5

;6;56

23)56(

2484

486036

2484

453

27

2

2

222

222

C
x

arctgxx

C
u

arctgu
u

du

u

udu
du

u

u

u
x

dxduxu

dx
x

x
dx

xx

x
dx

xx

x

























































  

     Вообще говоря, если у трехчлена ax2 + bx + c выражение  

b2 – 4ac >0, то дробь по определению не является элементар-

ной, однако, тем не менее ее можно интегрировать указанным 

выше способом. 

Пример. 

.
10

4
ln
7

9
406ln

2

5

7

7
ln

14

18
49ln

2

5

49
18

49
5

49

3155

;3

;;3

49)3(

35

406

35

22

2

2222

C
x

x
xxC

u

u
u

u

du

u

udu
du

u

u

ux

dxduxu
dx

x

x
dx

xx

x
















































 
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     Пример. 

.
4

3
arcsin13673

4
arcsin13163

16
13

16
3

16

493

;3

;;3

)3(16

43

67

43

22

2

2222

C
x

xxC
u

u
u

du

u

udu
du

u

u

ux

dxduxu
dx

x

x
dx
xx

x










































 

     Рассмотрим теперь методы интегрирования простейших 

дробей IV типа. 

Сначала рассмотрим частный случай при М = 0, N = 1. 

Тогда интеграл вида   ncbxax

dx

)( 2
 можно путем выде-

ления в знаменателе полного квадрата представить в виде 

  nsu

du

)( 2
. Сделаем следующее преобразование: 

  










  nnnn su

duu

ssu

du

s
du

su

uus

ssu

du

)(

1

)(

1

)(

1

)( 2

2

122

22

2

     Второй интеграл, входящий в это равенство, будем брать по 

частям. 

Обозначим: 




































 
;

))(1(2

1

)(

;;;
)(

1221

1121

nn

n

sunsu

udu
v

duduuu
su

udu
dv

 

;
)(22

1

))(22()( 12122

2

   





 nnn su

du

nsun

u

su

duu
 

Для исходного интеграла получаем: 

   








 1212122 )()22(

1

))(22()(

1

)( nnnn su

du

nssuns

u

su

du

ssu

du

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Неопределенные интегралы  

 

 16 

.
)()22(

32

))(22()( 12122   







 nnn su

du

ns

n

suns

u

su

du
 

     Полученная формула называется рекуррентной. Если 

применить ее n-1 раз, то получится табличный интеграл 

  su

du
2

. 

     Вернемся теперь к интегралу от элементарной дроби вида 

IV в общем случае. 

 



























































 

 

nn

n

n

n

n

n

n

su

du

a

MbaN

su

udu

a

M

a

a
du

su

N
a

buM

a

a

bacs
a

bu
x

adxdubaxu

dx
bacbax

NMx
adx

cbxax

NMx

)(2

2

)(22

)4(

)(

2

)(

2

)4(

;4;
2

;2;2

)4()2(
)4(

)(

222

2222

     В полученном равенстве первый интеграл с помощью под-

становки t = u2 + s приводится к табличному  nt

dt
, а ко второ-

му интегралу применяется рассмотренная выше рекуррентная 

формула. 

Несмотря на кажущуюся сложность интегрирования эле-

ментарной дроби вида IV, на практике его достаточно легко 

применять для дробей с небольшой степенью n, а универсаль-

ность и общность подхода делает возможным очень простую 

реализацию этого метода на ЭВМ. 

Пример:  
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.
3

2

36

11

)74(6

)2(11

)74(2

3

336

11

)3(6

11

2

3

323

1

)3(23
11

2

3

;2

;3

)3(
11

)3(
3

)3(

563

;2

;;2

)3)2((

53

)74(

53

222

222

2

2222

222222

C
x

arctg
xx

x

xx
C

u
arctg

u

u

t

u

du

u

u

t

dt

ududt

ut

u

du

u

udu

du
u

u

ux

dxduxu
dx

x

x
dx

xx

x














































































 

 

 

4. Интегрирование рациональных функций. 

4.1 Интегрирование рациональных дробей. 

Для того, чтобы проинтегрировать рациональную дробь 

необходимо разложить ее на элементарные дроби. 

Теорема: Если 
)(

)(
)(

xP

xQ
xR   - правильная рациональная 

дробь, знаменатель P(x) которой представлен в виде произве-

дения линейных и квадратичных множителей (отметим, что 

любой многочлен с действительными коэффициентами может 

быть представлен в таком виде: P(x) = (x - a)…(x - b)(x2 + px 

+ q)…(x2 + rx + s) ), то эта дробь может быть разложена на 

элементарные по следующей схеме: 


































































)(
...

)(
...

)(
...

)(

)(
...

)()(
...

)(
...

)()(

)(

222

22

2

11

222

22

2

11

2

21

2

21

srxx

SxR

srxx

SxR

srxx

SxR

qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xP

xQ

     где Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – некоторые постоянные величины. 

При интегрировании рациональных дробей прибегают к 

разложению исходной дроби на элементарные. Для нахожде-

ния величин Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si применяют так называемый ме-

тод неопределенных коэффициентов, суть которого со-
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стоит в том, что для того, чтобы два многочлена были тожде-

ственно равны, необходимо и достаточно, чтобы были равны 

коэффициенты при одинаковых степенях х.  

Применение этого метода рассмотрим на конкретном при-

мере. 

Пример. 

 


dx

xxx

xxx

)4)(86(

8828309
22

23

 

Т.к.  ( )4)(4)(2()4)(86 222  xxxxxx , то 

442)4)(4)(2(

8828309
22

23
















x

DCx

x

B

x

A

xxx

xxx
 

Приводя к общему знаменателю и приравнивая соответ-

ствующие числители, получаем: 

8828309)86)(()4)(2()4)(4( 23222  xxxxxDCxxxBxxA

 

.8828309

)8816()6844()624()(

23

23





xxx

DBAxDCBAxDCBAxCBA

 





















888816

286844

30624

9

DBA

DCBA

DCBA

CBA

           





















112

143422

66542430

9

DBA

DCBA

BABAD

BAC

 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Неопределенные интегралы  

 

 19 





















1142242

1412672443622

4224

9

BABA

BABABA

BAD

BAC

          





















3554

50104

4224

9

BA

BA

BAD

BAC

 





















3551050

50104

4224

9

BB

BA

BAD

BAC

                  





















3

50104

4224

9

B

BA

BAD

BAC

          





















2

1

3

5

D

C

B

A

 

Итого: 

.
2

)4ln(
2

1
4ln32ln5

4

2

4
4ln32ln5

4

2

4

3

2

5

2

222

C
x

arctgxxx

dx
x

dx
x

x
xxdx

x

x
dx

x
dx

x


















 

 

     Пример. 

 


dx

xxx

xxxxx

61743

776202586
23

2345

 

     Т.к. дробь неправильная, то предварительно следует выде-

лить у нее целую часть: 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Неопределенные интегралы  

 

 20 

6x5 – 8x4 – 25x3 + 20x2 – 76x – 7          3x3 – 4x2 – 17x + 6 

             6x5– 8x4 – 34x3 + 12x2                          2x2 + 3 

                     9x3 + 8x2 – 76x - 7 

                    9x3 – 12x2 – 51x +18 

                            20x2 – 25x – 25 



 

























dx
xxx

xx

xxdx
xxx

xx
dxdxxdx

xxx

xx
x

61743

554
5

3
3

2

61743

554
532

61743

252520
32

23

2

3

23

2
2

23

2
2

 

Разложим знаменатель полученной дроби на множители. 

Видно, что при х = 3 знаменатель дроби превращается в ноль. 

Тогда: 

                                        3x3 – 4x2 – 17x + 6          x - 3 

              3x3 – 9x2                     3x2 + 5x - 2  

            5x2 – 17x 

            5x2 – 15x 

                    - 2x + 6 

                     -2x + 6 

                          0 

Таким образом    3x3 – 4x2 – 17x + 6 = (x – 3)(3x2 + 5x – 2) 

= (x – 3)(x + 2 )(3x – 1). Тогда: 

1323)13)(2)(3(

554 2














x

C

x

B

x

A

xxx

xx
 

554)2)(3()13)(3()13)(2( 2  xxxxCxxBxxA

     Для того, чтобы избежать при нахождении неопределенных 

коэффициентов раскрытия скобок, группировки и решения си-

стемы уравнений (которая в некоторых случаях может оказать-
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ся достаточно большой) применяют так называемый метод 

произвольных значений. Суть метода состоит в том, что в 

полученное выше выражение подставляются поочередно не-

сколько (по числу неопределенных коэффициентов) произ-

вольных значений х. Для упрощения вычислений принято в ка-

честве произвольных значений принимать точки, при которых 

знаменатель дроби равен нулю, т.е. в нашем случае – 3, -2, 

1/3. Получаем: 















1

2135

1640

C

B

A

         















1

5/3

5/2

C

B

A

 

Окончательно получаем: 

 


dx

xxx

xxxxx

61743

776202586
23

2345

 = 










  13
5

3
2

2
33

3

2 3

x

dx

x

dx

x

dx
xx  

.13ln
3

5
3ln22ln33

3

2 3 Cxxxxx   

Пример. 

 















dx

x

EDx
dx

x

CBx
dx

x

A
dx

xx

xxx

2)2(3)2)(3(

157143
22222

24

 

Найдем неопределенные коэффициенты: 

157143)2)(3)(()3)(()2( 24222  xxxxxEDxxCBxxA

)4632()263()432()3()(

6326323344

234

23324224

AECAxEDCBxAEDBAxEDxAD

EExExExDxDxDxDxCCxBxBxAAxAx




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
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
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
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















15418543

76186183
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39

3
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AACB

AAAB
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





















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3511
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3
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






















69270921
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3511
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3
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BA
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AD

                 
























0

0

1

2

3

E

D

C

B

A

 

Тогда значение заданного интеграла: 

.
224

1

)2(4

2

1
3ln3

)2()2(
2

3
3

)2(

12

3
3

2

2222222

C
x

arctg
x

x

x
x

x

dx
dx

x

x

x

dx
dx

x

x

x

dx
























   
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5. Интегрирование некоторых тригонометрических 

функций. 

Интегралов от тригонометрических функций может быть 

бесконечно много. Большинство из этих интегралов вообще 

нельзя вычислить аналитически, поэтому рассмотрим некото-

рые главнейшие типы функций, которые могут быть проинте-

грированы всегда. 

Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin . 

Здесь R – обозначение некоторой рациональной функции от 

переменных sinx и cosx. 

Интегралы этого вида вычисляются с помощью подстановки 

2

x
tgt  . Эта подстановка позволяет преобразовать тригоно-

метрическую функцию в рациональную. 

2
2 1

2

2
1

2
2

sin
t

t

x
tg

x
tg

x






 ,             

;
1

1

2
1

2
1

cos
2

2

2

2

t

t

x
tg

x
tg

x









  

Тогда  ;
1

2
;2

2t

dt
dxarctgtx


  

Таким образом: 

 















 .)(

1

2

1

1
,

1

2
)cos,(sin

22

2

2
dttrdt

tt

t

t

t
RdxxxR  
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Описанное выше преобразование называется универсаль-

ной тригонометрической подстановкой. 

Пример. 

.

2
2

1

2

1

)2(44

882
2

55338
2

5
1

1
3

1

2
4

1

2

5cos3sin4

22

222

2

2

2

2

C
x

tg

C
tt

dt

tt

dt

tt

dt

ttt

dt

t

t

t

t

t

dt

xx

dx



































 



     Несомненным достоинством этой подстановки является то, 

что с ее помощью всегда можно преобразовать тригонометри-

ческую функцию в рациональную и вычислить соответствую-

щий интеграл. К недостаткам можно отнести то, что при преоб-

разовании может получиться достаточно сложная рациональ-

ная функция, интегрирование которой займет много времени и 

сил. 

Однако при невозможности применить более рациональную 

замену переменной этот метод является единственно результа-

тивным. 

Пример. 

.
4

1
2

2

1

4

1

2

1

16)1(
2

172
2

1

2

1

)1(8
9)1(

2

sincos89 22

22

2
2

C

x
tg

arctgC
t

arctg

t

dt

tt

dt

t

t

t

t
t

dt

xx

dx




































 

     Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin    если функция R  являет-

ся нечетной относительно cosx. 
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Несмотря на возможность вычисления такого интеграла с 

помощью универсальной тригонометрической подстановки, ра-

циональнее применить подстановку t = sinx. 

  xdx
x

xxR
dxxxR cos

cos

)cos,(sin
)cos,(sin  

Функция 
x

xxR

cos

)cos,(sin
 может содержать cosx только в 

четных степенях, а следовательно, может быть преобразована 

в рациональную функцию относительно sinx. 

.)(cos)(sin)cos,(sin   dttrxdxxrdxxxR  

     Пример. 

.
3

sin
sin3

sin

3

sin3

1

3

1
3

3

3

1
3

3
331)1(

sin1cos

cos

sin

sin

cos

3

3

3

3

2

244

642

4

32

22

4

7

C
x

x
xx

tt
tt

dttdt

t

dt

t

dt
dt

t

ttt
dt

t

t

xx

xdxdt

tx

x

xdx






































     Вообще говоря, для применения этого метода необходима 

только нечетность функции относительно косинуса, а степень 

синуса, входящего в функцию может быть любой, как целой, 

так и дробной. 

Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin    если 

функция R  является нечетной относительно sinx. 

По аналогии с рассмотренным выше случаем делается под-

становка t = cosx. 

     Тогда   .)(sin)(cos)cos,(sin dttrxdxxrdxxxR  

Пример. 
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.)2ln(cos3cos2
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2

5444

2

1

sin

cos

cos2

sin

22

22

2

2223

Cxx
x

Ctt
t

tttt
t
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t
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t

tt

t

AB

tBtA

B
t

A

t

t

dt
t

t
tt

t

t
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dttdtdt
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t
t

dt
t
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t
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t

t
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













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
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

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
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
























































































 



     Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin функция R четная относи-

тельно sinx и cosx. 

Для преобразования функции R в рациональную использу-

ется подстановка  

t = tgx. 

Тогда   dttrdxxxR )()cos,(sin  

Пример. 

.
8

2
ln

10

1

53

53
ln
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1

25)3(166

)(
cos

1

;

166

cos

1

cos16cossin6sin
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C
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dttgxddx
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dx

















































     Интеграл произведения синусов и косинусов различных ар-

гументов. 

В зависимости от типа произведения применятся одна из 

трех формул: 
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  









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




  nm
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2

1
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2
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  
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


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
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2

1
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2

1
cossin

 

  
















  nm
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dxxnmxnmnxdxmx

)sin()sin(

2

1
)cos()cos(

2

1
sinsin

     Пример. 

.9sin
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1
5sin

10

1
9cos

2

1
5cos

2

1
2sin7sin Cxxxdxxdxxdxx  

 

     Пример. 

.7cos
28

1

13cos
52

1
cos
4

1
21cos

84

1
7sin

4

1
13sin

4

1
sin

4

1
21sin

4

1

3cos10sin
2

1
11cos10sin

2

1
]4cos7[cos10sin4cos7cos10sin

Cx

xxxxdxxdxxdxxdx

xdxxxdxxdxxxxxdxxx











 

Иногда при интегрировании тригонометрических функций 

удобно использовать общеизвестные тригонометрические фор-

мулы для понижения порядка функций. 

Пример. 

Cxctg
xdx

xdctg

x

dx

xx

dx








 

  22
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2sin

4

cossin 2222

 

     Пример. 
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     Иногда применяются некоторые нестандартные приемы. 

     Пример. 
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Итого         udueuueudue uuu cos)sin(coscos  

;ln
4
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)cos(ln

))sin(ln)(cos(ln
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1
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)sin(cos
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
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

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










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

 

6. Интегрирование некоторых иррациональных 

функций. 

Далеко не каждая иррациональная функция может иметь 

интеграл, выраженный элементарными функциями. Для нахож-

дения интеграла от иррациональной функции следует приме-

нить подстановку, которая позволит преобразовать функцию в 

рациональную, интеграл от которой может быть найден как 
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известно всегда.  

Рассмотрим некоторые приемы для интегрирования различ-

ных типов иррациональных функций. 

Интеграл вида  
















dx

dcx

bax
xR n, где n- натуральное чис-

ло. 

С помощью подстановки t
dcx

bax
n 




 функция рационали-

зируется. 

;;; dt
cta

bt
dx

cta

bt
xt

dcx

bax
n

n

n

n
n

























 

Тогда 

.)(,,  














































dttrdt

cta

bt
t

cta

bt
Rdx

dcx

bax
xR

n

n

n

n

n  

Пример. 

 




















 








 1
2

2
;

2214

2
;21

2121

2

2

3

33
4

4

4 t

dtt

tt

dtt

t

dx

x

dx
dttx

xx

dx

 

.121ln221221

1ln22
1

1
12

1
22

1
2

44

22

Cxxx

Ctttdt
t

tdt
t

t
tdtdt

t

t
t



























 

 

Если в состав иррациональной функции входят корни раз-

личных степеней, то в качестве новой переменной рационально 

взять корень степени, равной наименьшему общему кратному 
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степеней корней, входящих в выражение. 

Проиллюстрируем это на примере. 

Пример. 

 

.112

)11ln(61121612)1ln(6126
1

12

12
1

1212
1

1
1

1
12

11
12

1
12

)1(

12)(

;12

;1;1

11)1(

11

12

612622

2

2222

2

2

3

2

23

212

1134

11

1212

6

43

Cxarctg

xxxCarctgtttt
t

dt

dt
t

tdt
tdtdt

t
dt

t

t
tdt

t

t
dt

t

t

dt
t

tt

tt

dtttt

dttdx

txtx
dx

xx

xx


























































































 



 

7. Примеры решения задач 

Пример 1.  Вычислить неопределенный интеграл 

2

6 4

x
dx

x  . 

Решение.  

 3 32 2 3

6 6 6 2 22

,1 3 1 1 1 1 1

4 3 4 3 4 3 2 3 2 2 6 23

d x x tx x dt t x
dx dx arctg C arctg C

x x x tdt x dx


        

   
   

     Пример 2.  Вычислить неопределенный интеграл 

2

3
.

3 2

x
dx

x x



 
  

Решение.  

 

 

 
 

2 2 2 2 2

2

2

2

1 ,1 43 4
4

3 2 4 4 44 1

41 1
4arcsin 4 1 4arcsin .

2 2 24

x txx t tdt dt
dx dx dt

dx dtx x t t tx

d t t x
C x C

t

   
     

     

 
         



    



     Пример 3.  Вычислить неопределенный интеграл 
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arcsin

1

x
dx

x 
 . 

Решение. 

  

 

2

2

arcsin ,
arcsin 1

2 1 arcsin 2 1
1 1

, 2 1
1

1
2 1 arcsin 2 2 1 arcsin

1 1

1
2 2 1 arcsin 4 1 .

1

dx
u x du

x dxx
dx x x x

dxx x
dv v x

x

x dx
x x x x

x x

d x
x x x C

x

 


      
 

  



       

 


      



 




     Пример 4.  Вычислить неопределенный интеграл 

3

3 2

1
.

x
dx

x x



  

Решение. Выделяем сначала целую часть подынтегральной 

дроби: 

3 3 2 2 2

3 2 3 2 3 2

1 1 1
1

x x x x x

x x x x x x

    
  

  
. 

Знаменатель правильной дроби имеет один простой корень 

1x   и один кратный корень 0x  . 

Поэтому дробь заменим суммой простых дробей вида: 

2

3 2 2

1

1

x A B C

x x x x x


  

 
. 

Неизвестные вначале коэффициенты находим следующим 

образом (метод неопределенных коэффициентов). Просумми-

руем дроби  в правой части, приводя их к общему знаменате-

лю. Сравнивая числители дробей, справа и слева, имеем тож-
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дество 

   2 21 1 1Ax B x Cx x x      . 

Поочередно задавая удобные значения x , составим урав-

нения для нахождения неизвестных коэффициентов. Пусть 

0x  , тогда 1 1B B     . Пусть 1x  , тогда 2A  . 

Пусть 1x   , тогда 2 2 2 1A B C C      .  Таким обра-

зом, 

2

3 2 2

1 2 1 1

1

x

x x x x x


  

 
.  Следовательно, 

 
23

3 2 2

11 2 1 1 1
1 ln .

1

xx
dx dx x C

x x x x x x x

  
        

  
 

     Пример 5. Вычислить неопределенный интеграл 
4cos .xdx  

Решение.  

2

4 21 cos2 1 1 1
cos cos2 cos 2

2 4 2 4

1 1 1 1 cos4 3 1 1
cos2 cos2 cos4

4 2 4 2 8 2 8

3 1 1
sin 2 sin 4 .

8 4 32

x
xdx dx x x dx

x
x dx x x dx

x x x C

   
       

   

   
         

   

   

  

 

     Пример 6. Вычислить неопределенный интеграл 

.
5

x
dx

x 
  

Решение. 

  

       

2 2 2

22

5 5, 2 25 25 25
2 2

5 5 5 525

2 5 50 5 50ln 5 5 50ln 5 .
5

t tx tx t t
dx dt dt dt

t t t tdx tdtx

dt
t dt t t C x x C

t

    
      

     

            


   

 
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8. Задачи для самостоятельного решения 

1.  xdx  2.  7x

dx
            3.  dxx15

 4.  10x

dx
                         

5.  dxx3
        6.  2x

dx
            7.  x

dx
 8.  dxx   

9.  dxx3 2
 10.  dxx5 3

 11. 
x

dx
 12.  3x

dx
 

13.  7 3x

dx
 14.  3 4x

dx
 15.   dxxx )765( 4
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16.   dxxx )143( 2
             17.   dxxx )591( 5

   

18.   dxctgxx )12sin3(  19.   dxxetgx x )cos32(  

20. 


dx
x

xx
3

2 263
  21. 


dx

x

xxx
2

35 7252
  

22. 


dx
x

xxx 523

             23.  xdx5sin   

24.  xdx10cos   25.  x

dx

3cos2
   

26.  x

dx

10sin 2
                        27.  xdx4cos    

28.  dx
x

3
sin                          29.  dx

x

2
cos    

30. 
2

cos 2 x

dx
                          31. 











42
cos 2 x

dx
  

32. 










43
sin 2 x

dx
            33.  x

dx

10sin
   

34.  x

dx

6cos
                          35.  xdxtg4    

36.  xdxctg3              37.   dxx )15sin(   

38.   dxx )76cos(                 39.  







 dx

x
tg

32


  

40.   )61(sin 2 x

dx
             41. 

 dxe x5
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42.  dxe x10
                            43. 

 dxe x )15(
   

44. 
 dxx432               45.  dxx54    

46. 
 dxx 323                           47.  1x

dx
   

48.   x

dx

3
                              49.  12x

dx
               

50.   x

dx

51
                            51.   dxx 5)23(               

52.   dxx 4)1(              53.   dxx 3)35(               

54.   3)21( x

dx
                        55.   5)42( x

dx
              

56.   dxx 32              57.   dxx31   

57. 
 x

dx

5
                          58.  xdxxcossin3

   

59.  xdxxsincos2
             60.  x

xdx
5sin

cos
 

61. 
x

xdx

cos

sin
              62.  xdxx sincos3    

63.  x

xdxtg
2

5

cos
              64.  x

xdxсtg
2

3

sin
 

65.  xx

dx

ln
              66.  x

xdx5ln
   

67.  x

dxxln
              68.  xx

dx
5ln
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69.   dxee xx 1              70.  1x

x

e

dxe
   

71.   3)2( x

x

e

dxe
   72.   xdxx 32 )1(  

73.   xdxx 52 )23(              74.   xdxx 82 )41(   

75.   )1( 2x

xdx
              76.   )53( 2x

xdx
 

77.   72 )32( x

xdx
             78.   xdxx21   

79. 
 241 x

xdx
             80.   xdxx )1sin( 2

 

81.  92x

dx
              82.  32x

dx
   

84. 
 24 x

dx
              85. 

52x

dx
 

Интегрирование некоторых тригонометрических выражений 

104.  dxxx 23 cossin   105.  xdxx 34 cossin   

106.  xdx2sin3
                     107.  xdx2cos2

  

108.  xdx4sin 2
  109.  xdxx 22 cossin  

110.  xdxxcos3sin   111.  xdxx 5sin2sin   

112.  xdxxcos5cos  

Интегрирование некоторых выражений, зависящих от ради-

калов 
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113. 


dx
x

x
3

6

1
             114. 

 4 2121 xx

dx
 

115.  
dx

x

x

3
                        116. 


dx

xx

x
3

 

Интегрирование выражений, содержащий квадратный трёх-

член 

1)                           2)     

3)     4)    

5)     6)      

7)     8)    

9)              10)     

11)              12)    

13)              14)     

15)              16)    

17)               18)     

19)   

Интегрирование по частям 

 

20)               21)    
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22)               23)   

24)               25)     

26)               27)   

28)               29)    

30)                          31)   

32)    33)    

34)     35)   

36)    37)    

38)     39)   

40)   

Интегрирование рациональных дробей 

41)               42)    

43)            44)   

45)              46)      

47)                  48)   

49)                          50)    

51)                            52)      

53)   

Интегрирование тригонометрических выражений 
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54)   55)      

56)   57)   

58)              59)                

60)                61)   

62)              63)   

 

64)              65)    

66)                     67)   

68)   

 

            

69)    70)    

71)              72)   

73)              74)     

75)                         76)   

77)              78)    

79)   
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80)             81)    

82)   

Универсальная тригонометрическая подстановка 

 

 

83)                           84)            

85)   

8.1 Типовой расчет 

   Вариант 1. 

а) 
6 5 2

dx

x 
 ;                           б) 

 
2

3 2

2 3

x dx

x




 ;                           

в)  3 2 xx e dx ;                     г) 

3 2

3

6 13 15

5

x x x
dx

x x

  

 ;             

д) 
cos23 sin 2x xdx ;                    е) 

41

x
dx

x
 . 

Вариант 2. 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Неопределенные интегралы  

 

 54 

а) 
2cos

sin 2
x

x
dx

e
 ;                           б) 

2

2 3

1

x
dx

x x



  ;                          

в)  2 sin 2x xdx ;                 г) 
  2

3

1 1

x
dx

x x x



  
 ;      

д) cos sin 2x xdx ;                    е) 
1 1

1

x
dx

x

 


 . 

Вариант 3. 

а) 
 

cos2

15 sin 2

x
dx

x ;                 б) 
2

3

7 1

x
dx

x




 ;                      

в)  9 2 lnx xdx ;                   г) 
  

3

2

5

1 4

x
dx

x x



 
 ;                  

д) 
4sin

2

x
dx ;                           е) 

3 2 3

xdx

x 
 . 

Вариант 4. 

а) 
 

2

1 2 cosx x x
dx

x

 

 ;      б) 
2

4 3

2 1

x
dx

x




 ;                      

в)  2 2 2xx dx ;                     г) 
  

2

2
2 1

x
dx

x x 
 ;                    

д) 
4cos xdx ;                            е) 

41 1

xdx

x x  
 . 

Вариант  5. 

а) 
   2 1 ln 2 1

dx

x x  ;             б) 
2

5

5 3

x
dx

x



 ;                          

в) sin cosx x xdx ;                    г) 

2

3 2

2 3

2 3

x x
dx

x x x

 

  ;                         

д) 
6sin

2 2

x x
cos dx ;                  е) 

31 1

dx

x 
 . 
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Вариант  6. 

а) 
2

2
sin

dx

x x ;                            б) 
2

8 3

4 4 5

x
dx

x x



 
 ;              

в)  2 1 cos2x xdx ;                г) 
 
 

2

4

3 1

1

x
dx

x




 ;                          

д) 
3cos xdx ;                           е)  

32

dx

x x
 . 

Вариант  7. 

а) 

 

3

1
2 2

arcsin

1

x
dx

x
 ;                      б) 

2

1

8 4

x
dx

x x




 ;                      

в)  2 1 sinx xdx ;                  г) 

2

3

6

8

x x
dx

x

 

 ;                              

д) 
3s in xdx ;                             е) 

2

1

x
dx

x




 . 

Вариант  8. 

а) 

5

24sin

ctg x
dx

x ;                        б) 
22 4 3

dx

x x 
 ;                     

в)  2 4 sin3x xdx ;              г) 

3

3

1

4

x
dx

x x



 ;                       

д) 
3 2sin cosx xdx ;                  е) 

41 1

dx

x x  
 . 

Вариант  9. 

а) 
3 2

sin

2 cos

xdx

x
 ;                              б) 

22 3 2

xdx

x x  ;                           

в) xarctgxdx ;                              г)

2

4 16

x dx

x  ;                                       
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д) 
3cos sin

dx

x x ;                            е) 
1

x
dx

x  . 

Вариант  10. 

а) 
4cos3

4 sin3

xdx

x ;                             б) 
24 4 5

dx

x x  ;                          

в) arccos xdx ;                             г) 

5 4

3

8

4

x x
dx

x x

 

 ;                         

д) 

3

4

cos

sin

xdx

x ;                               е) 

 6

dx

x x 
 .    
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