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1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

1.1 Основные определения 

Определение. Матрицей  размера mn, где m- число 

строк, n- число столбцов, называется таблица чисел, располо-

женных в определенном порядке. Эти числа называются элемен-

тами матрицы. Место каждого элемента однозначно определяется 

номером строки и столбца, на пересечении которых он находится. 

Элементы матрицы обозначаются aij, где i- номер строки, а j- но-

мер столбца. 

 

А = 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

31

22221

11211

 

 

1.2 Основные действия над матрицами 

Матрица может состоять как из одной строки, так и из од-

ного столбца. Вообще говоря, матрица может состоять даже из 

одного элемента.  

Определение.  Если число столбцов матрицы равно чис-

лу строк (m=n), то матрица называется квадратной. 

  Определение.  Матрица вида: 





















1...00

............

0...10

0...01

= E, 
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называется единичной матрицей. 

Определение. Если amn = anm , то матрица называется 

симметрической. 

Пример.    

















465

631

512

- симметрическая матрица 

Определение. Квадратная матрица вида 





















nna

a

a

...00

0.........

0...0

0...0

22

11

 называется диагональной матрицей. 

Сложение и вычитание матриц сводится к соответ-

ствующим операциям над их элементами. Самым главным свой-

ством этих операций является то, что они определены только для 

матриц одинакового размера. Таким образом, возможно опреде-

лить операции сложения и вычитания матриц:          

Определение. Суммой (разностью) матриц является 

матрица, элементами которой являются соответственно сумма 

(разность) элементов исходных матриц. 

 

cij = aij  bij 

 

С = А + В = В + А. 

Операция умножения (деления) матрицы любого раз-

мера на произвольное число сводится к умножению (делению) 

каждого элемента матрицы на это число. 
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



























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

 

 (А+В) =А  В 

А() = А  А 

Пример. Даны матрицы А = 

















323

412

321

; B = 

















421

875

431

, 

найти 2А + В. 

2А = 

















646

824

642

,                       2А + В =

















1067

1699

1073

. 

 

1.3 Операция умножения матриц 

Определение. Произведением матриц называется мат-

рица, элементы которой могут быть вычислены по следующим 

формулам: 

AB = C; 





n

k

kjikij baс
1

. 

 

Из приведенного определения видно, что операция умно-

жения матриц определена только для матриц, число столбцов 

первой из которых равно числу строк второй. 
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1.4 Свойства операции умножения матриц 

1) Умножение матриц не коммутативно, т.е. АВ  ВА да-

же если определены оба произведения. Однако, если для каких – 

либо матриц соотношение АВ=ВА выполняется, то такие матрицы 

называются перестановочными. 

Самым характерным примером может служить единичная 

матрица, которая является перестановочной с любой другой мат-

рицей того же размера.  

Перестановочными могут быть только квадратные матри-

цы одного и того же порядка. 

АЕ = ЕА = А 

Очевидно, что для любых матриц выполняются следую-

щее свойство: 

AO = O;  OA = O,  

где О – нулевая матрица. 

2) Операция перемножения матриц ассоциативна, т.е. 

если определены произведения АВ и (АВ)С, то определены ВС и 

А(ВС), и выполняется равенство: 

(АВ)С=А(ВС). 

3) Операция умножения матриц дистрибутивна по от-

ношению к сложению, т.е. если имеют смысл выражения  А(В+С) 

и (А+В)С, то соответственно: 

А(В + С) = АВ + АС 

(А + В)С = АС + ВС. 

4) Если произведение АВ определено, то для любого чис-

ла  верно соотношение: 

(AB) = (A)B = A(B). 

5) Если определено произведение АВ , то определено 
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произведение ВТАТ и выполняется равенство: 

(АВ)Т = ВТАТ, где индексом Т обозначается транспониро-                    

                     ванная матрица. 

6) Заметим также, что для любых квадратных матриц det 

(AB) = detAdetB. 

Понятие det (определитель, детерминант) будет  рассмот-

рено ниже. 

 Определение. Матрицу В называют транспонирован-

ной матрицей А, а переход от А к В транспонированием, если 

элементы каждой строки матрицы А записать в том же порядке в 

столбцы матрицы В.  

А = 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaа

...

............

...

...

21

22221

11211

;                  

В=АТ=





















mnnn

m

m

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22212

12111

;  

другими словами,  bji = aij. 

В качестве следствия из предыдущего свойства (5) можно 

записать, что: 

(ABC)T = CTBTAT,  

при условии, что определено произведение матриц АВС. 

 

../Downloads/lect%201.doc#Определители
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Пример.  Даны матрицы А = 

















 241

142

301

, В = 

















2

3

1

,  

С = 

















1

2

1

 и число  = 2. Найти АТВ+С. 

AT = 



















213

440

121

; 

 ATB = 



















213

440

121



















2

3

1

 = 























223113

243410

213211

 = 

















10

4

9

; 

C = 

















2

4

2

;     АТВ+С = 

















10

4

9

+

















2

4

2

 = 

















12

8

7

. 

Пример. Найти произведение матриц А = 

















3

4

1

 и  

В =  142 . 

АВ = 

















3

4

1

  142  = 








































3126

4168

142

134323

144424

114121

. 
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ВА =  142 

















3

4

1

 = 21 + 44 + 13 = 2 + 16 + 3 = 21. 

Пример. Найти произведение матриц А=  21 , 

 В = 








65

43
 

АВ =  21  








65

43
=  124103  =  1613 . 

 

2.  ОПРЕДЕЛИТЕЛИ (ДЕТЕРМИНАНТЫ) 

Определение. Определителем квадратной матрицы 

А=





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaа

...

............

...

...

21

22221

11211

 называется число, которое мо-

жет быть вычислено по элементам матрицы  по формуле: 

                          det A = 



n

k

kk

k Ma
1

11

1)1(     ,                   

где М1к – детерминант матрицы, полученной из исходной вычер-

киванием первой строки и k – го столбца. Следует обратить вни-

мание на то, что определители имеют только квадратные матри-

цы, т.е. матрицы, у которых число строк равно числу столбцов. 

Предыдущая формула позволяет вычислить определитель 

матрицы по первой строке, также справедлива формула вычисле-

ния определителя по первому столбцу: 
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                         det  A = 



n

k

kk

k Ma
1

11

1)1(                                      

Вообще говоря, определитель может вычисляться по лю-

бой строке или столбцу матрицы, т.е. справедлива формула: 

 

            detA = 



n

k

ikik

ik Ma
1

)1( ,     i = 1,2,…,n.                          

Очевидно, что различные матрицы могут иметь одинако-

вые определители.  

Определитель единичной матрицы равен 1.  

Для указанной матрицы А число М1к называется допол-

нительным минором  элемента матрицы a1k. Таким образом, 

можно заключить, что каждый элемент матрицы имеет свой до-

полнительный минор. Дополнительные миноры существуют толь-

ко в квадратных матрицах. 

Определение. Дополнительный минор произвольного 

элемента квадратной матрицы aij равен определителю матрицы, 

полученной из исходной вычеркиванием i-ой строки и j-го столб-

ца.  

Свойство1. Важным свойством определителей является 

следующее соотношение: det A = det AT;   

Свойство 2.        det (AB) = detAdetB  

Свойство 3.  Если в квадратной матрице поменять ме-

стами какие-либо две строки (или столбца), то определитель мат-

рицы изменит знак, не изменившись по абсолютной величине. 

 Свойство 4. При умножении столбца (или строки) матри-

цы на число ее определитель умножается на это число. 
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Определение. Столбцы (строки) матрицы называются 

линейно зависимыми, если существует их линейная комбина-

ция, равная нулю, имеющая нетривиальные (не равные нулю) 

решения.  

Свойство 6. Если в матрице А строки или столбцы линей-

но зависимы, то ее определитель равен нулю. 

Свойство 7. Если матрица содержит нулевой столбец или 

нулевую строку, то ее определитель равен нулю. (Данное утвер-

ждение очевидно, т.к. считать определитель можно именно по 

нулевой строке или столбцу.)  

Свойство 8. Определитель матрицы не изменится, если к 

элементам одной из его строк(столбца) прибавить(вычесть) эле-

менты другой строки(столбца), умноженные на какое-либо число, 

не равное нулю.  

Свойство 9. Если для элементов какой- либо строки или 

столбца матрицы верно соотношение: d = d1  d2  , e = e1  e2 , f 

= f1  f2 , то верно: 

mlk

fed

cba

mlk

fed

cba

mlk

fed

cba

222111   

Пример. Вычислить определитель матрицы 

А=



















113

320

121






 )2310()3310(2)3112(

13

20
1

13

30
2

11

32
1

113

320

121
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= -5 + 18 + 6 = 19. 

Пример. Даны матрицы А = 








43

21
, В = 









31

25
.   

Найти det (AB). 

1-й способ:  det A = 4 – 6 = -2;       

det B = 15 – 2 = 13;             

det (AB) = det A det B = -26. 

2-й способ: AB = 





















1819

87

34231453

32211251
,                

det (AB) = 718 - 819 = 126  – 152  = -26. 

 

2.1 Элементарные преобразования матрицы 

Определение. Элементарными преобразованиями 

матрицы назовем следующие преобразования: 

1) умножение строки на число, отличное от нуля; 

2) прибавление к элементам одной строки элементов дру-

гой строки; 

3) перестановка строк; 

4) вычеркивание (удаление) одной из одинаковых строк 

(столбцов); 

5) транспонирование. 

Те же операции, применяемые для столбцов, также назы-

ваются элементарными преобразованиями. 

С помощью элементарных преобразований можно к какой-

либо строке или столбцу прибавить линейную комбинацию 

остальных строк (столбцов). 
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2.2 Миноры 

Выше было использовано понятие дополнительного мино-

ра матрицы. Дадим определение минора матрицы. 

 Определение. Если в матрице А выделить несколько 

произвольных строк и столько же произвольных столбцов, то 

определитель, составленный из элементов, расположенных на 

пересечении этих строк и столбцов называется минором матри-

цы А. Если выделено s строк и столбцов, то полученный минор 

называется минором порядка s.  

 Заметим, что вышесказанное применимо не только к квад-

ратным матрицам, но и к прямоугольным. 

 Если вычеркнуть из исходной квадратной матрицы А вы-

деленные строки и столбцы, то определитель полученной матри-

цы будет являться дополнительным минором. 

 

2.3 Алгебраические дополнения 

Определение. Алгебраическим дополнением минора 

матрицы называется  его дополнительный минор, умноженный на 

(-1) в степени, равной сумме номеров строк и номеров столбцов 

минора матрицы. 

 В частном случае, алгебраическим дополнением элемента 

матрицы называется его дополнительный минор, взятый со своим 

знаком, если сумма номеров столбца и строки, на которых стоит 

элемент, есть число четное и с противоположным знаком, если 

нечетное. 

Теорема Лапласа. Если выбрано s строк матрицы с номе-

рами i1, … ,is, то определитель этой матрицы равен сумме произ-
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ведений всех миноров, расположенных в выбранных строках на 

их алгебраические дополнения. 

2.4 Обратная матрица 

Определим операцию деления матриц как операцию, об-

ратную умножению. 

Определение. Если существуют квадратные матрицы Х и 

А одного порядка, удовлетворяющие условию: 

XA = AX = E, 

где Е - единичная матрица того же самого порядка, что и 

матрица А, то матрица Х называется обратной к матрице А и 

обозначается А-1. 

Каждая квадратная матрица с определителем, не равным 

нулю имеет обратную матрицу и притом только одну. 

Рассмотрим общий подход к нахождению обратной матри-

цы. 

Исходя из определения произведения матриц, можно за-

писать: 

AX = E  a x eik kj ij
k

n
 

1

, i=(1,n), j=(1,n),  

eij = 0,                      i  j, 

 eij = 1,                      i = j . 

Таким образом, получаем систему уравнений: 
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a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

j j n nj

j j j j jn nj

n j n j nn nj

11 1 12 2 1

1 1 2 2

1 1 2 2

0

1

0

   

   

   















...

................................................

...

................................................

...

, 

 

  Решив эту систему, находим элементы матрицы Х. 

 Пример. Дана матрица А = 
1 2

3 4









 , найти А-1. 

a a

a a

x x

x x

11 12

21 22

11 12

21 22

1 0

0 1









 








 









 .  









































143

043

02

12

1

0

0

1

2212

2111

2212

2111

2222221221

2121221121

1222121211

1121121111

xx

xx

xx

xx

exaxa

exaxa

exaxa

exaxa

              

x

x

x

x

11

12

21

22

2

1

3 2

1 2

 





 













/

/

 

 Таким образом, А-1=














2 1

3 2 1 2/ /
. 

Однако, такой способ не удобен при нахождении обратных 

матриц больших порядков, поэтому обычно применяют следую-

щую формулу: 
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 
x

M

A
ij

i j
ji





1

det
    , 

 

где Мji- дополнительный минор элемента аji матрицы А. 

 

Пример. Дана матрица А = 
1 2

3 4









 , найти А-1. 

det A = 4 - 6 = -2. 

M11=4;       M12= 3;        M21= 2;        M22=1 

   x11= -2;      x12= 1;       x21= 3/2;      x22= -1/2 

Таким образом, А-1=














2 1

3 2 1 2/ /
. 

2.4. Свойства обратных матриц 

Укажем следующие свойства обратных матриц: 

1) (A-1)-1 = A ; 

2)  (AB)-1 = B-1A-1 ; 

3) (AT)-1 = (A-1)T.  

Пример.  Дана матрица А = 








41

23
, найти А3. 

А2 = АА = 








41

23









41

23
 = 









187

1411
;             

A3 = 








41

23









187

1411
= 









8639

7847
. 

Отметим, что матрицы 








41

23
 и 









187

1411
 являются пе-
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рестановочными. 

Пример.    Вычислить определитель 

3412

1230

2112

4301





. 

3412

1230

2112

4301





 = 

 -1

412

230

112

4

312

130

212

3

341

123

211 









 

341

123

211

 = -1(6 – 4) – 1(9 – 1) + 2(12 – 2) = -2 – 8 + 20 = 10. 

312

130

212 

 = 

312

130

120 

= 2(0 – 2) – 1(0 – 6) = 2. 

412

230

112 

= 

412

230

320 

 = 2(-4) – 3(-6) = -8 + 18 = 10. 

Значение определителя: -10 + 6 – 40 = -44. 
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3. БАЗИСНЫЙ МИНОР МАТРИЦЫ 

3.1 Ранг матрицы 

Как было сказано выше, минором матрицы порядка s 

называется определитель матрицы, образованной из элементов 

исходной матрицы, находящихся на пересечении каких - либо вы-

бранных s строк и s столбцов. 

Определение.  В матрице порядка mn минор порядка r 

называется базисным, если он не равен нулю, а все миноры по-

рядка r+1 и выше равны нулю, или не существуют вовсе, т.е. r 

совпадает с меньшим из чисел m или n.  

Столбцы и строки матрицы, на которых стоит базисный 

минор, также называются базисными. 

В матрице может быть несколько различных базисных ми-

норов, имеющих одинаковый порядок. 

Определение. Порядок базисного минора матрицы назы-

вается рангом матрицы и обозначается Rg А. 

Очень важным свойством элементарных преобразований  

матриц является то, что они не изменяют ранг матрицы. 

Определение. Матрицы, полученные в результате эле-

ментарного преобразования, называются эквивалентными. 

Надо отметить, что равные матрицы и эвивалентные 

матрицы - понятия совершенно различные. 

Теорема. Наибольшее число линейно независимых 

столбцов в матрице равно числу линейно независимых строк. 

Т.к. элементарные преобразования не изменяют ранг мат-

рицы, то можно существенно упростить процесс нахождения ран-

га матрицы. 
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Пример.   Определить ранг матрицы. 

















110002

00000

50001

 








110002

50001
 









112

51
,     

 011011
112

51
  RgA = 2. 

 

Пример. Определить ранг матрицы. 

















531

321

753



















531

321

1284



















531

321

321

 








531

321
,   

 0123
31

21
 Rg = 2. 

Пример. Определить ранг матрицы.  

















43121

86243

43121

 








86243

43121
, 

.0264
43

21
  Rg = 2. 

Если с помощью элементарных преобразований не удается 

найти матрицу, эквивалентную исходной, но меньшего размера, 

то нахождение ранга матрицы следует начинать с вычисления 

миноров наивысшего возможного порядка. В вышеприведенном 

примере – это миноры порядка 3. Если хотя бы один из них не 

равен нулю, то ранг матрицы равен порядку этого минора. 
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3.2 Теорема о базисном миноре. 

Теорема. В произвольной матрице А каждый столбец 

(строка) является линейной комбинацией столбцов (строк), в ко-

торых расположен базисный минор. 

Таким образом, ранг произвольной матрицы А равен мак-

симальному числу линейно независимых строк (столбцов) в мат-

рице. 

Если А- квадратная матрица и detA = 0, то по крайней ме-

ре один из столбцов – линейная комбинация остальных столбцов. 

То же самое справедливо и для строк. Данное утверждение сле-

дует из свойства линейной зависимости при определителе равном 

нулю. 

3.3 Матричный метод решения систем линейных 
уравнений 

Матричный метод применим к решению систем уравнений, 

где число уравнений равно числу неизвестных. 

Метод удобен для решения систем невысокого порядка. 

Метод основан на применении свойств умножения матриц. 

Пусть дана система уравнений:   



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111
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Составим матрицы:   A = 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

;             

 B = 





















nb

b

b

...

2

1

;           X = 





















nx

x

x

...

2

1

. 

Систему уравнений можно записать: AX = B. 

Сделаем следующее преобразование: A-1AX = A-1B,  

т.к.   А-1А = Е, то  ЕХ = А-1В 

Х = А-1В 

Для применения данного метода необходимо находить об-

ратную матрицу, что может быть связано с вычислительными 

трудностями при решении систем высокого порядка. 

Пример. Решить систему уравнений: 















16234

1432

05

zyx

zyx

zyx

 

Х = 

















z

y

x

, B = 

















16

14

0

, A = 















 

234

321

115

 

Найдем обратную матрицу А-1. 
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 = det A = 



234

321

115

5(4-9) + 1(2 – 12) – 1(3 – 8) =  

=-25 – 10 +5 = -30. 

M11 = 
23

32
 = -5; M21 = 

23

11 
 = 1; M31 = 

32

11 
   = -1; 

M12 = ;10
24

31
 M22 = ;14

24

15



M32 = ;16

31

15



 

M13 = ;5
34

21
  M23 = ;19

34

15



M33 = ;11

21

15



 

;
30

11
;

30

19
;

30

5

;
30

16
;

30

14
;

30

10

;
30

1
;

30

1
;

30

5

1

33

1

32

1

31

1

23

1

22

1

21

1

13

1

12

1

11













aaa

aaa

aaa

                     

A-1 = 



























30

11

30

19

6

1
15

8

15

7

3

1
30

1

30

1

6

1

; 

 

Cделаем проверку: AA-1= 
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






























































 

2248438424103020

333215728115205

111651914551025

30

1

30

11

30

19

30

5
30

16

30

14

30

10
30

1

30

1

30

5

234

321

115

            =E. 

Находим матрицу Х: 

Х = 

















z

y

x

= А-1В = 



























30

11

30

19

6

1
15

8

15

7

3

1
30

1

30

1

6

1



















16

14

0

= 

=















































3

2

1

30

176

30

266
0
6

1
15

128

15

98
0
3

1
30

16

30

14
0
6

1

. 

Итого решения системы: x =1; y = 2; z = 3. 

 

3.4 Метод Крамера 

Данный метод также применим только в случае систем 

линейных уравнений, где число переменных совпадает с числом 

уравнений. Кроме того, необходимо ввести ограничения на ко-

эффициенты системы. Необходимо, чтобы все уравнения были 

линейно независимы, т.е. ни одно уравнение не являлось бы ли-

нейной комбинацией остальных. 
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Для этого необходимо, чтобы определитель матрицы си-

стемы не равнялся 0. 

det A  0; 

Действительно, если какое- либо уравнение системы есть 

линейная комбинация остальных, то если к элементам какой- ли-

бо строки прибавить элементы другой, умноженные на какое- ли-

бо число, с помощью линейных преобразований можно получить 

нулевую строку. Определитель в этом случае будет равен нулю. 

Теорема. (Правило Крамера): 

Теорема. Система из n уравнений с n неизвестными  



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

 

в случае, если определитель матрицы системы не равен 

нулю, имеет единственное решение и это решение находится по 

формулам: 

 

xi = i /, где 

 = det A,  а i – определитель матрицы, получаемой из 

матрицы системы заменой столбца i столбцом свободных членов 

bi. 

i = 

nnninnin

niii

nii

aabaa

aabaa

aabaa

......

.........

......

......

111

2122221

11111111






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Пример. 















3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

 

A = 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

;   1= 

33323

23222

13121

aab

aab

aab

;   

2= 

33331

23221

13111

aba

aba

aba

;   3= 

33231

22221

11211

baa

baa

baa

; 

x1 = 1/detA;       x2 = 2/detA;        x3 = 3/detA; 

Пример.   Найти решение системы уравнений: 















16234

1432

05

zyx

zyx

zyx

 

 =

234

321

115 

 = 5(4 – 9) + (2 – 12) – (3 – 8) = -25–10 + 5 =-30; 

1 = 

2316

3214

110 

 = (28 – 48) – (42 – 32) = -20 – 10 = -30. 

x1 = 1/ = 1; 
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2 = 

2164

3141

105 

 = 5(28 – 48) – (16 – 56) = -100 + 40 = -60. 

x2 = 2/ = 2; 

3 = 

1634

1421

015 

 = 5( 32 – 42) + (16 – 56) = -50 – 40 = -90. 

x3 = 3/ = 3. 

Как видно, результат совпадает с результатом, получен-

ным выше матричным методом. 

Если система однородна, т.е. bi = 0, то при 0 система 

имеет единственное нулевое решение x1 = x2 = … = xn = 0. 

При  = 0 система имеет бесконечное множество реше-

ний. 

Для самостоятельного решения: 















6352

10523

1263

zyx

zyx

zyx

;             

  Ответ: x = 0; y = 0; z = -2. 

 

3.5 Решение произвольных систем линейных 
уравнений 

Как было сказано выше, матричный метод и метод Краме-

ра применимы только к тем системам линейных уравнений, в 

которых число неизвестных равняется числу уравнений. Далее 

рассмотрим произвольные системы линейных уравнений.
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 Определение. Система m уравнений с n неизвестными в 

общем виде записывается следующим образом:                                           



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

, 

где aij – коэффициенты, а bi – постоянные. Решениями си-

стемы являются n чисел, которые при подстановке в систему пре-

вращают каждое ее уравнение в тождество. 

Определение. Если система имеет хотя бы одно реше-

ние, то она называется совместной. Если система не имеет ни 

одного решения, то она называется несовместной. 

Определение. Система называется определенной, если 

она имеет только одно решение и неопределенной, если более 

одного. 

Определение. Для системы линейных уравнений матри-

ца 

А = 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 называется матрицей системы, 

а матрица 

А*= 





















mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

...

...............

...

...

21

222221

111211

 называется расширенной 
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матрицей системы 

Определение. Если b1, b2, …,bm = 0, то система называ-

ется однородной. однородная система всегда совместна, т.к. 

всегда имеет нулевое решение. 

 

4. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СИСТЕМ 

К элементарным преобразованиям относятся: 

1)Прибавление к обеим частям одного уравнения соответ-

ствующих частей другого, умноженных на одно и то же число, не 

равное нулю. 

2)Перестановка уравнений местами. 

3)Удаление из системы уравнений, являющихся тожде-

ствами для всех х. 

 

4.1 Теорема Кронекера – Капелли 

(условие совместности системы) 

(Леопольд Кронекер (1823-1891) немецкий математик) 

Теорема: Система совместна (имеет хотя бы одно реше-

ние) тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы равен 

рангу расширенной матрицы. 

RgA = RgA*. 

 Очевидно, что система (1) может быть записана в 

виде: 
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x1





















1

21

11

...

ma

a

a

 + x2 





















2

22

12

...

ma

a

a

+ … + xn 











































mmn

n

n

b

b

b

a

a

a

......

2

1

2

1

 

Доказательство. 

1) Если решение существует, то столбец свободных чле-

нов есть линейная комбинация столбцов матрицы А, а значит до-

бавление этого столбца в матрицу, т.е. переход АА* не изменя-

ют ранга. 

2) Если RgA = RgA*, то это означает, что они имеют один 

и тот же базисный минор. Столбец свободных членов – линейная 

комбинация столбцов базисного минора, те верна запись, приве-

денная выше. 

Пример. Определить совместность системы линейных 

уравнений: 















4222512112

25432

19753

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

A = 

~

222512112

97531

97531

~

222512112

27211593

97531

~

222512112

54321

97531



















































~ 








222512112

97531
.                      

    0561
112

31
    RgA = 2. 
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A*= 



































4222512112

100000

197531

~

4222512112

254321

197531

          

RgA* = 3. 

Система несовместна. 

Пример. Определить совместность системы линейных 

уравнений. 

 

























5163

865

12107

423

14

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xx

                     А = 



























163

65

107

23

41

;  

23

41 
 = 2 + 12 = 14  0;    RgA = 2; 

A* = 








 





















 





















































120

141
~

120

120

120

120

141

~

240

13260

19380

7140

141

~

5163

865

12107

423

141

 

.02
20

41



      RgA* = 2. 

Система совместна. Решения: x1 = 1;  x2 =1/2. 
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4.2 Метод Гаусса 

В отличие от матричного метода и метода Крамера, метод 

Гаусса может быть применен к системам линейных уравнений с 

произвольным числом уравнений и неизвестных. Суть метода за-

ключается в последовательном исключении неизвестных. 

Рассмотрим систему линейных уравнений: 

 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

 

Разделим обе части 1–го  уравнения на a11  0, затем: 

1) умножим на а21 и вычтем из второго уравнения 

2) умножим на а31 и вычтем из третьего уравнения и т.д. 

Получим: 



















mnmnmm

nn

nn

dxddxd

dxdxdxd

dxdxdx

...

..............................................

...

...

322

22323222

112121

,   где d1j = a1j/a11,  j = 2, 

3, …, n+1. 

dij = aij – ai1d1j         i = 2, 3, … , n;       j = 2, 3, … , n+1. 

Далее повторяем эти же действия для второго уравнения 

системы, потом – для третьего и т.д. 

Пример. Решить систему линейных уравнений методом 

Гаусса. 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Линейная алгебра 

 

 33 















107

332

52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Составим расширенную матрицу системы. 

А*= 

























































































2100

11750

3321

~

3122150

11750

3321

~

10117

5112

3321

~

10117

3321

5112

 

Таким образом, исходная система может быть представле-

на в виде: 















2

1175

332

3

32

321

x

xx

xxx

     ,   

откуда получаем:  x3 = 2; x2 = 5; x1= 1. 

Пример. Решить систему методом Гаусса. 















16234

1432

05

zyx

zyx

zyx

 

Составим расширенную матрицу системы. 



































































 

18600

401050

14321

~

7016110

401050

14321

~

0115

16234

14321

~

16234

14321

0115

           Таким образом, исходная система может быть представле-

на в виде: 
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













186

40105

1432

z

zy

zyx

, откуда получаем:  z = 3; y = 2; x = 1. 

Полученный ответ совпадает с ответом, полученным для 

данной системы методом Крамера и матричным методом. 

Для самостоятельного решения: 





















03

62

1232

4

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

                       

  Ответ: {1, 2, 3, 4}. 

5. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 1. Вычислить определитель третьего порядка 

.

637

421

235

  

Разложив определитель по элементам 1-й строки, получим 

.68)17(2)34(305
37

21
2

67

41
3

63

42
5

637

421

235








           2. Вычислить тот же определитель на основании теоремы 

и линейной комбинации элементов строк (столбцов). 

К элементам 1-й строки прибавим соответствующие 
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элементы 2-й строки, умноженные на 5, а к элементам 3-й стро-

ки—соответствующие элемент 2-ой строки, умноженные на 7: 

.

34170

421

22130

637

421

235

  

Разложив определитель по элементам 1-го столбца, полу-

чаем 

.6822173413
42

2213
0

3417

2213
1

3417

42
0

34170

421

22130



 

 

Правило Крамера 

3. Решить систему уравнений 















.4234

,1023

,82

zyx

zyx

zyx

 

По формулам (1) находим 
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4. Решить систему линейных однородных уравнений 















.02

,03

,04

zyx

zyx

zyx

 

Здесь .

211

131

114

D  Для вычисления этого определителя 

к элементам 1-й строки прибавим элементы 3-й строки, умножен-

ные на —4, а к элементам 2-й строки—элементы 3—й строки, 

умноженные на —1: 

.17
12

73
1

211

120

730









D  

Так как D≠0, то система имеет только нулевое решение 

x=y=z=0. 

5. Решить систему уравнений 
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













.02

,092

,023

zyx

zyx

zyx

 

Имеем 

.011415
11

21
1

21

91
2

21

92
3

211

921

123





D  

Следовательно, система имеет решения, отличные от ну-

левого. Решаем систему первых двух уравнений (третье уравне-

ние является их следствием): 









.092

,023

zyx

zyx
 

Отсюда по формулам (2) п. 1 получаем 

x= ,20
92

12
tt 


 ,28

91

13
tt 


 z= .4

21

23
tt   

6. Найти сумму матриц 

A= ,

234

012

753

















  B= .

101

232

421



















  

A+B= 






















120314

203122

472513

.

333

224

1174

















  

7. Найти матрицу 2А+5В, если , . 

,  , 2А+5В= . 
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8. Найти произведения матриц АВ и ВА, если 

A= ,

321

402

131

















 B= .

123

211

002

















  

АВ=
























13220123)1(211331221

14200224)1(012341022

11230121)1(311311321

 

= ,

7513

41016

708

















 

ВА=
























314213210233112213

324111220131122111

304112200132102112

 

= .

14118

371

664

















 

9. Найти , если А = . 

 =   =  = , 

 =  = . 

10. Найти значение матричного многочлена 2  

при А = , если Е – единичная матрица третьего поряд-
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ка. 

= = , 2 , 

3А = , 5Е = 5  = ,  2  = 

. 

11. Дана матрица А = . Найти обратную матрцу. 

Вычисляем определитель матрицы А: 

 =  = 27 + 2 - 24 = 5. 

Находим алгебраические дополнения элементов этого 

определителя: 

 =  = 9,  =   = - 2,  =  = - 4, 

 =  = 1,  =  = 2,  =   = - 1, 

 =  = - 12,  =  = 1,  =  = 7. 

Следовательно,  

 =  . 

Матричный метод решения систем линейных 

алгебраических уравнений 

12. Решить систему уравнений 

 

Представив ее в виде матричного уравнения.  
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Перепишем систему в виде AX = В, где  

А =  , Х = , B = . 

Решение матричного уравнения имеет вид Х = В. 

Найдем . Имеем 

 =  = 28 - 30 – 4 = - 6. 

Вычислим алгебраические дополнения элементов этого 

определителя: 

 =  = 14,  =   = 5,  =  = - 13, 

 =  = -10,  =  = - 4,  =   = 8, 

 =  = - 2,  =  = 1,  =  = 1. 

Таким образом, 

 = -   , 

Откуда 

Х = -    = -    = -

 = . 

Следовательно, x = 2, y = 3, z = -2. 

13. Определить ранг матрицы А =  . 

Сложим соответствующие элементы 1-й и 3-й строк, а за-

тем разделим на 4 элементы 1-й строки: 
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А =  ῀  ῀  . 

Из элементов 1-й строки вычтем соответствующие элемен-

ты 2-й строки, после чего вычеркнем 1-ю строку: 

 ῀ . 

Ранг последней матрицы равен 2, так как, например, 

, то ранг матрицы равен 3. 

Метод Гаусса 

14. Исследовать систему уравнений 

 

  Определим ранги матрицы и расширенной матрицы системы. 

Выпишем расширенную матрицу 

 

Вертикальной чертой мы отделим элементы матрицы си-

стемы (матрицы А) от свободных членов системы. 

Прибавим к элементам 2-й строки соответствующие эле-

менты 3-й строки, а затем разделим все элементы 2-й строки на 

3: 

 

Вычтем из элементов 2-й строки соответствующие элемен-

ты 1-й строки: 
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Нетрудно видеть, что r ( ) = 2, ) = 3, т.е. r ( )  

); следовательно, система несовместна. 

15. Исследовать систему уравнений 

 

 Расширенная матрица системы имеет вид 

 

   Прибавим элементы 2-й строки к соответствующим элемен-

там 1-й и 4-й строк, а затем разделим элементы 1-й строки на 

4, а элементы 4-й строки на 5: 

 

Вычтем из элементов 3-й строки соответствующие элемен-

ты 1-й строки, а из элементов 5-й строки вычтем элементы 4-й 

строки; после этого вычеркнем 3-ю и 5-ю строки: 

 

Найдем определитель последней матрицы: 
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 =  

Следовательно, r(A) = 3. Ранг расширенной матрицы так-

же равен 3, так как найденный определитель является минором 

матрицы . 

Итак, система совместна. Для ее решения возьмем, 

например, первое, третье и пятое уравнения: 

 

Отсюда, легко находим, что  = 1,  = 2,  = 3. 

16. Исследовать систему уравнений 















.1835

,022

,1345

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

Здесь  

 

Вычтем из 3-й строки 1-ю: 

 

Разделим элементы 3-й строки на 2 и вычтем из получен-

ной 3-й строки 2-ю, затем вычеркнем З-ю строку: 

 

Нетрудно видеть, что r(А)=r, (А1)=2. Следовательно, си-
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стема совместна. 

Возьмем первое и второе уравнения заданной системы: 









.022

,1345

4321

4321

xxxx

xxxx
 

За базисные неизвестные примем х1 и x2. Это можно сде-

лать, так как определитель 
12

51


 из коэффициентов при этих 

неизвестных отличен от нуля. 

Свободными неизвестными служат x3 и x4. Переписав си-

стему в виде 









.22

,3415

4321

4321

xxxx

xxxx
 

Выразим x1 и x2 через x3 и x4: 

1x = =  

 

x2= =  

 

Полагая х3=u, х4=v, получим решение системы в виде 

1x =  
2x =  

х3=u, х4=v. 
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Придавая u и v различные числовые значения, будем по-

лучать различные решения данной системы уравнений. 

17. Решить систему уравнений 















.354

,0

,523

zyx

zyx

zyx

 

Преобразуем матрицу в эквивалентную: 

 

 

(для упрощения вычислений мы поменяли местами первое 

и второе уравнения). 

Вычитаем из остальных двух строк 1-ю строку, умножен-

ную на 3 и на 4: 

 

Изменив знаки во 2-й строке и умножив ее на 5, прибав-

ляем к 3-й: 

 

 

(мы разделили на —11 последнюю строку). 

Система уравнений приняла треугольный вид: 
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













.2

,54

,5

z

zy

zyx

 

Она имеет единственное решение. Из последнего уравне-

ния имеем z=2; подставляя это значение во второе уравнение, 

получаем у=3 и, наконец, из первого уравнения находим х=-1. 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1. Вычислить определители 

1)     2)    3)   4)  

5)   6)   7)  

8)    9)  

2. Решить систему, используя правило Крамера 

10)  11)                 

12)  

13) При каких α система имеет единственное решение? 
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14)                            15)    

16)          17)  

18)                19)  

20)    21)  

22)  

23)  

24)  

25)  

26)      

3. Найти решение системы, используя: а) правило Краме-

ра,  

б) матричный метод, в) метод Гаусса, г) метод Жордана-Гаусса. 

27)      28)  
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29)     30)     

31)      32)    

4. Исследовать систему с помощью теоремы Кронекера-

Капелли.Найти ее решение (метод Гаусса) 

33)                     34)    

35)  36)   

37)                       38)    

39)                       40)   

41)  

42)      43)  

Задание 1. Заданы матрицы А и В. Вычислить матричный много-

член. 

Вариант 1. Для матриц  
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3 0 4

2 2 3

1 1 2

A

 
 

  
 
 
 

 и 

1 1 2

0 1 2

5 3 1

B

 
 

 
 
 
 

вычислить матричный 

многочлен А2 – ВА + 3А. 

Вариант 2. Для матриц  

4 1 2

2 0 2

3 1 2

A

 
 

 
 
  

 и 

1 0 3

1 2 4

1 2 4

B

 
 

 
 
   

 вычислить матрич-

ный многочлен А2 – 2ВА + А. 

Вариант  3. Для матриц 

0 1 2

3 1 2

3 3 2

A

 
 


 
  

 и 

1 3 0

2 2 4

3 1 1

B

 
 


 
  

 

вычислить матричный многочлен 2А2 + ВА + 3А. 

Вариант  4. Для матриц  

3 1 0

2 1 3

5 1 2

A

 
 

  
 
 
 

 и 

1 0 2

3 1 2

5 4 1

B

 
 

 
 
  

 вычислить мат-

ричный многочлен В2 – ВА + 4А. 

Вариант  5. Для матриц  

4 0 2

1 1 3

5 1 2

A

 
 

  
 
 
 

 и 

1 1 2

0 1 2

5 5 0

B

 
 

 
 
  

 вычислить матрич-

ный многочлен А2 + ВА + 3В. 

Вариант  6. Для матриц  
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1 5 4

2 2 4

1 1 2

A

 
 

  
 
 
 

 и 

5 1 2

0 3 1

2 3 1

B

 
 

 
 
 
 

 вычислить матрич-

ный многочлен А2 – ВА + 4В. 

Вариант  7. Для матриц 

1 0 4

2 2 3

3 7 2

A

 
 


 
  

 и 

1 1 2

3 5 2

5 3 1

B

 
 


 
 
 

 

вычислить матричный многочлен В2 – ВА + 3А. 

Вариант  8. Для матриц 

3 1 4

3 2 0

1 1 2

A

 
 


 
 
 

 и

1 1 2

4 0 2

2 4 3

B

 
 

 
 
  

 

вычислить матричный многочлен А2 + 3ВА + 2В. 

Вариант  9. Для матриц  

1 0 4

2 3 1

1 1 5

A

 
 

 
 
  

 и

3 1 2

0 6 2

2 3 0

B

 
 

 
 
 
 

 вычислить матричный 

многочлен А2 – ВА + 3А. 

Вариант  10. Для матриц  

3 5 4

2 0 3

1 1 4

A

 
 


 
  

 и 

1 1 2

0 1 2

1 3 3

B

 
 

 
 
  

 вычислить матрич-

ный многочлен В2 – ВА + 2А. 

 

Задание 2. Решить системы уравнений методом Крамера, мето-

дом Гаусса, матричным способом. 

Вариант 1  
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а)  

2 2 5

4 10 11.

5 3 5 9

x y z

x y z

x y z

  


  
   

    б)

2 3 2

2 3 1.

5 6 5

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Вариант 2 

 а) 

3 4 4

2 10 15 10
.

2 3 6 7

3 4 2 4

x z t

x y z t

y z t

x y z t

   
    


  
    

 

б) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 2

2 3 2 1
.

2 1

2 3 2 3 2

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
      


    
     

 

Вариант 3 

а ) 

2 5 6

3 2 3

2 4 10

3 0

x y t

x y z

x y z t

y z t

  
   

    
    

.   б) 

3

2 3 3 .

2 3 0

x y

x y z

x y z

 


  
   

 

 

 

Вариант  4  

а) 

4 4 5 2

3 2 7 .

10 20

x y z

x y z

x y z

   


  
   

  б) 

3 4

2 1 .

4 3 7

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Вариант  5 
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а) 

2 3 4 5 3

1
.

3 8 1

2 4 3 0

x y z t

y t

x z t

x y z t

   
    


   
    

  б) 

2 3 2

2 3 1
.

5 6 5

3 2 3

x y z

x y z

x y z

x y z

  
   


  
   

 

 

Вариант  6 

 а)

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

2 4 1
.

2 2 4 1

7

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    


   
    

 б) 

3 2 2

5 7 .

3 8 16

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Вариант  7 

а)

7 2 4 13

2 2 2 .

3 0

x y z

x y z

x y z

  


  
   

    б)

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 2

2 3 2 1
.

2 1

2 3 2 3 2

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
      


    
     

 

 

Вариант  8 

 а) 

2 5 6

3 2 3
.

2 4 10

3 0

x y t

x y z

x y z t

y z t

  
   

    
    

  б) 

2 3 5

2 2 4.

2 3

x y z

x y z t

y z t

  


    
   

 

Вариант  9 

а) 

2 3 4 5 3

1
.

3 8 1

2 4 3 0

x y z t

y t

x z t

x y z t

   
    


   
    

  б) 
2 2

.
2 4 2 4

x y z

x y z

  

    

 

Вариант 10  
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а) 

1

4.

6

x y

y z

x z

 


 
  

   б)

2 5 2

2 2 1
.

3 3 1

1

x y z t

x y t

x y z t

x y z t

   
   

     
    
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