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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Задание 1. Изменить порядок интегрирования. Области 
интегрирования изобразить на чертеже. 

1.  

282

0

;

y

y

dy f x y dx



  ;  6. 
2

0

1 1
2

( ; )

y

y

dy f x y dx

 

  ; 

2. 
1

0

dx   
22

;

x x

x

f x y dy



 ;  7.
2

2 2

2 8

( ; )

x

dx f x y dy



  

  ;  

3.  
21 2

0

;

x

x

dx f x y dy



  ;  8.
1 1

2 1

( ; )
y

dy f x y dx



  

  ;  

4.  
20 1

1 1

;

x

x

dx f x y dy



 

  ;  9.
2

0

1 1
2

( ; )

y

y

dy f x y dx

 

  ;  

5.

22 4

0 2

( ; )

x x

x

dx f x y dy



  ; 10.
2

1 0

2 2

( ; )
x

dx f x y dy



 

  .  

 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл по области (D), 

ограниченной заданными линиями. Сделать чертеж. 

1. .1|,|,:,)3( 2

)(

25  xxyxyDdydxyxxy
D

 

2.  
)(

2
332 .,

2
:,)5(

D

xy
x

yDdxdyyxyx   

3.
 

)(

4 .8,4,5ln,:,3
D

xy

xxyeyDdxdyye   

4.  
)(

224 .,:,)103(
D

xyxyDdxdyxyyx   

5.  

)(

2,
2

1
,

2

3
,

2
:,)2sin(

D

xxyyDdxdyxyy 
  

6.  

)(

2 .
2

,1,0:,
D

xy x
yyxDdxdyey  
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7.  
)(

433 .1,,:,)72(
D

xxyxyDdxdyxyyx  

8.  

)(

254 1| ,|,:,)4(

D

xxyxyDdxdyyxxy  

9.  


)(

22 ,2,0:,

D

xy

xyyxDdxdyey  

10. xyyxDdxdyxyy

D

 ,,0:,)(cos

)(

2   

 

Задание 3. Вычислить тройной интеграл по области (V), 

заданной поверхностями. Сделать чертёж. 

1. 2

( )

2 , : 0, 1, , 0, 1.xy

V

y e dxdydz гдеV x y y x z z       

2.  
)(

2 .,1,0,0,0:,)(3
V

yxzyxzyxгдеVdxdydzzy   

3.  
)(

2 .36,0,0,2,1:,)cos(
V

zzyxyxгдеVdxdydzxyzzy   

4.
 

)(

.2,0,1,0,1,1:,)(
V

zzyyxxгдеVdxdydzzyx   

5.  
)(

22 .1,0,2,2,0:,
V

xy

zzxyyxгдеVdxdydzey   

6.  
)(

.1,0,0,0:,)65(
V

zyxzyxгдеVdxdydzzx   

7.  
)(

2 .0,0,0,1,1,1:,2
V

xyz zyxzyxгдеVdxdydzzey  

8.  
)(

22 .0,0,0,1,2:,)4(
V

zyxyxyxzгдеVdxdydzyx  

9.  
)(

.0,,2,0,:,7
V

zxyzxyxyгдеVxzdxdydz   

10.
 

)(

2 .,0,0,,2:,
2

sin
V

zzyxyxгдеVdxdydz
xy

x 
  
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Задание 4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

(перейти к полярным координатам), сделать чертеж. 

1. ;
3

;06 22 x
yyxx   

.3;010 22 xyyxx   

6. ),(2)( 22222 yxyx   

,122  yx (вне круга) 

2. ;
3

;02 22 x
yxyy   

.0;010 22  xxyy  

7. ;4)( 222 xyyx    

,322  yx (вне круга).  

3. ;0;04 22  yyxx  

.3;08 22 xyyxx   

8. ),(3)( 22222 yxyx   

,322  yx (вне лемниска-

ты). 

4. ;;04 22 xyxyy   

.0;02 22  xxyy  

9. );(4)( 22222 yxyx    

,222  yx (вне круга). 

5. ;0;02 22  yyxx  

.;06 22 xyyxx   

10. ;8)( 222 xyyx      

,422  yx (вне лемниска-

ты). 
Задание 5. Вычислить объём тела, ограниченного указан-

ными поверхностями. Сделать чертёж.  

 

1. 0, 0, 0,z y x    
2 21, .x y z x y     

6. .9,9,0 222  yxxzz  

2. 0, 4 ,z z x y     2 20, 4.y x y    7. .9,,0 222  yxyzz  

3. .4,2,0 22  yxzyz  8. 1,0,0,0  zyxyxz  

4. .4,,0 2222  yxzyxz  9. z=0,y=0, x=0, x+y=1, z=2-

x-y. 

5. .0,1,, 222  zyxyyxz  10. .4,0,4,0  yxxyzz  

 

Задание 6. Найти центр тяжести однородного тела, огра-
ниченного поверхностями.  

1. .0,4222  zzyx  6. .,2 2222 yxzyxz   

2. .1,222  zzyx  7. .1,8 22  zyxz  
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3. 2 2 2 2,x y z    2 2 2, 0.x y z z    8. .10, 22222 yxzyxz   

4. .0,1 22  zyxz  9. .0,
2

,1
22

222 


 z
yx

zzyx  

5. .5,1 22  zyxz  10. .0,25222  zzyx  

Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл Ι рода (по 

длине дуги). 

 

1.  
Z

dlyx ,)(  где Z – отрезок прямой между точками А(0;0) и 

B(0;0). 

 2. ,
222 

Z
zyx

dl
 где Z – дуга первого витка кривой 















.3

,sin2

,cos2

tz

ty

tx

  

3. 
Z

dl
x

y
, где Z – дуга параболы 

2

2x
y   от точки A(1; )

2

1  до точки 

B(2;2). 

4. 
Z

xydl ,  где Z – четверть окружности ,
sin3

cos3









ty

tx  лежащая в пер-

вой четверти.  

5.  
Z

dlyx ,)34( 3  где Z – отрезок прямой между точками A(-1;0) и 

B(0;1). 

6. 
 
Z

dlzyx ,)( 222  где Z – дуга винтовой линии  .;0,

3

sin5

cos5
















t

tz

ty

tx
  

7. 
Z

ydl,  где Z – дуга параболы xy 22   от точки О (0;0) до точки 

А(4; 8 ). 

8. 
 
Z

dlx ,21  где Z – дуга линии  .1;0,

3

2
3

2













t

ty

tx  

 9. 
Z

dl
x

y
,  где Z – дуга линии xy 42   от точки А (1;2) до точки 

В(4;4).  
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10. 
Z

xdl,  где Z – дуга линии  .1;0,

2

2 










t

ty

tx
  

Задание 8. Найти работу силы F при перемещении вдоль 

линии Z от точки М к точке N.  

1. F ).8;2(),0;0(,:; 3 NMxyZjxiy   

2. F ).3;0(),0;1(),0,0(,1
9

:;)()(
2

2 NMyx
y

xZjyxiyx   

3. F ).2;0(),0;4(,
8

2:;)2()2(
2

22 NM
x

yZjxyiyx    

4. F ;)2(2 jyxix   где Z – отрезок прямой MN, M(-

1;0), N(1;2). 

5. F ).0;0(),0;(,sin:; NMxyZixy   

6. F ;)2()2( 22 jxyiyx   где Z – отрезок прямой MN, 

M(-4;0), N(0;2). 

7. F ).1;1(),1;1(,:;)()( 2 NMxyZjyxiyx   

8. F ).2;0(),0;2(),0,0(,4:; 2233 NMyxyxZjyix    

9. F ;2 jyiyx   где Z – отрезок прямой MN, M(-1;0), 

N(0;1).  

10. F ).0;3(),0;3(),0(;1
49

:;
2

)(
222

 NMy
yx

Zj
x

ixxy   

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЙ 

Задание 1. Изменить порядок интегрирования. Сделать 

чертёж:  
22 2

1 2

( , ) .

x x

x

dx f x y dy





   

Решение. Изобразим область интегрирования, для чего вы-
пишем пределы изменения x и y: 

2

1 2,

2 2 .

x

x y x x

 


   
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Уравнение 22y x x   – это верхняя полуокружность, r 

=1 и центр в точке(1;0). Второе уравнение – это прямая, прохо-

дящая через точки (2,0) и (0,2). 

Заданная область заштрихована на 
чертеже.  

Для этой области имеем:  

22 1 1,

0 1.

y x y

y

     


 

  

 

Следовательно, данный ин-

теграл, поменяв порядок интегри-
рования, можно записать так:  

 
22 1 12 2 1

1 2 0 2

( , ) ( , ) .

yx x

x y

dx f x y dy dy f x y dx

 

 

     

 Задание 2. Вычислить двойной интеграл 
D

  (x+ y)dx dy 

по области (D), ограниченной линиями: x = 0, x =1, y =x, y =2-

.2x  

 

 
Решение: Область D ограничена прямыми x = 0, y = x и па-

раболой 22y x  , тогда 

21 2

( ) 0

( ) ( ) .

x

D x

x y dxdy dx x y dy



      

Вычисляем внутренний интеграл, считая x постоянным: 
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2

2
2 2 2 2 2

2 2

4
3 2

(2 )
( ) ( ) (2 ) ( )

2 2 2

7
2 2.

2 2

x

y x

y x

x

y x x
x y dy xy x x xx

x
x x x



 



 
         

 

    


 

 Вычисляем внешний интеграл: 
1 4 5 4

3 2 3 2 1

0

0

7 7 101
( 2 2) ( 2 ) .

2 2 10 4 6 60

x x x
x x x dx x x x         

  

  

Задание 3. Вычислить тройной интеграл 

( )

( )
V

x y z dxdydz  по области V, заданной поверхностями x + y 

+ z =1, x = 0, y = 0, z = 0. 
Решение. Изобразим область V на чертеже. Это пирамида, 

ограниченная плоскостью x + y + z =1 и координатными плоско-
стями x=0, y = 0, z = 0. Область V проецируется на плоскость Oxy 

в треугольник, ограниченный прямыми x = 0, y = 0, y = 1 – x.  

 
 
Опишем область интегрирования с помощью неравенств V:  

0 1

0 1

0 1

x

y x

z x y

 


  
    

. 
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Вычислим интеграл:  
111 1 1 1 2

( ) 0 0 0 0 0 0

( ) ( )
2

z x yx yx x

V z

z
x y z dxdydz dx dy x y z dz dx xz yz

    



 
        

 
     

11 3
2 2

0 0

11 2 4
3

0 0

1

2 3

1 1 3 1 3 1
(2 3 ) 2 .

6 6 2 4 6 4 8

y x

y

x

x

y
dy y yx xy dx

x x
x x dx x

 







 
     

 

 
         

 





 

 

Задание 4. Вычислить объём тела, ограниченного поверх-
ностями x+y+z=3, z=2, x=0, y=0.  

Решение. V = .
V

dxdydz  Тело снизу ограничено плоскостью 

z = 2, сверху - плоскостью x + y + z = 3, поэтому предел интегри-
рования по z определяется неравенством 2 3 .z x y       V 

=

3

1

.

x y

D

dxdy dz

 

   На плоскость XOY тело проецируется в тре-

угольник D, ограниченный прямыми x = 0, y = 0, x + y = 1. 

 
˝Нижней˝ границей области D является ось OX, т. е. пря-

мая y=0. ˝Верхней˝ границей - прямая y = 1 – x.   Пределы 

интегрирования по y определяются неравенством ,10 xy   а 

по x: .10  x  
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Итак, D:
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Следовательно,  
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Задание 5. Вычислить криволинейный интеграл Ι рода: 
2 ,

Z

y dl                             где Z - часть окружности 

cos , sin , 0 .
2

x a t y a t t       

Решение. Так как sin ,tx a t    cos ,ty a t   то дифференциал 

дуги  

   
2 2 2 2 2 2( ) ( ) sin cosdl t t dt a t a tdt adt       . 

 Следовательно, получаем: 

3 3 32 2
2

2 2 2

00 0

sin 2
sin (1 cos2 ) .

2 2 2 4
Z

a a t a
y dl a a tdt t dt t

 

 
      

 
    


