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ВВЕДЕНИЕ. 

Предлагаемое пособие посвящено теории евклидовых про-
странств и является продолжением учебного пособия [1], в кото-

ром изложены основы теории векторных пространств. Предпола-
гаем, что читатель ознакомился с основными фактами теории 

векторных пространств, изложенными в пособии [1]. Чтобы избе-

жать дублирования, мы используем соглашения и обозначения из 
пособия [1], специально не оговаривая их. 

 

1. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ. 

 

При изучении курса аналитической геометрии в простран-
стве геометрических векторов вводится понятие скалярного про-

изведения. Напомним, что скалярным произведением векторов a  

и b  называется число ),( ba  равное произведению длин векто-

ров на косинус угла между ними, то есть 

cos),(  baba


 (1.1) 

Из определения следует, что скалярное произведение век-
тора a  на себя (скалярный квадрат вектора) равен квадрату 

длины этого вектора: 

  2
0cos, aaaaa   

Для вычисления скалярного произведения векторов необ-
ходимо знать угол между векторами и длины этих векторов. С 

другой стороны, если известны скалярные квадраты векторов, а 
также их скалярное произведение, то этого достаточно, чтобы 

определить длины этих векторов и угол между ними: 

 aaa ,  (1.2) 

   
   bbaa

ba

ba

ba

,,

,
arccos

,
arccos





  (1.3) 

Таким образом, если на множестве всех векторов задано 
скалярное произведение, то тем самым заданы длины всех векто-

ров, и углы между ними.  
Отметим, что в обычном векторном пространстве не опре-

делены понятия длины вектора и угла между векторами, посколь-

ку эти понятия не вытекают из аксиом векторного пространства. 
Действительно, что такое длина многочлена (как элемента про-
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странства ][tPn ) или угол между матрицами (как элементами век-

торного (линейного) пространства матриц nmM  )? 

Введение таких понятий как “длина” и “угол” для абстракт-

ного векторного (линейного) пространства требует независимых 
построений. 

Ввиду формул (1.2), (1.3) это проще всего сделать, исполь-
зуя в качестве основного понятие скалярного произведения. А 

само понятие скалярного произведения удобно ввести аксиомати-
чески. 

 

Пусть V – векторное пространство над полем вещественных 

чисел R . 

 
Определение 1.1. Скалярным произведением называется 

отображение, которое сопоставляет упорядоченной паре векто-

ров Vwv ,  вещественное число ),( wv  и удовлетворяющее 

следующим условиям: 

1) симметричности:    ,,, vwwv       Vwv  ,  

2) билинейности:    ,,, wvwv      ,R    Vwv  , и 

     wvwvwvv ,,, 2121  ,       Vwvv  ,, 21  

3) положительности:   0, vv ,    Vv  

4) невырожденности:   .00,  vvv  

Отметим, что из 1) и 2) следует, что  

   wvwv ,,   ,           2121 ,,, wvwvwwv  . 

Векторное пространство V  вместе со скалярным произве-

дением ),(  , то есть пара  ),(, V   называется евклидовым про-

странством. Для краткости будем обозначать евклидово про-

странство буквой E . 

 
Пример 1.1. 

Рассмотрим пространство 
nR  арифметических векторов и 

определим скалярное произведение на нем формулой: 

  



n

i

ii yxyx
1

,   (1.4) 

где  nxxx ,,1  ,    nyyy ,,1  ,     
nRyx , . 
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Проверим справедливость аксиом 1)-4): 

1)    xyxyyxyx
n

i

ii
n

i

ii ,,
11




 ; 

2) ),( zyx  =



n

i

ii zyx
1

)( =



n

i

iii zyx
1

)( =



n

i

iiii zyzx
1

)( = 

= 



n

i

ii
n

i

ii zyzx
11

= ),(),( zyzx  ; 

         yxyxyxyxyx
n

i

ii
n

i

ii
n

i

ii ,,
111

  


; 

3)       ;0,
1

2

1

 


n

i

i
n

i

ii xxxxx  

4)     .00, 1

1

2




n
n

i

i xxxxx   

Далее в тексте там, где это не вызывает недоразумений, мы 
для краткости будем опускать значок вектора над символом, обо-

значающим элемент векторного пространства. 
 

Пример 1.2. 
Рассмотрим пример, чуть более общий, чем пример 1.1. 

Пусть векторное пространство V , как и в предыдущем примере, 

совпадает с 
nR . Зададимся некоторой матрицей  n

jijiaA
1,, 

 , и 

определим  скалярное произведение на V  формулой: 

  



n

ji

ji

ij yxayx
1,

,  (1.5) 

Отметим, что в случае, когда матрица А совпадает с еди-
ничной матрицей, формула (1.5) переходит в (1.4). С другой сто-

роны, если матрица А является нулевой, то формула (1.5) не 

определяет скалярное произведение так как не выполняется ак-
сиома 4. 

Посмотрим, какие условия следует наложить на матрицу 

 n
jijiaA

1,, 
 , чтобы (1.5) удовлетворяло  всем аксиомам  скаляр-

ного произведениям.  

Так же как и в предыдущем примере убеждаемся, что акси-
ома билинейности справедлива для любой матрицы А. Для того, 
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чтобы выполнялась аксиома 1), то есть, чтобы ),(),( xyyx  , 

необходимо и достаточно, чтобы матрица А была симметричной, 

то есть, чтобы jiij aa  . 

Действительно, пусть jiij aa  ,  тогда  

   xyxyaxyayxayxayx
n

i

ij

ij

n

j

n

i

ij

ji

n

j

n

i

ji

ji

n

j

n

i

ji

ij

n

j

,,
1 11 11 11 1


    



 

Пусть наоборот ),(),( xyyx  , то есть  

   
   


n

i

n

i

ji
ji

n

j

ij
ij

n

j

n

i

ji
ij

n

j

yxaxyayxayx
1 1 111 1

,

. 

Выбирая )0,,0,1,0,,0( x , где 1 стоит на i -том месте и 

y=(0,...0,1,0,...0), где 1 стоит на j -том месте, получаем, что 

jiij aa  .  

Аксиомы 3) и 4) требуют, чтобы выражение  

.
1 1


 

n

i

ji

ij

n

j

yxa   (1.6) 

было неотрицательным, для любых 
nxx ,,1   и обращалось 

в 0 лишь при 
nxxx  21
. 

Выражение (1.6) называется квадратичной формой. Квадра-
тичная форма (1.6) называется положительно определенной, если 

она принимает лишь неотрицательные значения. И обращается в 

0, лишь, когда все 
ix   равны 0. Аксиомы 3), 4) требуют, чтобы 

квадратичная форма (1.6) была положительно определенной. 
Итак, произвольная матрица определяет скалярное произ-

ведение, определяемое формулой (1.5) если она симметрична и 

соответствующая квадратичная форма положительно определена. 
Условие положительной определенности квадратичной формы 

(1.6) в терминах матрицы А мы получим позднее. 
 

Пример 1.3. 

Пусть 
],[ baCV 
 – векторное пространство функций, 

определенных и непрерывных на отрезке ],[ ba . Определим ска-

лярное произведение формулой: 
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     dxxgxfgf

b

a

,   (1.7) 

Аксиома 1) очевидна, аксиома 2) вытекает из свойств ли-
нейности интеграла, аксиома 3) следует из того, что интеграл от 

неотрицательной функции неотрицателен. Проверим аксиому 4). 

Если 0)( xf  на отрезке ],[ ba , то тогда 

  0),( 2   dxxfff

b

a

. 

Покажем, что если   0),( 2   dxxfff

b

a

, то 0)( xf  на 

отрезке ],[ ba .  

Предположим противное. Пусть на отрезке ],[ ba  имеется 

точка 0x , такая что 0)( 0 xf . Пусть для определённости 

0)( 0 xf . Поскольку по условию )(xf  непрерывна на ],[ ba , то 

существует  -окрестность этой точки 0x
, такая, что  для всех 

),( 00   xxx  будет выполняться неравен-

ство 2/)()( 0xfxf  . Действительно, согласно определению не-

прерывности функции в точке 0x : 0  0 : 

),( 00   xxx  выполняется  )()( 0xfxf . Положим 

2

)( 0xf
 , тогда 0 : ),( 00   xxx  выполняется 

2

)(
)()( 0

0

xf
xfxf  . 

Или  

2

)(
)()(

2

)( 0
0

0 xf
xfxf

xf
 , 

то есть 

)(
2

3
)(

2

)(
0

0 xfxf
xf

 . 

Тогда  
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 dxxfff

b

a


2),( = 

= 










b

a

a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf








)()()( 222 








a

a

dxxf )(2
 












a

a

dx
xf

4

)( 0

2

0)(
2

1

4

)(
2 0

20

2

 xf
xf

  

Полученное противоречие завершает доказательство, а 

вместе с ним и проверку аксиомы 4). 
 

С помощью введенного понятия скалярного произведения 
определим длину вектора, формулой (1.2) и угол между вектора-

ми формулой (1.3). Отметим, что, вообще говоря, корректность 
введенных определений нуждается в проверке. Во-первых, со-

гласно аксиоме 3), скалярный квадрат   0, vv , Vv , поэтому 

в формуле (1.2) арифметический квадратный корень извлекается 
из неотрицательной величины и, следовательно, можно коррект-

но находить длину вектора. Для того, чтобы проверить, что угол 
также определён корректно, нужно убедиться, что 

 
1

,
1 




yx

yx
. 

Последнее неравенство можно переписать в виде 

 
1

,
22

2


 yx

yx
 или в форме 

     yyxxyx ,,,
2

  

 

Лемма 1.0 (неравенство Коши – Буняковского – 
Шварца). 

Для любых двух векторов x  и y  евклидового пространства 

выполняется неравенство Коши-Буняковского-Шварца (КБШ) : 

     yyxxyx ,,,
2

  (1.8) 

Доказательство. 
Рассмотрим вспомогательный вектор tyx , где t  – произ-

вольное вещественное число ( Rt ). Согласно аксиоме 3) ска-

лярного произведения имеем 0),(  tyxtyx . 
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Раскрывая левую часть неравенства и пользуясь аксиомами 

билинейности и симметричности, получаем 

0),(),(2),(2  xxyxtyyt . 

Стоящий слева квадратный трехчлен относительно t  при-

нимает лишь неотрицательные значения. Следовательно, дискри-

минант квадратного трёхчлена ),(),(2),(2 xxyxtyyt  не поло-

жителен, то есть 0),)(,(4),(4 2  xxyyyx , или 

),)(,(),( 2 xxyyyx   что и требовалось доказать. 

 

Итак, определим теперь в евклидовом пространстве E  
длину вектора x  и угол между векторами x  и y  аксиоматиче-

ски: 
Определение 1.2. 

1) Длиной x  вектора Ex называется число  

),( xxx   (1.9) 

2) Углом ],0[   между векторами Eyx ,  называется 

число  

   
   yyxx

yx

yx

yx

,,

,
arccos

,
arccos





  (1.10) 

 

Угол определён для ненулевых векторов. 
Неравенство Коши – Буняковского – Шварца ввиду (1.9) 

можно записать в форме  

yxyx ),(  (1.11) 

 

Из неравенства Коши – Буняковского – Шварца вытекает  
Лемма 1.1 (неравенство треугольника). Для любых векторов 

yx,  в евклидовом пространстве E  имеет место неравенство 

yxyx   (1.12) 

Доказательство. 

),(),(),(),(),(
2

yyxyyxxxyxyxyx   = 

),(),(2),( yyyxxx   ),(),(2),( yyyxxx  

22
2 yyxx  =  2yx  . То есть yxyx  . 
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Понятие угла, введённое формулой (1.10) позволяет дать 
определение ортогональных векторов.  

Определение 1.3. Векторы yx,  называют ортогональны-

ми, если их скалярное произведение 0),( yx . 

В случае ненулевых векторов yx,  это означает, что угол 

между ними прямой. Из определения следует, что нулевой вектор 

ортогонален любому вектору (в том числе и сам себе). 
 

2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ БАЗИСЫ. 

 
В евклидовом пространстве существуют наиболее удобные 

базисы, а именно – ортогональные базисы. Они играют в линей-
ной алгебре ту же роль, что и прямоугольные системы координат 

в аналитической геометрии.  

 

Лемма 2.1. Пусть kaaa ,,, 21   – система ненулевых по-

парно ортогональных векторов. Тогда эта система линейно неза-

висима. 
Доказательство. 

Рассмотрим их линейную комбинацию  

02211  kkaaa   . (2.1) 

Умножим скалярно обе части равенства (2.1) на вектор 

ia ( ki ,,1 ): 

),0(),( 2211 iikkii aaaaaa     

0),(),(),(),( 2211  ikkiiiii aaaaaaaa    

Поскольку 0),( ij aa  при ji   то окончательно получаем  

0),( iii aa  

Так как по условию ia  – ненулевой вектор, то 0),( ii aa , 

следовательно, 0i   для всех ki ,,1 . А это означает, что 

система kaaa ,,, 21    линейно независима.  

 
Напомним, что в n  – мерном векторном пространстве си-

стема из n  линейно независимых векторов образует базис [1]. 

Следовательно, в силу леммы 2.1, n ненулевых, попарно ортого-
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нальных векторов в n  – мерном евклидовом пространстве обра-

зуют базис.  

Определение 2.1. Базис в евклидовом пространстве назы-
вают ортогональным, если образующие его векторы попарно ор-

тогональны.  

Определение 2.2. Векторы neee ,,, 21   образуют ортого-

нальный нормированный базис (ортонормированный базис) в n  – 

мерном евклидовом пространстве E , если они образуют ортого-

нальный базис и длина каждого равна 1, т.е., если 

 









.,0

,,1
,

ki

ki
ee ikki   

Если в евклидовом пространстве имеется какая-нибудь ли-

нейно независимая система векторов kaaa ,,, 21  , то из них 

можно построить систему попарно-ортогональных векторов 

kbbb ,,, 21  .  Опишем этот процесс. 

 
Процесс ортогонализации. 

 

Пусть даны m  линейно независимых векторов maa ,,1  . 

Будем по индукции строить m  попарно ортогональных векторов 

meee ,,, 21   следующим образом: 

Шаг 1. Положим 11 ae  .  

Шаг 2. Вектор 2e
, будем искать в виде:  11,222 eae  . 

Потребуем подбором коэффициента 1,2 , чтобы вектор 2e  был 

ортогонален к вектору 1e , то есть 0),( 21 ee ,  или  

0),( 11,221  eae  .  Отсюда: 
),(

),(

11

12
1,2

ee

ea
 . 

Шаг k . 

Предположим, что попарно ортогональные и отличные от 0 

векторы 121 ,,, keee    уже построены на предыдущих шагах. То-

гда вектор ke  ищем в виде: 

11,22,11,  kkkkkkk eeeae    (2.2) 

1,2,1, ,,, kkkk   этой линей-Коэффициенты 
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ной комбинации найдём из условия, чтобы вектор ke  был ортого-

нален ко всем уже построенным векторам 121 ,,, keee  : 

 

 















0)(,

0)(,

11,11,1

11,11,1

kkkkkk

kkkkk

eeae

eeae











 

Так как векторы 121 ,,, keee   попарно ортогональны, полу-

чаем равенства: 

   

   

   

















 .0,,

;0,,

;0,,

111,1

222,2

111,1

kkkkkk

kk

kk

eeae

eeae

eeae








 

Отсюда получаем следующие значения коэффициентов 

 
 

 
 11

1
1,

11

1
1,

,

,
,,

,

,




 

kk

kk
kk

k
k

ee

ae

ee

ae
   (2.3) 

До сих пор не использовалась линейная независимость век-

торов maa ,,1  . Это обстоятельство будет использовано сейчас 

при доказательстве того, что в процессе ортогонализации мы не 

получим нулевых векторов. 

Заметим предварительно, что вектор ke   есть линейная 

комбинация векторов kk aeee ,,,, 121   согласно (2.2). Но вектор 

1ke  можно заменить  линейной комбинацией вектора 1ka  и век-

торов 221 ,,, keee   и т.д. Окончательно  получаем, что ke   мо-

жет быть представлен в виде следующей линейной комбинации: 

kkkk aaae   1111   . (2.4) 

Теперь ясно, что 0ke . Действительно, в противном слу-

чае правая часть (2.4) равнялись бы 0, что противоречит линей-

ной независимости векторов kaa ,,1  . 

Мы построили по векторам 121 ,,, keee   и ka  вектор ke . 

Таким же образом строим следующий вектор 1ke  и так далее до 

вектора ne . Из вышеприведённого построения вытекает 
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Теорема 2.1. 

Во всяком n  – мерном евклидовом пространстве E  суще-

ствует ортонормированный базис. 
Доказательство. 

Рассмотрим произвольный базис naa ,,1  в E . Применив к 

нему процесс ортогонализации, получаем ортогональную линейно 

независимую систему векторов neee ,,, 21  . Из (2.2) следует, что 

каждый вектор ka выражается через векторы keee ,,, 21  . Но си-

стема naa ,,1   является полной по условию, то есть каждый век-

тор пространства линейно выражается через naa ,,1  . Поэтому 

каждый вектор пространства линейно выражается через 

neee ,,, 21  , что означает полноту этой системы. Учитывая ли-

нейную независимость векторов neee ,,, 21  , получаем, что эта 

система является базисом в E . Далее, нормируя векторы 

neee ,,, 21  ,  получаем ортонормированный базис 

n

n

e

e

e

e
,,

1

1   в 

E . 
Замечание 2.1. Процесс ортогонализации можно приме-

нять к произвольной, не обязательно линейно независимой си-
стеме векторов, но в этом случае будут появляться нулевые век-

торы. 
Замечание 2.2. Процесс ортогонализации можно приме-

нить к системе векторов kaa ,,1   ( nk  ), где n  – это размер-

ность евклидового пространства, при этом будет получено, по 

крайней мере, kn  нулевых векторов. 

 
Пример 2.1. 

Рассмотрим векторное пространство ][2 tPE   многочленов 

переменной t  степени не выше 2,  с коэффициентами из поля P . 

Пусть скалярное произведение в ][2 tP  задано формулой 

     dttgtfgf 



1

1

,

 
Рассмотрим базис 1,t,t2 Применим к нему процесс ортогона-
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лизации: 

1) 11 e  

2) 
1212  te

 

    21

1

121

21

1

2121 2)
2

(1,0  




 t
t

dttt

,  

отсюда 021  ,    
te 2  

3) 
13132

2
3   tte

 

 

 3

1
31 

; 

3

2

234
)(),(0 32

1

1

1

1

2
31

3
32

4

31
2

32
3

3132
2 

 














ttt

dttttttt

 

  032  ,   поэтому .
3

12

3  te  

Окончательно получаем: 
3

1
,,1 2 tt  – ортогональный 

базис в ][2 tP . 

 

Пример 2.2. Рассмотрим пространство арифметических 

векторов 
3R  со стандартным скалярным произведением (1.4). 

Пусть 

)1,0,2(1 a ,  )0,1,5(2 a , )3,7,1(3 a .  

 

1) )1,0,2(11  ae . 

2) 122 eae  , 

31

1

1

31

2
32

31

1

3132
2

3132
2 2

3

2

23
)()1,(0 


 














 t
tt

dttttt
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),(),(),(0 111212 eeeaee     
),(

),(

11

12

ee

ea


   

2
104

)1(00125





 . 

Тогда 
 2,1,1)1,0,2(2)0,1,5(2 e

 

3) 1233 eeae  
, 

  ),(),(,0 111313 eeeaee 
   

),(

),(

11

13

ee

ea
    

1
5

)1(30721



 . 

  ),(),(,0 222323 eeeaee     
),(

),(

22

23

ee

ea
    

2
411

23)1(711





 . 

Тогда  

)1,0,2()2,1,1(2)3,7,1(3 e
= )2,5,1(   

Получили ортогональный базис  

)1,0,2(1 e  

 2,1,12 e  

)2,5,1(3 e  

Построим ортонормированный базис: 

51041 e , 






 


5

1
,0,

5

21
1

1

1 e
e

eo
 

64112 e , 






 


6

2
,

6

1
,

6

11
2

2

2 e
e

eo
 

3042513 e , 









30

2
,

30

5
,

30

11
3

3

3 e
e

eo
 

Получили ортонормированный базис: 
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






 


5

1
,0,

5

2
1

oe  , 






 


6

2
,

6

1
,

6

1
2

oe , 









30

2
,

30

5
,

30

1
3

oe  

 

3. МАТРИЦА ГРАМА. 

 

Свойство билинейности позволяет вычислить скалярное 
произведение между любыми векторами, если известны скаляр-

ные произведения между базисными векторами. При этом скаляр-

ные произведения между базисными векторами удобно организо-

вать в матрицу  ),( jie eeG  , называемую матрицей Грама ска-

лярного произведения в базисе e , если  k

kexx ,     

 j

jeyy , то 

      ee

T

e

j

jk

kj

k yGxyeexyx  ,,  (3.1) 

здесь Т – символ транспонирования. 

Пусть ),,( 1 neee   и ),,( 1 naaa   – два базиса, свя-

занных соотношением  

),,(),,( 11 naen aaPee    (3.2) 

где  n
ji

j

iae pP
1,    – матрица, которую называют матрицей 

перехода от базиса e  к базису a . 





n

j

j

j

kk epa
1

 , nk ,,1  

Равенство (3.2) можно переписать в следующей краткой 
форме: 

aeP ae   (3.3) 

Пусть 



n

k

k

kexx
1

, обозначим вектор столбец его коорди-

нат в базисе e  через ex : 

Tn

e xxx ),,( 1  . Тогда  
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e

n

n ex

x

x

eex 
















 

1

1 ),,(  (3.4) 

Заметим, что поскольку eexx  , а базис может быть лю-

бым, то aaxx  . 

Тогда в силу равенств (3.3) и (3.4) получим, что 

   aaeaaeae xPexePaxexx    

В силу линейной независимости векторов базиса e  из ра-

венства векторов  aaee xPeex   вытекает равенство их коорди-

нат:  

aaee xPx   (3.5) 

Подставив выражение (3.5) в формулу (3.1), получаем 

  aaee

T

ae

T

a yPGPxyx ,  

 Отсюда получаем 

aee

T

aea PGPG   (3.6) 

Формула (3.6) показывает как меняется матрица Грама при 
переходе к новому базису. 

 

4. ИЗОМОРФИЗМ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ.  

 

Определение 4.1. Два векторных пространства 1V  и 2V  

над полем F  называются изоморфными, если существует такое 
отображение  , что 

1)   – биекция, 

2) )()()( yxyx   , 

3) )()( xx    

для любых 1, Vyx   и для любого F . 

Отметим, что пункты 2) и 3) в определении можно заменить 

на одно эквивалентное им условие: )()()( yxyx   , 

которое называется условием линейности отображения 


.  

Если отображение удовлетворяет условиям 2), 3) то его 

называют линейным.  

Теорема 4.1. Пусть V  – векторное пространство размер-
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ности n  над полем F . Тогда V  изоморфно арифметическому 

векторному пространству 
nF , причём изоморфизм определяется 

координатным отображением 
n

e FV : . 

Доказательство. 
Предварительно отметим, что при доказательстве теоремы, 

мы будем записывать элементы арифметического векторного про-

странства 
nF , как вектор-строки без значка транспонирования, 

чтобы не загромождать запись. Пусть ),,( 1 neee   некоторый 

базис в векторном пространстве V . Тогда отображение e  сопо-

ставляет вектору 

1
1

n
nx x e x e  

набор его координат 
nn Fxx ),,( 1 

:  

))(,,()(: 1
1

1 nn
n

n
e FxxVexexx  

. 

Покажем, что отображение e  – изоморфизм. Нам надо по-

казать, что e  линейное биективное отображение. Покажем сна-

чала, что  e  линейное отображение, то есть, что  

)()()( yxyx eee    

для произвольных Vyx ,  и произвольного F . Дей-

ствительно, 

   ),,()()()( 11

1

11 nn

n

nn

e yxyxeyxeyxyx  

 

= )()(),,(),,( 11 yxyyxx ee

nn    . 

Докажем теперь, что отображение e  биективно. Покажем 

сначала его иньективность. Нам надо показать, что из того, что 

yx   вытекает, что )()( yx ee   .  Предположим противное 

)()( yx ee   , отсюда вытекает, что 0)()(  yx ee  . Здесь 

)0,,0,0(0  нулевой вектор, все n  компонент которого равны 

0. Теперь воспользуемся линейностью отображения 


: 

)0,,0(),,()( 11   nn

e yxyxyx .  

Отсюда следует, что 011  yx ,  …,   0 nn yx . Таким 
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образом имеем, что 
11 yx  ,  

22 yx  , …, 
nn yx  , то есть 

yx  . Противоречие. Иньективность доказана. 

Покажем сюрьективность отображения e . Рассмотрим 

произвольный набор 

nn Fxx ),,( 1 
. Тогда вектор 

n
nexexx  1

1

, очевидно, переводится отображением e  

в заданный набор ),,( 1 nxx  . Сюръективность e , а вместе с 

ней и теорема доказаны. 

 

5. ИЗОМОРФИЗМ ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВ. 

 

Пусть теперь 1E и 2E – евклидовы пространства со скаляр-

ными произведениями 1),(  ,  2),(  .  

Определение 5.1.  Отображение 21: EE   называется 

изоморфизмом евклидовых пространств, если 

1)   – изоморфизм векторных пространств 1E и 2E  

2)    
21 )(),(, yxyx   для произвольных векторов 

1, Eyx  . 

 
Теорема 5.1. Все евклидовы пространства данной конеч-

ной размерности изоморфны между собой. 

Доказательство. 
Докажем, что все n – мерные евклидовые пространства 

изоморфны пространству 
nR  со скалярным произведением, опре-

деленным формулой (1.4),  из  примера 1.  

Пусть E  – произвольное евклидово пространство размер-
ности n . Выберем в нем ортонормированный базис 

),,( 1 neee  . Используя процесс ортогонализации, мы доказа-

ли, что такой базис всегда существует (см. теорему 2.1). Пусть x  

– произвольный вектор из E . Разложим его по базису 

),,( 1 neee  :     n

nexexx  1

1
. Поставим в соответствие 

вектору x  набор чисел 
Tn

e xxx ),,( 1  . Это соответствие 
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exx:  определяет искомый изоморфизм евклидовых про-

странств: 
n

e RE : . 

Действительно, e  изоморфизм векторных пространств (в 

силу теоремы 4.1), и, достаточно доказать равенство скалярных 

произведений.  

  
  
















n

i

n

j

ij

ji

Ej

n

i

n

j

i

ji

E

n

j

j

j
n

i

i

i

E
yxeeyxeyexyx

1 11 111

),(,, 

=      nRee

i
n

i

i yxyx  ,
1




 

Здесь Eyx ),(  – скалярное произведение в E , а nR
ba ),( , 

скалярное произведение в 
nR . Таким образом, равенство скаляр-

ных произведений доказано, чем и завершается доказательство 
теоремы. 
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