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ВСТУПЛЕНИЕ 

 Изучение курса интегрального исчисления является ключе-

вым моментом в математическом анализе и вызывает у студентов 

гораздо больше трудностей, чем освоение дифференциального ис-
числения, поскольку для каждого типа подынтегральной функции 

существует свой метод интегрирования, причем эти методы недо-
статочно просто «знать», необходимо понимание, какой именно из 

них подходит в данном случае. Без понимания основных принципов 
нахождения неопределенного интеграла студенты не смогут 

успешно освоить и следующие разделы курса – Определенный ин-

теграл и его приложения, Дифференциальные уравнения, Функци-
ональные ряды, Операционное исчисление и другие.  

Данное учебное пособие содержит не только необходимый 
теоретический материал по теме «Неопределенный интеграл», но 

и решение практических заданий по каждой теме с необходимыми 

пояснениями. 

 ПОНЯТИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

 В дифференциальном исчислении решается задача:  

по данной функции  найти ее производную (или диф-
ференциал). 

  Интегральное исчисление решает обратную задачу: 

 найти функцию , зная ее производную 

 (или дифференциал).  

Искомую функцию  называют первообразной функ-

ции . 
 Определение. 

Функция  называется первообразной функции  

на интервале , если для любого  выполняется ра-

венство  (или ). 

Например, первообразной функции , , явля-

ется функция , т. к.  
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.  
Очевидно, что первообразными будут также любые функции 

 , 

 где C – постоянная, поскольку 

 . 

Теорема. 

  Если функция  является первообразной функции  

 на , то множество всех первообразных для 

 задается формулой ,  

где C – постоянное число. 

 Функция  является первообразной . 

 Действительно,  

. 

Пусть  - некоторая другая, отличная от , перво-

образная функции   , т. е. .  

Тогда для любого  имеем 

.  
А это означает, что  

, 
где C – постоянное число. 

 Следовательно . 
 

Определение. 

      Множество всех первообразных функции  для 

 называется неопределенным интегралом от функции  

и обозначается символом  
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.  

Таким образом, по определению . 
 

 Здесь  называется подынтегральной функцией, 

  - подынтегральным выражением, 
 x – переменной интегрирования,  

 - знаком неопределенного интеграла. 
 

Операция нахождения неопределенного интеграла от функ-
ции называется интегрированием этой функции. 

 
 Геометрически неопределенный интеграл представляет со-

бой семейство “параллельных” кривых  (каждому 
числовому значению C соответствует определенная кривая семей-

ства). График каждой первообразной (кривой) называется инте-
гральной кривой. 
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Для всякой ли функции существует интеграл? 
Имеет место теорема, утверждающая, что ”всякая непрерыв-

ная на  функция имеет на этом промежутке первообразную”, 
а следовательно, и неопределенный интеграл. 

 

ТАБЛИЦА ОСНОВНЫХ НЕПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

 Пользуясь тем, что интегрирование есть действие, обрат-
ное дифференцированию, можно получить таблицу основных ин-

тегралов путем обращения соответствующих формул дифференци-
ального исчисления (таблица дифференциалов) и использования 

свойств неопределенного интеграла. 

 
Например, т. к.  

, 

 то 

. 
 

Вывод ряда формул таблицы будет дан при рассмотрении ос-

новных методов интегрирования. 
 

 Интегралы в приводимой ниже таблице называются таб-
личными.  

Их следует знать наизусть. В интегральном исчислении нет 

простых и универсальных правил отыскания первообразных от эле-
ментарных функций, как в дифференциальном исчислении. Ме-

тоды нахождения первообразных (т. е. интегрирования функции) 
сводятся к указанию приемов, приводящих данный (искомый) ин-

теграл к табличному. Следовательно, необходимо знать табличные 
интегралы и уметь их узнавать. 

Отметим, что в таблице основных интегралов переменная 

интегрирования x может обозначать как независимую переменную, 
так и функцию от независимой переменной (согласно свойству ин-

вариантности формулы интегрирования). 
 

В справедливости приведенных ниже формул можно убе-

диться, взяв дифференциал правой части, который будет равен 
подынтегральному выражению в левой части формулы. 
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Таблица основных интегралов 

1. 
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14. ; 

15. ; 

16. ; 

17. ; 

18.       
Свойства неопределенного интеграла 

 
 Отметим ряд свойств неопределенного интеграла, вытека-

ющих из его определения. 

 

1. Дифференциал от неопределенного интеграла равен 
подынтегральной функции:  

, . 
Действительно, 

 

 
 и 

 . 
Благодаря этому свойству правильность интегрирования 

проверяется дифференцированием.  
 

Например, равенство 

   
верно, т. к. 
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 . 
 

2. Неопределенный интеграл от дифференциала некото-
рой функции равен сумме этой функции и произволь-
ной постоянной: 

 . 

Действительно,  

. 

 

 Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 
 

 , 

  - постоянная. 
 
Действительно, 

 

 

  

(положим ). 

 

 Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конеч-
ного числа непрерывных функций равен алгебраической сумме ин-

тегралов от слагаемых функций:  
 

. 

 

Пусть  и . 

 Тогда 
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∫(𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥))𝑑𝑥 =∫𝑑(𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥)) = 𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥) + 𝐶

= (𝐹(𝑥) + 𝐶1) ± (𝐺(𝑥) + 𝐶2)

= ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ±∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥, 

 где . 

 

3. Инвариантность (неизменность) формулы интегриро-
вания  

Если 

 , 

 то и  

,  

где  - произвольная функция, имеющая непрерыв-

ную производную. 

Пусть x – независимая переменная,  - непрерывная 

функция и  - ее первообразная.  

Тогда . 

 Положим теперь , где  - непрерывно – диф-
ференцируемая функция.  

Рассмотрим сложную функцию . 
 В силу инвариантности формы первого дифференциала 

функции имеем  

. 

 Отсюда  

. 
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Таким образом, формула для неопределенного интеграла 
остается справедливой независимо от того, является ли перемен-

ная интегрирования независимой переменной или любой функцией 
от нее, имеющей непрерывную производную. 

 Так, из формулы 

  

 путем замены x на u  получаем 

 .  
В частности,  

      , 

 , 

 . 

 

Пример. 
 Найти интеграл 

 . 
Решение: 

 

,  

где . 
 

 
Пример. 
 Найти интеграл  
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. 
Решение:  

. 

МЕТОД ПОДВЕДЕНИЯ ПОД ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
 

 Метод интегрирования, при котором данный интеграл пу-

тем тождественных преобразований подынтегральной функции 
(или выражения) и применения свойств неопределенного инте-

грала приводится к одному или нескольким табличным интегралам, 
называется непосредственным интегрированием. 

При сведении данного интеграла к табличному часто исполь-

зуются следующие преобразования дифференциала (операция 
«подведения под знак дифференциала»): 

 

, a – число; 

,  - число; 

, 

, 

, 

, 

. 
 

 

Вообще, 

 .  
Эта формула очень часто используется при вычислении ин-

тегралов.  
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Примеры: 

1.   

(формула 2 таблицы интегралов); 
2.

 

  (формула 1); 

 
3.

 

  
(формулы 10 и 1); 

 

4.

 
  (формула 13); 

 
5.

 

 (формулы 1 и 6); 

 
6.
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7.

 
   (вывод формулы 7); 

8.

 

 (вывод формулы 11); 

9. 
 

 (формула 1); 
10. 

 
(формула 14); 
11. 

 
(формулы 1, 9, 3); 

12. 

 

. 
Как видно, вычисление интегралов иногда требует некото-

рой изобретательности, так сказать, «индивидуального подхода к 
каждой подынтегральной функции». 
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u
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udu
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Соответствующие навыки приобретаются в результате зна-
чительного числа упражнений. 

 

МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПОДСТАНОВКОЙ 
(ЗАМЕНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ) 

 Метод интегрирования подстановкой заключается во вве-
дении новой переменной интегрирования. При этом заданный ин-

теграл приводится к новому интегралу, который является таблич-

ным или к нему сводящимся (в случае «удачной» подстановки). Об-
щих методов подбора подстановок не существует. Умение пра-

вильно определить подстановку приобретается практикой. 

Пусть требуется вычислить интеграл .  

 Сделаем подстановку , где  - функция, име-

ющая непрерывную производную. 

 Тогда    и на основании свойства инвари-
антности формулы интегрирования неопределенного интеграла 

получаем формулу интегрирования подстановкой: 

. 

 Данная формула также называется формулой замены пере-
менных в неопределенном интеграле. После нахождения инте-

грала правой части этого равенства следует перейти от новой пе-

ременной интегрирования t назад к переменной х. 
 Иногда целесообразно подбирать подстановку в виде 

, тогда  

, 

 где . Другими словами, формулу замены перемен-
ных можно применять справа налево. 

Если обозначить , то таблица 

интегралов примет вид: 

 dxxf )(

)(tx  )(t

dttdx )(

dtttfdxxf   )('))(()( 

)(xt 

      dttfdxxxf  

)(xt 

    duxdux   ,
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1.    

  ; 

2. ; 

3. ; 

4. ; 

5.    

  ; 

6.    

  ; 

7. ; 

8. ; 

9. ; 

10. ; 

11. ; 

12. ; 

C
u

duu 





 1

1
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


)1( 
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u
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Cedue uu 

  Cuudu cossin

   Cchushudu

  Cuudu sincos

   Cshuchudu

  Cutgudu |cos|ln

Cuctgudu  |sin|ln

  Ctgu
u

du
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  Cctgu
u

du
2sin

  C
u

tg
u

du

2
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C
u
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u
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








 42
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13. ; 

14. ; 

15. ; 

16. ; 

17.

 ; 
18.

  
Пример 1. 
 Найти  

. 
Решение: 

 Положим , тогда .  

Следовательно, 

 . 
 

Пример 2. 
 Найти 

 . 
Решение: 

 Пусть , тогда , .  
Поэтому 

 


C
u

ua

du

2
arcsin

22

 


Cauu
au

du 22

22
ln

 


C
a

u
arctg

aua

du 1
22

C
ua

ua

aua

du







 ln*
2

1
22

C
a

ua
ua

u
duua  arcsin

2
*

2

2
2222

Cauu
a

au
u

duau 
22

2
2222 ln

22

dxe

x

 4

tx 4 dtdx 4

CeCedtedxe

x

tt

x

  44 444

  dxxx 3

tx 3 32  tx tdtdx 2
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. 
Пример 3.  
Получить формулу  

. 

Обозначим 

  (подстановка Эйлера). 

 Тогда  

,  

т. е. . 

 Отсюда  

.  
Стало быть, 

 

. 
Пример 4. 
 Найти 

 . 
Решение: 

 Пусть . Тогда , . Имеем:  

 
 

  C
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Пример 5. 
 Найти 

 . 

Решение:  Обозначим . Тогда , . Сле-

довательно, 

 

. 

 

МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПО ЧАСТЯМ 

 Пусть  и  - это функции, имеющие не-
прерывные производные.  

 Тогда . 
Интегрируя это равенство, получим  

  
или  

. 
 Полученная формула называется формулой интегрирова-

ния по частям. Она дает возможность свести вычисление инте-

грала  к вычислению интеграла , который может ока-

заться существенно более простым, чем исходный. 

 Интегрирование по частям состоит в том, что подынте-
гральное выражение заданного интеграла представляется каким - 

либо образом в виде произведения двух сомножителей u и  
(это, как правило, можно осуществить несколькими способами); за-

тем, после нахождения v и , используется формула интегриро-
вания по частям.  

Иногда эту формулу приходится использовать не-
сколько раз. 

 1xe
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 Удобно вычислять методом интегрирования по частям ин-
тегралы от произведений некоторых  функций на многочлен 

 

1. Интегралы вида , , 

,  

где  - многочлен, k - число.  

Удобно положить , а за  обозначить все 

остальные сомножители. 
 

2. Интегралы вида , 

, , , 

.  

Удобно положить , а за u обозначить 
остальные сомножители. 

 

3. Интегралы вида , , 

где a и b - числа.  

За u можно принять функцию . 

 

Пример. 

 Найти . 

Решение: Пусть 

  

 (можно положить ( ). Следовательно, по формуле ин-

тегрирования по частям:  

 dxexP kx)(  kxdxxP sin)(

 kxdxxP cos)(

)(xP

)(xPu 
dv

 xdxxP arcsin)(

 xdxxP arccos)(  xdxxP ln)(  arctgxdxxP )(

 arcctgxdxxP )(

dvdxxP )(

 bxdxeax sin  bxdxeax cos

axeu 

  dxex x3)12(




















xxx edxevdxedv

dxduxu

333

3

1

212

0C



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Неопределенный интеграл 

 

 22 

 
Пример.  
Найти 

 . 
Решение: 
 Пусть 

 . 

 Поэтому 

  . 
Пример. 
 Найти 

. 
Решение:  
Пусть  

.  

Поэтому 

 . 

Для вычисления интеграла∫ 𝑒𝑥𝑥𝑑𝑥  снова применим метод 

интегрирования по частям: 

 .  

Значит, 

 . 

Поэтому 

 . 

  Ceexdxeexdxex xxxxx 33333

9

2
)12(

3

1
2

3

1

3

1
)12()12(

 xdxln





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










xvdxdv

dx
x

duxu
1

ln

Cxxxdx
x

xxxxdx   ln
1

lnln

 dxex x2


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













xx evdxedv

xdxduxu 22

  xdxeexdxex xxx 222

xx evdxdudxedvxu  ,,

   Cexedxexexdxe xxxxx

)(222 Cexeexdxex xxxx 
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Пример.  
Найти 

. 
Решение: 
 Пусть 

 . 
 Поэтому 

. 

 

Пример. 

Найти  

Решение: 

Пусть   

Поэтому   

После однократного применения метода интегрирования по 

частям мы получили более простой интеграл. Тем не менее для его 

вычисления требуется применить этот метод ещё раз: 

 

Получим: 

 dxxarctg




















xvdxdv
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Cxxarcctgx
x

xd
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x

x
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  )1ln(
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2
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.cos2

 dxxx
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
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.sin2sincos 22
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Пример. 

Найти интеграл  

Решение: 

Используем метод интегрирования по частям. Пусть 

  

Тогда 

  

К полученному интегралу снова применим метод интегриро-

вания по частям, 

   

Получим:  

 

В итоге получили исходный интеграл, может показаться, что 

решение зашло в тупик. Однако, перенеся этот интеграл в левую 

часть равенства, получим 

.sin2cos2cos2cos2

sin2sincos 22

Cxxxdxxxx

dxxxxxdxxx


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
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДРОБНО-
РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Многочлен (некоторые сведения справочного ха-

рактера) 
Функция вида 

 , 

 где n - натуральное число,  - постоян-

ные коэффициенты, называется многочленом (или целой раци-
ональной функцией). 

Число n называется степенью многочлена. 

Корнем многочлена называется такое значение  

(вообще говоря, комплексное) переменной x, при котором мно-

гочлен обращается в нуль, 

 т. е. 

 . 

Теорема 1. 

 Если  есть корень многочлена , то многочлен 

делится без остатка на , т. е.  

, 

 где  - многочлен степени . 
Возникает вопрос: всякий ли многочлен имеет корень? 

Положительный ответ на этот вопрос дает теорема 2. 
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Теорема 2 (основная теорема алгебры).  

Всякий многочлен n - й степени  имеет по крайней 
мере один корень, действительный или комплексный. 

 Всякий многочлен  можно представить в виде 

 

  , 

 где  - корни многочлена,  - коэффициент 

многочлена при . 

Множители  в равенстве называются линей-
ными множителями. 

Пример. 
Разложить многочлен 

   
на множители. 

Решение: 
 Многочлен 

  

 обращается в нуль при   
(корни найдены методом подбора). 

 Следовательно, 

. 
Пример. 
 Представить выражение 

   
в виде произведения линейных множителей. 

Решение:  
Легко проверить, что 

 . 
Если в разложении многочлена 

   

)0( n

)(xPn

))...()(()( 210 nn xxxxxxaxP 

nxxx ,...,, 21 0a

nx

)( nxx 

22)( 23

3  xxxxP

22)( 23

3  xxxxP
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)2)(1)(1(22 23  xxxxxx

442 23  xxx

)2)(2)(1(442 23 ixixxxxx 

))...()(()( 210 nn xxxxxxaxP 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Неопределенный интеграл 

 

 27 

какой - либо корень встретился k раз, то он называ-
ется корнем кратности k. 

В случае  (т. е. корень встретился один раз) корень 
называется простым. 

Разложение многочлена 

  
 можно записать в виде 

 , 

 если корень  имеет кратность , корень  - крат-

ность  и так далее. При этом , а r - число 
различных корней. 

Например, разложение  

  
можно записать так: 

 . 
Пользуясь последней из выше указанных теорем, можно 

доказать следующие утверждения. 
Теорема 3.  

Если многочлен  

 
 тождественно равен нулю, то все его коэффициенты 

равны нулю. 
Теорема 4. 

 Если два многочлена тождественно равны друг другу, то 
коэффициенты одного многочлена равны соответствующим ко-

эффициентам другого. 
Например, если 

 , 

 то 

 . 
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Теорема 5.  

Если многочлен  с действительными коэффициен-

тами имеет комплексный корень , то он имеет и сопря-

женный корень . 
В разложении многочлена 

  
 комплексные корни входят сопряженными парами. Пе-

ремножив линейные множители  
получим трехчлен второй степени с действительными коэффи-

циентами . В самом деле, 

(𝑥 − (𝑎 + 𝑖𝑏))(𝑥 − (𝑎 − 𝑖𝑏))

= ((𝑥 − 𝑎) + 𝑖𝑏)((𝑥 − 𝑎) + 𝑖𝑏)

= (𝑥 − 𝑎)2 + 𝑏2 = 𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2 + 𝑏2

= 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞, 
  

где . 
Таким образом, произведение линейных множителей, со-

ответствующих сопряженным корням, можно заменить квад-

ратным трехчленом с действительными коэффициентами. 
С учетом вышеизложенного справедлива следующая тео-

рема. 
Теорема 6.  

Всякий многочлен с действительными коэффициентами 

разлагается на линейные и квадратные множители с действи-

тельными коэффициентами, т. е. многочлен  можно 

представить в виде   
 

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑎0(𝑥 − 𝑥1)
𝑘1 …(𝑥 − 𝑥𝑟)

𝑘𝑟(𝑥2 + 𝑝1𝑥
+ 𝑞1)

𝑠1 … . (𝑥2 + 𝑝𝑚𝑥 + 𝑞𝑚)
𝑠𝑚 . 

При этом , все 
квадратные трехчлены не имеют вещественных корней. 

Примеры разложений: 

1. ; 
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2. ; 
3.

 

 

. 
Дробно - рациональная функция 
Дробно - рациональной функцией (или рациональной 

дробью) называется функция, равная отношению двух много-
членов, т. е.  

, 

 где  - многочлен степени m, а  - многочлен 
степени n. 

Рациональная дробь называется правильной, если сте-

пень числителя меньше степени знаменателя, т. е. ; в 

противном случае (если ) рациональная дробь называ-
ется неправильной. 

Всякую неправильную рациональную дробь 

   
можно, путем деления числителя на знаменатель, пред-

ставить в виде суммы многочлена  и правильной рацио-

нальной дроби , т. е.  

. 

Например, 

  - неправильная рациональная 
дробь.  

Разделим числитель на знаменатель в столбик: 
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Получим частное 

   

и остаток . 

 Следовательно, 

  
Правильные  простейшие рациональные дроби 

вида 
Рассматривается четыре  вида правильных рациональ-

ных дробей: 

1. ; 

2.   ; 

3.    

(корни знаменателя комплексные, т. е. ); 
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4. ( ,корни знаменателя ком-
плексные), 

где A, a, M, N, p, q - действительные числа, называются 
простейшими рациональными дробями 1, 2, 3 и 4 типов. 

 
Теорема.  

Всякую правильную рациональную дробь , знаме-

натель которой разложен на множители 

 

, 

можно представить (и притом единственным образом) в виде 

следующей суммы простейших дробей:  
 

 

,  

где  - некото-

рые действительные коэффициенты. 

Поясним формулу на следующих примерах: 
 

1.  
Корень знаменателя х=3 имеет кратность 3 (скобка (х-3) 

имеет степень 3), поэтому он дает три дроби, степени знаме-

нателей правильных дробей которых, начинаются с 1 и закан-

чиваются 3. 
Корень знаменателя х=2 имеет кратность 1 (скобка (х-2) 

имеет степень 1), поэтому он дает одну дробь. 

2.  
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Корень х=0 имеет кратность 2 , поэтому он дает две 
дроби.  

Второй сомножитель знаменателя  не имеет дей-
ствительных корней, даёт дробь третьего типа. 

3. 
7𝑥2

(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥2+𝑥+1)2
=

𝐴

𝑥−1
+

𝐵

𝑥−2
+

𝐶𝑥+𝐷

𝑥2+𝑥+1
+

𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2+𝑥+1)2
. 

Корень х=1 и х=2 имеют кратность 1, поэтому каждый из 

них даёт одну дробь.  

Третий сомножитель знаменателя  не имеет 

действительных корней, даёт дроби третьего и четвёртого ти-

пов.  
Пусть мы разложили рациональную дробь на простейшие 

 

,  

Для нахождения  коэффициентов  
в равенстве сумм простейших дробей можно применить метод 

неопределённых коэффициентов.  

1. Правую часть равенства приведем к общему знамена-

телю ;  
в результате получим тождество 

 ,  

где - многочлен с неопределенными коэффициен-

тами. 
2. Так как в полученном равенстве знаменатели 

равны, то тождественно равны и числители, т. е. . 
3. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-

нях x в обеих частях тождества , получим систему 
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линейных уравнений, из которой и определим искомые коэф-

фициенты  

Пример. 
 Представить дробь 

   
в виде суммы простейших дробей. 

Решение: 
 Согласно последней теореме имеем: 

   

, 
 т. е. 

 

.  

Отсюда следует 

 

, 

 т. е. 
  

.  

Приравнивая коэффициенты при , , , 
 получаем 

  
Решая систему, находим, что 

 .  
Следовательно, 
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 . 

Если знаменатель правильной рациональной дроби 

имеет действительные корни, то для нахождения неопреде-

ленных коэффициентов применяют также метод отдельных 

значений аргумента: 

 после получения тождества  аргументу x 

придают конкретные значения столько раз, сколько неопреде-

ленных коэффициентов (обычно полагают вместо x значения 

действительных корней многочлена ). 

Пример.  

Представить дробь 

   

в виде суммы простейших дробей. 

Решение: 

 Имеем: 

 .  

Отсюда следует  

.  

Положим , тогда , т. е. ; 

 положим , тогда , т. е. ;  

положим , тогда , т. е. .  

Следовательно,  
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. 
Интегрирование дробно - рациональных функций 

Интегрирование простейших рациональных дробей 
Найдем интегралы от простейших рациональных дробей. 

1. ; 

2.

 ; 

3. Рассмотрим интеграл 

 

. 

Сначала в знаменателе выделяют полный квадрат, подста-

вив полученное выражение в знаменатель, имеем:  

, причем . 

 Сделаем подстановку . Тогда , . 

 Положим .  
Следовательно, получаем   
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, 
 т. е., возвращаясь к переменной x,  

 
Если при выделении полного квадрата в знаменателе полу-

чается выражение , то интеграл  

 
Такие большие формулы, естественно, запоминать не надо.  
Надо помнить, что  
1) в числителе выделяется производная знаменателя, данная 

дробь раскладывается на две дроби, в числителе первой дроби 

стоит выделенная производная.  

Первая дробь при интегрировании даёт логарифм мо-
дуля знаменателя. 

2) в знаменателе второй дроби выделяется полный квадрат; 
3) вторая дробь при интегрировании сводится к табличным  

интегралам 15 или 16 (арктангенсу или логарифму модуля дроби) 

 
Пример. 
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 . 
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Выделим полный квадрат в знаменателе: 

 .  

 

Сделаем подстановку . Тогда ,  

и  

 

 

. 

План интегрирование рациональных дробей 
Рассмотренный в предыдущих пунктах материал позволяет 

сформулировать общее правило интегрирования рациональных 
дробей: 

1. Если рациональная дробь неправильная, то ее сле-
дует представить в виде суммы многочлена и правильной дроби 

(см. пункт Интегрирование простейших рациональных дробей); 

 
2. Разложив знаменатель правильной рациональной 

дроби на множители, представить дробь в виде суммы простейших 
рациональных дробей; 

 

4. Проинтегрировать многочлен и полученную сумму 
простейших дробей. 

5.  

Пример.  
Найти интеграл 

 . 

Решение: 
 Под знаком интеграла неправильная дробь; выделим ее це-

лую часть путем деления числителя на знаменатель: 
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Получаем: 

 . 

Разложим правильную рациональную дробь на простейшие 

дроби:  

 
 т. е. 

   

 
Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях много-

членов в левой и правой частях тождества, получим систему урав-

нений: 

 . 

Решая систему, находим:  

.  
Стало быть, 
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и 

. 
Интегрируем полученное равенство: 

  
 

 
Обозначим 

 , тогда  и .  

Таким образом, 

   

 

. 
Отметим, что любая рациональная функция интегри-

руется в элементарных функциях. 
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ 

Рассмотрим интегралы типа 

  . 
Для нахождения этих интегралов используются следующие 

приёмы: 
Если m и n чётные, то интеграл находиться с помощью три-

гонометрических формул (формулы понижения порядка) 
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Пример. 
Найти интеграл  

. 

Решение: 
Применим формулы понижения порядка, так как синус и ко-

синус имеют чётные неотрицательные степени 

 

Ответ: . 
 

Если хотя бы одно из чисел m и n нечётное, то от не-

чётной степени отделяется множитель первой степени и вводится 
новая переменная: 

 

 , если n – целое положительное нечётное число; 

, если m - целое положительное нечётное число; 
 

Пример 1. 
Найти интеграл 

 . 
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Решение: 

Применим подстановку . Тогда ,  

.  

Применяя основное тригонометрическое тождество имеем: 

 
Получим 

 

Ответ: . 

 

Подстановка , если m+n – есть чётное отрицатель-

ное целое число. 

Пример 2. 
Найти интеграл 

 
Решение: 
Преобразуем выражение 

 
Здесь m+n =-1-3 = -4 чётное отрицательное число. 

Обозначим .  
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Тогда . 

Зная, что  , 

имеем  . 

Подставим полученные выражения в интеграл 

 

 
Ответ: 

. 
Пример 3. 
Найти интеграл 

. 

Решение: 
Преобразуем интегральную функцию 

. 

В этом выражении m+n=-2-1=-3 отрицательное нечётное 

число, поэтому подстановка  не подходит. 
Так как косинус имеет нечётную степень, сделаем подста-

новку , 

21
,

t

dt
dxxarctgx




xtg
xa

xtg

xtg
x

22 1

1
cos,

1
sin







22 1

1
cos,

1
sin

t
xa

t

t
x







 
   









 

t

dt
dttdt

t

t

t

t

t

t

dt

I 3

3

2

3
2

3

2

2 1

11

1

1

CxtgxctgCt
t

 ln
2

1
ln

2

1 2

2

CxtgxctgCt
t

I  ln
2

1
ln

2

1 2

2

 xx

dx

2sinsin

xxxxxxx cos2sin

1

cossin2sin

1

2sinsin

1
2 






txtg 

tx sin



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Неопределенный интеграл 

 

 43 

тогда  , 

.  
Подставим полученные выражения в интеграл 

Ответ:  

Использование тригонометрических преобразований 
 
Интегралы типа 

  
 вычисляются с помощью известных формул тригонометрии: 

, 

, 

. 

Пример 1. 
 Найти интеграл  

. 
Решение: 
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 Интегралы вида 

  
вычисляются с помощью формул 

 
позволяющих понизить степень тангенса и котангенса. 
Пример 2. 
Найти интегралы 

, 

где n  изменяется от 1 до 5. 

Решение: 
Если  n=1, то 

. 
Если  n=2, то 
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Если  n=3, то 

 
Если  n=4, то 
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. 
Если  n=5, то 

 

Универсальная тригонометрическая подстановка 
Рассмотрим некоторые случаи нахождения интеграла от три-

гонометрических функций. 

 Функцию с переменными  и , над которыми вы-

полняются рациональные действия (сложения, вычитание, умно-

жение и деление) принято обозначать , где R - знак 
рациональной функции. 

Вычисление неопределенных интегралов типа  

  
сводится к вычислению интегралов от рациональной функ-

ции подстановкой , которая называется универсальной. 
Действительно, 
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 Поэтому 

, 

 где  - рациональная функция от t. Обычно этот способ 

весьма громоздкий, зато он всегда приводит к результату. 
Пример. 
 Найти интеграл 

 . 
Решение: 
 Сделаем универсальную подстановку 

 . 

 Тогда 

 . 
Следовательно, 
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