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        Изучение математики студентами различных специальностей 
включает обязательное освоение  трех основных разделов мате-

матики: математического анализа, аналитической геометрии и 
высшей алгебры. В результате синтеза и обобщения указанных 

разделов математики на бесконечномерный случай возникла но-
вая область математики – функциональный анализ. В настоящее 

время методы и идеи функционального анализа активно исполь-

зуются во всех областях математики.  
Теория векторных пространств, разработанная в высшей 

алгебре, получила дальнейшее развитие в функциональном ана-
лизе, который занимается изучением бесконечномерных структур, 

являющихся некоторым обобщением векторных пространств. 

Данное учебное пособие посвящено изложению основ  области 
математики, которая лежит на пересечении ее важнейших разде-

лов высшей алгебры и функционального анализа. 
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I. П- МЕРНОЕ ВЕКТОРНОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Определение. п-мерным вектором а называется упорядо-

ченная совокупность п чисел. 

а =  naaa ,..., 21  

Числа aaa ,..., 21 называются компонентами вектора а. 

Два п-мерных вектора  а=  naaa ,..., 21
 и  

b=  nbbb ,..., 21
 называются равными, если равны их соответ-

ствующие компоненты, то есть если   11 ba  , 22 ba  ,  …   

nn ba  . 

Определение. Суммой двух п-мерных векторов   

а =  naaa ,..., 21 и b =  nbbb ,..., 21   

называется п-мерный вектор с = ),...,( 21 nссс   

a+b=c, 
  компоненты которого равны сумме соответствующих компонент 
векторов а и b, 

111 bас   ,  222 bас  , … nnn bас  . 

Свойства операции сложения п-мерных векторов . 

1.Сложение п-мерных векторов коммутативно, то есть 

a+b=b+a. 
2. Сложение п-мерных векторов  ассоциативно, то есть 

(a+b)+с=a+(b+с). 
Коммутативность и ассоциативность операции сложения п-

мерных векторов следует из коммутативности и ассоциативности 

операции сложения чисел, к которой сводится сложение п-
мерных векторов. 

3. Существует такой п-мерный вектор 0=  0,...0,0 , ко-

торый обладает свойством 

a+0=0+a=a, где a – любой п-мерный вектор. 

4. Для любого п-мерного вектора a существует противопо-
ложный вектор (-a), такой, что a+(-a)=0. 

Справедливость свойств 3 и 4 следует из соответствующих 
свойств чисел (существование нуля и противоположного числа). 

    Определение. Произведение п-мерного вектора a на число 

k вектор ka, компоненты которого равны произведению компо-
нент вектора a на число k. 
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                       kа =  nkakaka ,..., 21  

Свойства операции умножения п-мерных векторов на число 

1. k(a±b)=ka±kb 

Действительно, пусть имеем два вектора а =  naaa ,..., 21  

и   b =  nbbb ,..., 21
, тогда       

(a±b) =  nn bababa  ,...,, 2211 , а  

k(a±b)=  nn kbkakbkakbka  ,...,, 2211
= ka±kb. 

2. (k±m) а= ka±ma 

(k±m) а=  ,m)(k,...,m)(k,m)(k 21 naaa  = 

=  nn makamakamaka  ,...,, 2211 = ka±ma. 

3. k(mа) =(km)а 

k(mа)=k  nmamama ,..., 21
=  nkmakmakma ,..., 21

 = 

(km)а 
4. 1а= а 
 Справедливость последнего свойства непосредственно сле-

дует из определения операции умножения вектора на число. 
 Определение. п- мерным векторным пространством назы-

вается совокупность всех п- мерных векторов с действительными 

компонентами, рассматриваемая с определенными на ней опера-
циями сложения векторов и умножения вектора на число. 
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II.  ЛИНЕЙНЫЕ  ПРОСТРАНСТВА 

Выше было дано определение пространства п-мерных век-

торов, на которых определены операции сложения и умножения 

на число.  В математике существуют и множества элементов дру-
гой природы, на которых определены операции сложения и 

умножения на число (множество матриц одинаковой размерности, 
множество функций, имеющих одинаковые области определения 

и так долее). Поэтому целесообразно рассмотреть и изучить свой-
ства подобных множеств, не зависимо от природы его элементов. 

Определение. Множество М  элементов  ,...ˆ,ˆ,ˆ cba любой 

природы называется линейным пространством, если на нем опре-

делены операция сложения элементов, ставящая в соответствие 

каждой паре элементов â  и b̂  однозначно определенный эле-

мент Mba  ˆˆ  и операция умножения на действительное число, 

ставящая в соответствие любому элементу â  и действительному 

числу   однозначно определенный элемент Ma ˆ , при 

этом выполняются следующие соотношения, называемые аксио-
мами: 

1. abba ˆˆˆˆ  ; 

2. cbacba ˆ)ˆˆ()ˆˆ(ˆ  ; 

3. существует нулевой элемент 0̂  такой, что для любого 

элемента â  справедливо соотношение aa ˆ0̂ˆ  ; 

4. для каждого элемента â  существует противоположный 

элемент )ˆ( a  такой, что  0̂)ˆ(ˆ  aa ; 

5. для любого элемента â  выполняется соотношение  

aa ˆˆ1  ; 

6.  aa ˆ)()ˆ(   ; 

7.  aaa ˆˆˆ)(   ; 

8.  baba ˆˆ)ˆˆ(   . 

Примеры линейных пространств. 

1. Множество векторов трехмерного пространства пред-
ставляют собой линейное пространство. При этом выполняются 

все аксиомы, представленные в определении. 
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2.Множество функций непрерывных на некотором отрезке 

 ba, , так как известно, что сумма непрерывных функций и про-

изведение непрерывной функции на число есть также непрерыв-

ная функция. Выполнение аксиом 1,2,5,6,7,8 вполне очевидно. 

Нулевым элементом пространства является постоянная фун-кция 
тождественно равная нулю на указанном отрезке, а противопо-

ложным элементом для данной функции )(tx  является функция  

)(tx . 

   Из приведенного определения линейного пространства 
вытекают некоторые его свойства, представленные ниже в виде 

теорем. 

  Теорема II.1. Нулевой элемент линейного пространства 
единственен. 

Допустим, что существуют два нулевых элемента 
10̂ и 

20̂ . 

Тогда по аксиоме 3 121 0̂0̂0̂   , поменяв местами слагаемые в 

левой части по той же аксиоме, получим 212 0̂0̂0̂  . Но по ак-

сиоме 1 1221 0̂0̂0̂0̂  и в силу однозначности операции сложе-

ния имеем 
21 0̂0̂  . 

Теорема II.2. Для каждого элемента линейного простран-
ства существует единственно определенный противоположный 

элемент. 

Пусть для некоторого элемента â  существуют два противо-

положных элемента )ˆ( 1a  и )ˆ( 2a .  

Рассмотрим сумму трех элементов  )ˆ(ˆ)ˆ( 21 aaa  .  С од-

ной стороны получим   

)ˆ())ˆ(ˆ()ˆ()ˆ(ˆ)ˆ( 12121 aaaaaaa  . 

С другой стороны 

)ˆ()ˆ()ˆ)ˆ(()ˆ(ˆ)ˆ( 22121 aaaaaaa  . 

В силу аксиомы 2 и однозначности операции сложения  

)ˆ()ˆ( 21 aa  . 

Теорема II.3. Нулевой элемент линейного пространства ра-

вен произведению любого элемента на вещественное число 0:  

0̂ˆ0 a . 

 )ˆ()ˆˆ0())ˆ(ˆ(ˆ00̂ˆ0ˆ0 aaaaaaaa  
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0̂)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ)10(  aaaa . 

Теорема II.4. Для любого элемента â  линейного простран-

ства противоположный ему элемент равен произведению этого 

элемента на число -1:               

aa ˆ)1()ˆ(  . 

Сложим элементы â   и   â)1(  :  

0̂ˆ0ˆ))1(1(ˆ)1(ˆ  aaaa . 

Следовательно, в силу аксиомы 4 aa ˆ)1()ˆ(  . 

Теорема II.5. Произведение нулевого элемента простран-

ства на любое число равно нулевому элементу   0̂0̂  . 

Действительно, для любого элемента пространства â  

имеем 

0̂ˆ)0̂ˆ(ˆ   aaa    то есть   0̂ˆˆ   aa . Прибавим к 

правой и левой частям данного соотношения     â)(  ,   полу-

чим 

0̂ˆ)(ˆˆ)(ˆ   aaaa   или  0̂ˆ)(ˆ)(   aa .  

Тогда 0̂ˆ0ˆ0  aa  или 0̂0̂0̂    то есть   0̂0̂  , что и 

требовалось доказать. 
Для элементов линейного пространства можно, используя 

введенные операции, ввести операцию вычитания 

baba ˆ)1(ˆˆˆ   

Два линейных пространства M  и M   называются изо-

морфными, если между их элементами установлено взаимно-
однозначное соответствие при котором каждому элементу 

Maˆ поставлен в соответствие элемент Ma ˆ , называемый 

образом элемента â , причем разные элементы из пространства 

M имеют разные образы и каждый элемент из пространства 

M  служит образом некоторого элемента из пространства M , и 

если образом суммы двух элементов пространства M служит 

сумма образов этих элементов в пространстве M  , а образом 

произведения элемента на число является произведение образа 

данного элемента на то же число.  То есть если элементам â  и 

b̂  из пространства M соответствуют элементы aˆ  и  bˆ  из про-
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странства M  , элементу ba ˆˆ   соответствует элемент ba  ˆˆ , а 

элементу â , где    - некоторое число, соответствует элемент 

a ˆ .  

В качестве примера двух изоморфных линейных про-

странств можно привести пространство полиномов степени не 

выше чем  п   

nn

nn

n axaxaxaxP  



1

1

10 ...)(  

и  п+1- мерное векторное пространство , то есть простран-
ство векторов . 

a=  nn aaaa ,,...,, 110  . 

Действительно, каждому полиному можно поставить в соот-

ветствие вектор, компоненты которого представляют собой ко-
эффициенты полинома степени п, если степень полинома ниже, 

то первые соответствующие компоненты вектора будут равны ну-

лю.  
При этом сумме двух полиномов  

nn

nn

n axaxaxaxP  



1

1

10 ...)(  и      

nn

nn

n bxbxbxbxQ  



1

1

10 ...)(      

nnnn

nn

n baxbaxbaxbaxQxP  

 )(...)()()()( 11

1

1100
 

   будет соответствовать вектор  a+b 

=  nnnn babababa   ,,...,, 111100
, представляющий собой сумму 

векторов    a=  nn aaaa ,,...,, 110   и b=  nn bbbb ,,...,, 110 
, ко-

торые являются образами полиномов )(xPn  и )(xQn
, а произве-

дению nn

nn

n axaxaxaxP   



1

1

10 ...)( , где    - не-

которое число будет соответствовать вектор  

 a=  nn aaaa  ,,...,, 110  . 
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III. БАЗИС  ЛИНЕЙНОГО  ПРОСТРАНСТВА 

Определение. Линейной комбинацией элементов линейного 

пространства naaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21 называется сумма произведений этих 

элементов на вещественные числа  n ,...,, 21  

nn aaa ˆ...ˆˆ
2211   . 

Определение. Элементы линейного пространства 

naaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21  называются линейно-зависимыми, если существу-

ют такие числа n ,...,, 21 , одновременно не равные нулю, 

что линейная комбинация этих элементов равна нулю 

0̂ˆ...ˆˆ
2211  nn aaa  . 

Определение. Элементы линейного пространства 

naaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21  называются линейно-независимыми, если их ли-

нейная комбинация равна нулю  0̂  лишь при условии   

0,...,0,0 21  n . 

Примеры. В пространстве 3х-мерных векторов вектора 



















5

3

10

a
 , 





















5

1

0

b
 и 



















2

0

2

c
 являются линейно-зависимыми, так, 

как    0531


 cba . 

А вектора 



















5

3

1

a
 ,   



















4

1

2

b


  и   





















6

7

5

c
  будут линейно-

независимыми. Действительно, допустим, что существуют числа 

1 ,  2  и   3  ,одновременно не равные нулю, такие, что      








































































0

0

0

6

7

5

4

1

2

5

3

1

321 
. То есть числа 1 ,  2  и   3  

должны удовлетворять системе уравнений 















0645

073

052

321

321

321






. 
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Это однородная система линейных уравнений, которая име-
ет ненулевые решения лишь в том случае, когда ее определитель 

равен нулю. Но определитель данной системы уравнений    

0169

645

713

521







  и значит приведенная система уравнений имеет 

только нулевые решения    0,0,0 321   , следователь-

но указанная система векторов линейно-независима. 
Определение. Совокупность линейно-независимых элемен-

тов линейного пространства    
neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21

называется базисом 

этого пространства, если для любого элемента â  этого простран-

ства  найдутся такие числа n ,...,, 21 , что       

nn eeea ˆ...ˆˆ
2211  


. 

Подобное представление элемента â  называется его раз-

ложением  по  базису neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 , а числа 

n ,...,, 21 называются координатами данного элемента в 

данном базисе.  

Теорема III.1. Каждый элемент â  линейного пространства 

может быть разложен по данному базису neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 един-

ственным способом. 

Допустим некоторый элемент â  имеет два различных раз-

ложения по базису  

neee


,...,,ˆ
21

:  

nn eeea ˆ...ˆˆˆ
2211       и    nn eeea ˆ...ˆˆˆ

2211   . 

Тогда    

 )ˆ...ˆˆ()1(...ˆˆˆ)1(ˆ
22112211 eeeeeaa nn 

 

0̂ˆ0ˆ))1(1(ˆ)(...ˆ)(ˆ)( 222111  aaeee nnn 

. 

В силу линейной независимости neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 коэффициен-

ты при элементах базиса в разложении aa ˆ)1(ˆ   должны рав-

няться нулю. То есть  
11   , 22    , … , 

nn   , из чего и 

следует единственность разложения элемент â . 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Высшая алгебра и функциональный анализ 
 

 
 

12 

Теорема III.2. При сложении двух элементов линейного 
пространства их соответствующие координаты складываются, а 

при умножении элемента на число его координаты умножаются на 
это число. 

Пусть   
nn eeea ˆ...ˆˆˆ

2211     и   
nn eeeb ˆ...ˆˆˆ

2211      

разложение элементов линейного пространства по базису 

neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 . Тогда,  используя свойства операций сложения 

элементов пространства и умножения элементов пространства на 
число, будем иметь      

 eeeeeeba nnn
ˆ...ˆˆˆ...ˆˆˆˆ

22112211   

nnn eee ˆ)(...ˆ)(ˆ)( 222111   . 

Из полеченного следует, что при сложении двух элементов 
линейного пространства их соответствующие координаты склады-

ваются. 

Далее, рассмотрим произведение элемента â  на число   

nnnn eeeeeea ˆ...ˆˆ)ˆ...ˆˆ(ˆ
22112211  

 , то есть при умножении элемента линейного пространства на 
число его координаты умножаются на это число. 

Определение. Линейное пространство М называется п- 

мерным, если в нем существует п линейно-независимых элемен-
тов, а любые п+1 элементов пространства будут линейно-

зависимыми. 
Тот факт, что линейное пространство М является п- мер-

ным обозначается следующим образом  diam М=n. 

Теорема III.3. Если М линейное пространство размерности 
п , то любые п линейно-независимых элементов этого простран-

ства образуют базис. 

Пусть neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 система линейно-независимых эле-

ментов пространства М размерности п, и пусть â  произвольный 

элемент этого пространства. Тогда по определению п- мерного 

линейного пространства система n+1 элементов 

neeea ˆ,...,ˆ,ˆ,ˆ 21  ,линейно-зависимой и следовательно суще-

ствуют одновременно не равные нулю числа 

n ,...,,, 210 такие, что      
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0̂ˆ...ˆˆˆ
22110  nn eeea  . 

При этом 00   так как в случае 00     

0̂ˆ...ˆˆˆ...ˆˆˆ0 22112211  eeeeeea nn  , 

что означает линейную зависимость элементов neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 , 

которые образуют базис пространства и значит не могут быть ли-

нейно - зависимыми. Тогда умножив соотношение 

0̂ˆ...ˆˆˆ
22110  nn eeea   на число 

0

1


, получим     

0̂
1

ˆ...ˆˆˆ
00

2

0

2
21

0

1













 n

n eeea . Учитывая, что по теореме II.5 

0̂0̂
1

0




,  прибавим к обеим частям полученного соотношение вы-

ражение  
n

n eee ˆ...ˆˆ
0

2

0

2
21

0

1 












.         Тогда будем иметь 

 n
n

n
n eeeeeea ˆ...ˆˆˆ...ˆˆˆ

0

2

0

2
1

0

1

0

2

0

2
1

0

1
























 

n
n eee ˆ...ˆˆ
0

2

0

2
1

0

1 











       или 

n
n

n
nn eeeeeea ˆ...ˆˆˆ...ˆˆˆ

0

2

0

2
1

0

1

00

2

0

2

0

2
1

0

1

0

1 




































































. 

 
Из полученного следует  

n
n

n eeeeeea ˆ...ˆˆˆ0...ˆ0ˆ0ˆ
0

2

0

2
1

0

1
21 












. 

То есть 
n

n eeea ˆ...ˆˆˆ
0

2

0

2
1

0

1 










 , а это означает, что произ-

вольный элемент пространства может быть разложен по системе 

элементов neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 и данная система элементов образует 

базис данного пространства. 

Теорема III.4. Если линейное пространство М имеет базис, 
состоящий из п элементов, то размерность пространства равно п. 

Пусть п элементов 
neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21

 пространства М образуют 
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базис. Докажем, что любые n+1 элементов данного пространства 

121
ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ

nn aaaa будут линейно-зависимыми. Разложим эти 

элементы по указанному базису 

nneeea ˆ...ˆˆˆ
12121111    

nneeea ˆ...ˆˆˆ
22221212    

………………………………….. 

nnnnnn eeea ˆ...ˆˆˆ
12121111    , составим их линейную 

комбинацию и приравняем ее нулевому элементу 

.0̂ˆ...ˆˆ
112211   nn acacac  

Заменим в данном выражении элементы 

121
ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ

nn aaaa их разложениями по базису, соответствую-

щим образом преобразовав его 

  ...)ˆ...ˆˆ()ˆ...ˆˆ(ˆ...ˆˆ
2222121212121111112211 nnnnnn eeeсeeeсacacac 

  112111122111112121111 (ˆ)...()ˆ...ˆˆ( ceccceeeс nnnnnnnn   

0̂ˆ)...(...ˆ)... 1122112112222   nnnnnnnn ecccecc  . 

Для того чтобы это соотношение выполнялось, следует по-

требовать равенства нулю коэффициентов при базисных элемен-

тах neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21  

























0...

...................................................

0...

0...

112211

112222112

111221111

nnnnn

nn

nn

ccc

ccc

ccc







. 

Полученные соотношения можно рассматривать как одно-

родную систему п+1 линейных уравнений относительно п неиз-

вестных величин nссс ,...,, 21 , которая, как известно из тео-

рии линейных систем уравнений, имеет ненулевое решение. А это 
означает, что существуют не равные одновременно нулю посто-

янные nссс ,...,, 21 , при которых линейная комбинация 

112211
ˆ...ˆˆ

 nn acacac  равна 0̂ , то есть линейную зависимость 

элементов
121

ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ
nn aaaa . 
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Координатный критерий линейной независимости. 

 

Для того, чтобы система элементов п- мерного линейного 

пространства М maaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21  ( п ≥ m ) была линейно-

независимой необходимо и достаточно, чтобы матрица, состав-
ленная из координат этих элементов  имела ранг равный m. 

Доказательство необходимости. Пусть система элементов 

линейного пространства maaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21  линейно независима, и 

пусть элементы этой системы в рассматриваемом базисе 

neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 имеют следующие разложения 

nneeea ˆ...ˆˆˆ
12121111    

nneeea ˆ...ˆˆˆ
22221212    

………………………………….. 

nmnmmm eeea ˆ...ˆˆˆ
2211    

Тогда матрица, составленная из координат этих векторов 























mnnn

m

m

A







...

............

...

...

21

22212

12111

 

имеет n строк и m столбцов. 

 Ранг матрицы А в дальнейшем будем обозначать  - 

)(Arang . 

Построим линейную комбинацию элементов maaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21 , 

потребуем, чтобы она равнялась нулевому элементу и заменим 

каждый элемент в линейной комбинации его разложением по 
введенному базису 

 ...)ˆ...ˆˆ()ˆ...ˆˆ(ˆ...ˆˆ
22221212121211112211 nnnnmm eeeсeeeсacacac 

 112112211112211 (ˆ)...()ˆ...ˆˆ( ceccceeeс mmnmnmmm 

0̂ˆ)...(...ˆ)... 221122222  nmmnnnmm ecccecc  . 

Для того чтобы данная линейная комбинация равнялась ну-

лю, коэффициенты при базисных элементах
neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21

должны 

быть равны нулю. Таким об-разом, опять приходим к однородной 

системе линейных уравнений относительно mссс ,...,, 21  
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

















 0...

...................................................

0...

0...

12211

2222112

1221111

mnnnn

mm

mm

ccc

ccc

ccc







 

Матрицей этой системы будет приведенная выше матрица 

А.  Так как система элементов 
maaa ˆ,...,ˆ,ˆ

21
 линейно-независима, 

то построенная выше линейная комбинация будет равна нулевому 

элементу только в том случае, когда все постоянные 

mссс ,...,, 21 равны нулю. Это означает, что полученная однород-

ная система линейных уравнений имеет лишь нулевое решение. 

Из теории линейных систем уравнений известно, что в этом слу-
чае ранг матрицы А должен быть равен m:   mArang )(  . И тем 

самым необходимость доказана. 
Доказательство достаточности. Пусть теперь известно, что 

mArang )(  Тогда полученная ранее однородная система линей-

ных уравнений будет иметь лишь нулевое решение. Следователь-
но, также ранее построенная линейная комбинация элементов 

maaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21 будет равна нулевому элементу только тогда, когда 

все постоянные mссс ,...,, 21 будут одновременно равняться ну-

лю, из чего и следует линейная независимость элементов 

maaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21 .  

Из рассмотренного выше критерия следует, что необходи-

мым и достаточным условием линейной зависимости системы 

элементов maaa ˆ,...,ˆ,ˆ
21 является выполнение неравенства 

mArang )( . Действительно, для того, чтобы линейная ком-

бинация указанной системы элементов равнялась нулевому эле-

менту, когда постоянные  mссс ,...,, 21  одновременно не равны 

нулю, необходимо наличие у полеченной выше однородной си-
стемы линейных уравнений ненулевых решений. А это, как из-

вестно, возможно только при условии mArang )( . 

Следствие. Если число элементов равно размерности про-

странства m=n, то система элементов naaa ˆ,...,ˆ,ˆ 21 будет ли-

нейно независимой тогда и только тогда, когда определитель 

матрицы, составленной из координат этих элементов, отличен от 
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нуля. 
Действительно,  матрица А в этом случае будет квадратной 

и ее ранг будет равен n тога и только тогда, когда ее определи-
тель будет отличен от нуля. 

Если же число элементов m > n, то легко доказать, что та-
кая система элементов всегда будет линейно зависимой, так как в 

линейной комбинации этих элементов  

mmnnnn acaсacacac ˆ...ˆˆ...ˆˆ
22112211    можно положить 

равными нулю постоянные mn сс ,...,2 и тогда в силу того, что 

размерность пространства равна n существует значения постоян-

ных 121 ,,...,, nn сссс ,одновременно не равных нулю, при кото-

рых линейная комбинация первых п+1 элементов системы будет 

равна нулевому элементу. Тогда получим 

0̂ˆ0...ˆ0ˆ...ˆˆ
2112211   mnnn aaacacac , что и требовалось 

доказать. 

Пример. Рассмотрим пространство полиномов, степень ко-

торых не выше трех. Докажем, что система элементов этого про-

странства 53)( 2

1  ttP , tttP 57)( 3

2  , tttP  2

3 )( , 

23

4 5)( tttP   является линейно независимой. 

Возьмем в качестве базиса систему элементов 

1ˆ
1 e , te 2

ˆ ,
2

3
ˆ te  , 

3

3
ˆ te  . Тогда разложение представлен-

ных выше полиномов по данному базису будет иметь вид              

43211
ˆ0ˆ3ˆ0ˆ5)( eeeetP   

43212
ˆ7ˆ0ˆ5ˆ0)( eeeetP   

43213
ˆ0ˆ1ˆ1ˆ0)( eeeetP   

43214
ˆ5ˆ1ˆ0ˆ0)( eeeetP  . 

Тогда соответствующий определитель будет иметь вид 

































11

01
7

50

11
55

507

110

015

5

5070

1103

0150

0005

A

0160)725(5   

Следовательно данная система элементов линейно незави-
симая. 
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Связь координат одного элемента в разных базисах. 
 

Пусть в п- мерном линейном пространстве М имеется два 

базиса: первый базис neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21  и второй базис 

neee  ˆ,...,ˆ,ˆ 21
. В первом базисе разложение элемента 

Maˆ имеет вид nn eeea ˆ...ˆˆˆ
2211   , а во втором - 

nn eeea  ˆ...ˆˆˆ
2211  . Известны разложения элементов 

второго базиса по элементам первого 

nneeee ˆ...ˆˆˆ
12121111    

nneeee ˆ...ˆˆˆ
22221212    

………………………………….. 

nnnnnn eeee ˆ...ˆˆˆ
2211    

Матрица      























nnnn

n

n

Р







...

............

...

...

21

22221

11211

, строки которой пред-

ставляют собой координаты векторов второго базиса в первом 

базисе называется матрицей перехода.  
Связь между элементами первого и второго базисов приве-

денная выше может быть представлена в векторном виде. Для 
этого введем вектор –столбец 























ne

e

e

e

ˆ

...

ˆ

ˆ

2

1

 , координатами которого являются элементы перво-

го базиса и вектор – столбец  





























ne

e

e

e

ˆ

...

ˆ

ˆ

2

1

 , координаты которого есть 

элементы второго базиса. Тогда связь между элементами введен-
ных двух базисов может быть выражена в виде 
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





































































nnnnn

n

n

n e

e

e

e

e

e

ˆ

...

ˆ

ˆ

...

............

...

...

ˆ

...

ˆ

ˆ

2

1

21

22221

11211

2

1







  или ePe

 . 

Матрицу Р называют матрицей перехода, от базиса e


к ба-

зису e 


.  

Очевидно, что аналогичным образом можно перейти от ба-

зиса e 


к базису e


, используя матрицу перехода Q : eQe 


. 

Тогда  ePQeQe 


, из чего следует, что IPQ  , где  I - 

единичная матрица. То есть 1 PQ , значит матрица Р имеет об-

ратную и, следовательно, является невырожденной.  

Выясним теперь как преобразуются координаты элемента 

линейного пространства при переходе от базиса  e


к базису e 


. 

 

 )ˆ...ˆˆ(ˆ...ˆˆˆ
121211112211 nnnn eeeeeea 

 )ˆ...ˆˆ(...)ˆ...ˆˆ( 221122221212 nnnnnnnn eeeeee   

2222211211221111
ˆ)...(ˆ)...( ee nnnn   +…+ 

nnnnnnnn eeee ˆ...ˆˆˆ)...( 22112211   . 

Приравнивая коэффициенты при  neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21 , получим 



















nnnnnn

nn

nn







...

..................................................

...

...

2211

22221122

12211111

  

Если ввести вектора  





















n





...

2

1

  и  



























n





...

2

1

, то полученные выше 

соотношения, связывающие компоненты элемента â  в базисе 

e


и базисе e 


могут быть представлены в виде 
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





































































nnnnn

n

n

n 

















...

...

............

...

...

...

2

1

21

22212

12111

2

1

,    или    

















































n

T

n

P













......

2

1

2

1

, 

где 
TP - транспонированная матрица P . 

Данное соотношение позволяет осуществить переход от 

компонент элемента â  в базисе e


и базисе e


 

Умножая обе части приведенного выше соотношения на 

матрицу   1TP , его можно представить в ином виде 

 



















































n

T

n

P













......

2

1

12

1 . 

Это соотношение позволяет осуществить переход от компо-

нент элемента â  в базисе e


и базисе e 


. 

Пример. Рассмотрим множество квадратных матриц порядка 
2, вида  











2221

1211

aa

aa
A  . Определив операции сложения и умноже-

ния матриц на число так, как эти операции определяются в ли-

нейной алгебре, получим линейное пространство. Действительно, 
выполнение аксиом 1, 2,  5, 6, 7, 8 в определении линейного про-

странства непосредственно следует из свойств операций сложе-
ния матриц и умножения матриц на число. Роль нулевого элемен-

та данного пространства играет нулевая матрица 










00

00
0̂ ,    а  

противоположным элементом для матрицы  










2221

1211

aa

aa
A , будет 

матрица  













2221

1211
)(

aa

aa
A . 

Возьмем в качестве первого базиса следующие четыре мат-

рицы 











00

01
1̂e

, 










00

10
ˆ
2e , 











01

00
ˆ
3e ,











10

00
ˆ
4e

. 

Покажем, что данная система элементов является линейно 
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независимой, для чего построим линейную комбинацию этих эле-
ментов и приравняем ее нулевому  элементу 






































10

00

01

00

00

10

00

01
ˆˆˆˆ

432143332211 ccccecececeс  




















00

00

43

21

cc

cc . 

Легко видеть, что полученное соотношение выполняется 

только в том случае, когда 0,0,0,0 4321  сссс , из 

чего и следует линейная независимость системы элементов и 
возможность рассматривать ее в качестве базиса данного линей-

ного пространства. 
В качестве второго базиса возьмем систему элементов  











00

11
1̂e

, 










10

10
ˆ
2e , 











01

01
ˆ
3e , 











11

00
ˆ
4e

. 

Докажем линейную независимость данной системы элемен-

тов, для чего определим разложение каждого ее элемента по 
элементам первого базиса. 

211
ˆ1ˆ1

00

10
1

00

01
1

00

11
ˆ eee 


























  

422
ˆ1ˆ1

10

00
1

00

10
1

10

10
ˆ eee 


























  

313
ˆ1ˆ1

01

00
1

00

01
1

01

01
ˆ eee 


























  

414
ˆ1ˆ1

00

00
1

01

00
1

11

00
ˆ eee 


























  

Тогда матрица, составленная из координат этих векторов, 

будет иметь вид 























1010

0100

0011

1101

B

.      

Вычислим определитель матрицы B 

02)1(111

101

010

110

1

101

010

001

1

1010

0100

0011

1101

B
. 
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Значит, эта система элементов линейно независимая и мо-
жет служить базисом рассматриваемого линейного пространства.  

Возьмем элемент данного пространства 










75

31
â , который 

имеет разложение по элементам первого базиса следующего вида 
 

Найдем разложение элемента â  по элементам второго ба-

зиса, для чего построим матрицу перехода  























1001

0101

1010

0011

P

,    для 

которой    BPT  и найдем    11 




BPT . 

Как известно обратная матрица по отношению к данной 

матрице B является транспонированная матрица алгебраических 
дополнений элементов исходной матрицы деленных на определи-
тель исходной матрицы 































B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B
B

B

44342414

43332313

42322212

41312111

1

.  

Определим алгебраические дополнения ijB элементов мат-

рицы B : 

1

101

010

001

11 B
                               

1

100

010

001

12 B
   

0

110

000

011

13 B
                           

1

010

100

011

14 B
    

1

101

010

110

21 B
                            

1

100

010

111

22 B
 

0

110

000

101

23 B             1

010

100

101

24 B    

eeeea ˆ7ˆ5ˆ3ˆ1
75

31
ˆ

321 











Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Высшая алгебра и функциональный анализ 
 

 
 

23 

1

100

001

110

31 B           
1

100

001

111

32 B
     

2

110

011

101

33 B                            
1

010

011

101

34 B
 

1

010

001

110

41 B
           

1

010

001

111

42 B
   

0

000

011

101

43 B
                        

1

100

011

101

44 B
.    

Тогда, учитывая, что 2B  получим 

  11

2
1

2
1

2
1

2
1

0100
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1

 



























 TPB

. 

Тогда    



































































































0

5

7

4

7

5

3

1

2
1

2
1

2
1

2
1

0100
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1

...

2

1

n



 ,    то есть разложе-

ние элемента  










75

31
â   по базису 4321

ˆ,ˆ,ˆ,ˆ eeee   имеет следующий 

вид 

4321
ˆ0ˆ5ˆ7ˆ4ˆ eeeea  . 

До сих пор рассматривались конечномерные линейные про-
странства. Однако в математике часто приходиться иметь дело и 

с несколько иными линейными пространствами. 

       Определение. Линейное пространство называется бес-
конечномерным, если для любого натурального числа n в нем су-

ществует n линейно независимых эле-ментов. 

Пример. Рассмотрим множество  baС ,  функций  )(tx   не-

прерывных на  отрезке  ba, . Очевидно, что для элементов этого 

множества выполняются все аксиомы присутствующие в опреде-
лении линейного пространства. Покажем, что это бесконечномер-

ное линейное пространство. Действительно, для любого нату-
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рального числа n система элементов 
12 ,...,,1 nttt является 

линейно неза-висимой, ибо в противном случае их линейная ком-

бинация  
1

1

2

210 ...1 

  n

n tCtCtСС , 

которая при коэффициентах 
1210 ,...,,, nCCСС , одновремен-

но не равных нулю, представляет полином, оказалась бы тожде-

ственно равной нулю. Но тож-дественно равный нулю полином 
есть 0, а он соответствует случаю,  когда все коэффициенты  

1210 ,...,,, nCCСС одновременно равны нулю. 
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IV.   НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

На множестве вещественных и комплексных чисел вводится 

понятие модуля, которое позволяет определить понятие расстоя-

ния на числовой прямой ив комплексной плоскости. Наличие дан-
ного понятия позволяет рассматривать вопросы о сходимости по-

следовательностей и рядов, непрерывности и дифференцируемо-
сти функций. Обобщая это понятия, вводится понятие нормы на 

множествах игой природы. 
Определение. Линейное пространство E называется норми-

рованным пространством, если каждому элементу â  этого про-

странства поставлено в соответствие неотрицательное число â , 

которое называется нормой данного элемента, так, что выполня-

ются следующие три аксиомы: 

1. ;0ˆ a 0ˆ a только тогда, когда 0̂ˆ a ; 

2. aa ˆˆ   , где   -число 

3. baba ˆˆˆˆ  , аксиома треугольника (неравенство 

треугольника). 
Примеры. 

1. Векторное n- мерное пространство можно считать нор-

мированным, если норму n-мерного вектора  а =  naaa ,..., 21
 

определить как  



n

k

kaa
1

. Так, как  

0
1




n

k

ka  и равняться эта сумма нулю может лишь в том 

случае, когда все компоненты вектора равны нулю, то следует 
признать справедливость первой аксиомы. Выполнение второй 

аксиом также вполне очевидно ибо 

aaaaa
n

k

k

n

k

n

k

kk   
 


11 1

.  

Докажем справедливость третьей аксиомы. Пусть имеются 

два п-мерных вектора  а =  naaa ,..., 21
 и   b =  nbbb ,..., 21

 .  

Тогда       
 


n

k

k

n

k

k

n

k

n

k

kkkk bababababa
111 1

 , что и тре-

бовалось доказать. 
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2. Рассмотрим пространство  baС ,  непрерывных функций 

)(tx  на отрезке  ba, . В этом случае норму элементов простран-

ства можно ввести следующим образом 
 

)(max)(
,

txtx
ba

 . Други-

ми словами нормой функции, принадлежащей данному простран-

ству, наибольшее по модулю значение функции на отрезке  ba, . 

При этом выполняются все аксиомы, обязательные для нормы. 

Первая аксиома выполняется в силу того, что модуль любой ве-

личины всегда отрицателен и равен нулю, только когда величина 
равна нулю и, значит, максимальное по модулю значение функ-

ции на рассматриваемом отрезке в данном случае  тоже равно 
нуль. А это означает, что в этом случае функция тождественно 

равна нулю на всем отрезке  ba, . Справедливость второй аксио-

мы следует из свойства мо-дулю, которое утверждает, что модуль 

произведения двух величин равен произведению их модулей. По 
аналогичной причине следует признать и выполнение третьей 

аксиомы, так как для любых двух величин U и V  выполняется 

соотношение   VUVU  . 

3.Рассмотрим еще одно пространство функций, определен-
ных на отрезке  ba, . 

Но в отличие от предыдущего примера норму функции 

)(tx введем как квадратный  корень из интеграла от квадрата 

данной функции по указанному отрезку  



b

a

dttxtx )()( 2 . 

Докажем, что введенная таким образом норма будет удо-

влетворять всем трем аксиомам. Выполнение первой аксиомы 

следует из того, что под знаком интеграла стоит   0)(2 tx   и, 

значит, по свойству определенного интеграла интеграл 

0)(2 
b

a

dttx , а квадратный корень из неотрицательной величины 

тоже есть величина неотрицательная. Нулевое значение норма 

может принимать только в том случае, когда равен нулю интеграл 

0)(2 
b

a

dttx , а это возможно лишь в случае, когда 0)(2 tx  
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на всем отрезке, то есть когда на всем отрезке  ba,  0)( tx . 

Справедливость второй аксиомы вытекает из следующей цепочки 

преобразований 

)()()()()( 22222 txdttxdttxdttxtx

b

a

b

a

b

a

    

Третья аксиома в данном случае принимает вид 

 

b

a

b

a

b

a

dttydttxdttytx )()())()(( 222
. 

Прежде, чем доказать справедливость приведенного нера-

венства, докажем неравенство    
 

b

a

b

a

b

a

dttydttxdttytx )()()()( 22 . 

Известно, что 0)( 2 VU  или 0222  VUVU .  Тогда 

VUVU  222
 ,  VU

VU


22

22
   или     

22

22 VU
VU  . 

Положим в полученном неравенстве  
)(

)(

tx

tx
U    и   

)(

)(

ty

ty
V  , будем иметь 

2

2

2

2

)(2

)(

)(2

)(

)(

)(

)(

)(

ty

ty

tx

tx

ty

ty

tx

tx







. 

Проинтегрируем  данное неравенство по отрезку  ba,  

2

2

2

2

)(2

)(

)(2

)(

)()(

)()(

ty

dtty

tx

dttx

tytx

dttytx

b

a

b

a

b

a









 
. 

Интегралы, стоящие в числителях дробей в правой части 

полученного неравенства равны соответственно 2
)(tx и  

2
)(ty . 

Учитывая это обстоятельство, получаем    

2

1

2

1

)(2

)(

)(2

)(

)()(

)()(

2

2

2

2












ty

ty

tx

tx

tytx

dttytx

b

a . 

Окончательно имеем      
1

)()(

)()(






tytx

dttytx

b

a
     или  
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 

b

a

tytxdttytx )()()()( , то есть 

 

b

a

b

a

b

a

dttydttxdttytx )()()()( 22 , что и требовалось до-

казать. 
Долее, имеем  

   

b

a

b

a

dttytytxtxdttytxtytx ))(()(2)())()(()()( 2222
 

  

b

a

b

a

dttydttytxdttx )()()(2)( 22
. 

Учитывая, что )()()()( tytxtytx   и, следова-

тельно, по свойству определенного интеграла  

  

b

a

b

a

dttytxdttytx )()()()( получим 

     

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dttydttytxdttxdttydttytxdttx )()()(2)()()()(2)( 2222  

22
)()()(2)( tydttytxtx

b

a

  . 

С учетом доказанного неравенства 

 

b

a

tytxdttytx )()()()( получим 

 
2222

)()()(2)()()()(2)( tytytxtxtydttytxtx

b

a

 

 2)()( tytx  . 

Окончательно, опуская промежуточные выкладки, имеем  

 22
)()()()( tytxtytx  . 

Извлекая квадратный корень из левой и правой частей дан-

ного неравенства, получим доказываемое соотношение 

)()()()( tytxtytx  . 
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V.   МЕТРИЧЕСКИЕ  ПРОСТРАНСТВА 

Определение. Множество объектов любой природы называ-

ется метрическим пространством, если на каждой паре элементов 

этого множества â  и  b̂ может быть определена числовая функ-

ция )ˆ,ˆ( ba , которая называется расстоянием между данными 

элементами и выполняются следующие аксиомы 

1. 0)ˆ,ˆ( ba , 0)ˆ,ˆ( ba  только при ba ˆˆ  ; 

2. )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( abba   , аксиома симметрии; 

3. )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( bccaba   , аксиома треугольника; 

Следует отметить, что под расстоянием в данном случае 

понимается похожесть, близость элементов. Чем больше похожи 
элементы по своим свойствам, тем меньше расстояние между ни-

ми и наоборот. 
Необходимо также отметить то обстоятельство, что мы име-

ем дело с произвольным множеством, а не с множеством, пред-

ставляющим собой линейное пространство, на котором введены 
операции сложения элементов и умножения элементов на число.  

Если множество представляет собой линейное нормирован-
ное пространство, то расстояние между его элементами можно 

ввести, используя норму по следующей формуле baba ˆˆ)ˆ,ˆ(  . 

Покажем, что и в этом случае выполняются аксиомы, которые фи-

гурируют в определении метрического пространства. 
Справедливость первой аксиомы следует из первой аксиомы 

из определения нормированного  пространства 

0ˆˆ)ˆ,ˆ(  baba . Справедливость второй аксиоме вытекает из 

нижеследующего 

)ˆ,ˆ(ˆˆ1)ˆˆ()1(ˆˆ)ˆ,ˆ( abababbaba   . 

Докажем теперь выполнение третьей аксиомы 

)ˆˆ()ˆˆ(ˆˆˆˆˆˆ)ˆ,ˆ( bссabссababa   

Далее, используя третью аксиому из определения нормиро-

ванного  пространства. получим 

)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(ˆˆˆˆ)ˆˆ()ˆˆ( bccabссabссa   . 

 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Высшая алгебра и функциональный анализ 
 

 
 

30 

Примеры. 
1.Рассмотрим множество окружностей на координатной 

плоскости радиуса R  с центром, расположенным в точке с коор-
динатами (a,b). Очевидно, чем ближе радиусы двух окружностей 

и ближе их центры, тем больше совпадают  эти окружности на 
координатной плоскости. Тогда расстояние между окружностью 

С1 радиуса R1 с центром в точке (a1,b1) и окружностью С2 радиу-

са R2 с центром в точке (a2,b2) можно определить по формуле  
2

21

2

21

2

2121 )()()(),( RRbbaaСС  . 

Покажем, что в этом случае будут выполняться все три ак-
сиомы. Действительно, выполнение первой аксиомы очевидно, 

так как  0)()()(),( 2

21

2

21

2

2121  RRbbaaСС  и 

0),( 21 СС  только тогда, когда 
21 aa  , 

21 bb   и  
21 RR  , то 

есть когда окружности совпадают. 

Долее        2

21

2

21

2

2121 )()()(),( RRbbaaСС  

),()()()( 12

2

12

2

12

2

12 CCRRbbaa   и тем самым дока-

зано выполнение второй аксиомы. 

Справедливость выполнения третьей аксиомы 

),(),(),( 233121 СССССС    или 

 2

31

2

31

2

31

2

21

2

21

2

21 )()()()()()( RRbbaaRRbbaa  

2

32

2

32

2

32 )()()( RRbbaa    

следует из известного свойства треугольника, которое 
утверждает, что сумма длин двух сторон треугольника не меньше 

длины третьей стороны. Параметры первой окружности 111 ,, Rba  

можно рассматривать как координаты первой вершины треуголь-
ника в пространстве, параметры второй и третьей окружностей 

можно соответственно рассматривать как координаты второй 

222 ,, Rba  и третьей  333 ,, Rba  .  Тогда  величины  

2

21

2

21

2

2121 )()()(),( RRbbaaCC  , 

2

31

2

31

2

3131 )()()(),( RRbbaaCC   и 

2

23

2

23

2

2323 )()()(),( RRbbaaCC   

можно рассматривать как длины трех сторон этого тре-

угольника, из чего и следует справедливость третьей аксиомы. 
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2. Пространство непрерывных функций )(tx  на отрезке 

 ba,  также является метрическим пространством. В силу того, 

что данное пространство является нормированным  расстояние 

между его элементами можно ввести по формуле  

 
)()(max)()())(),((

,
tytxtytxtytx

ba
 . 

Из доказанного выше следует, что в этом случае все аксио-

мы будут выполняться. 
3. Рассмотрим опять пространство функций, определенных 

на отрезке  ba, . 

Но теперь норму функции )(tx определим как квадратный  

корень из интеграла от квадрата данной функции по указанному 

отрезку  



b

a

dttxtx )()( 2 . 

Тогда по аналогии с предыдущим примером расстояние 

между элементами этого пространства можно определить как  

 

b

a

dttytxtytxtytx 2))()(()()())(),((  

Предел последовательности. 

Рассмотрим последовательность элементов метрического 

пространства  nâ . 

       Определение. Элемент метрического пространства 

0â называется пределом последовательности элементов  nâ  

этого пространства если числовая последовательность )ˆ,ˆ( 0aan  

сходится к нулю 

0
ˆˆlim aan

n



. 

Используя определение предела числовой последователь-

ности это определение можно представить в ином, более развер-

нутом виде. 
Определение. Элемент метрического пространства 

0â называется пределом последовательности элементов  nâ  

этого пространства, если для любого сколь угодно малого числа 

0  можно указать такое натуральное число N , что при Nn   
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будет выполняться неравенство    )ˆ,ˆ( 0aan
. 

Последовательность элементов метрического простран-

ства nâ  в этом случае называется сходящейся. 

       Теорема IV.1. Если существует предел последователь-
ности элементов метрического пространства  nâ , то он един-

ственный. 

       Допустим, что некоторая последовательность элемен-

тов метрического пространства  nâ  имеет два разных предела 

0â  и 0â , тогда  по аксиоме треугольника 

)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 0000 aaaaaa nn
  . Но последовательности 

)ˆ,ˆ( 0 naa  и )ˆ,ˆ( 0aan
  сходятся к нулю, то есть для любого 

0  можно указать такое натуральное число N , что при 

Nn   будут выполняться неравенства   
2

)ˆ,ˆ( 0


 naa ,  

2
)ˆ,ˆ( 0


 aan

,   то есть    )ˆ,ˆ( 00 aa . Другими словами , выбирая 

n  достаточно большим  можно сделать расстояние между эле-

ментами 0â  и 0â меньше любого заданного, сколь угодно ма-

лого числа 0 . А это и означает равенства этих элементов 

00
ˆˆ aa  . 

При изучении математического анализа важную роль играет 

свойство полноты числовой прямой, которое заключается в том, 
что всякая фундаментальная последовательность чисел (то есть 

последовательность чисел  na обладающая  свойством, в соот-

ветствии с которым  для любого сколь угодно малого числа  

0  существует такое натуральное  N , что  kn aa   при 

всех Nn   и Nk  )  сходится к некоторому пределу. Ниже будут 

рассмотрены  множества обладающие аналогичным свойством. 

Определение. Последовательность элементов  nâ  метри-

ческого пространства называется фундаментальной, если для лю-

бого сколь угодно малого числа  0  существует такое нату-

ральное  N , что   )ˆ,ˆ( kn aa   при всех  Nn   и Nk  . 
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Теорема IV.2. Всякая сходящаяся последовательность эле-
ментов метрического пространства является фундаментальной. 

Пусть последовательность  nâ  является сходящейся и 

0
ˆˆlim aan

n



, то есть числовая последовательность )ˆ,ˆ( 0aan  

сходится к нулю. Это значит, что для любого сколь угодно малого 

числа 0  существует такое натуральное  N, что при Nn   и 

Nk   будут выполняться, соответственно, неравенства 

2
)ˆ,ˆ( 0


 aan

 и 
2

)ˆ,ˆ( 0


 aak

. Тогда используя данные неравен-

ства по аксиоме треугольника имеем 

  )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 00 knkn aaaaaa , что и требовалось дока-

зать. 

Определение. Если в метрическом пространстве любая 
фундаментальная последовательность элементов сходится, то 

такое пространство называется полным. 
Примеры.  

1. В качестве первого примера можно привести уже упомя-

нутое выше множество действительных чисел. 

2. Пространство непрерывных на отрезке  baС ,  функций 

также является полным. Полнота этого пространства следует из 
критерия Коши равномерной сходимости последовательности 

функций: для того, чтобы последовательность функций  )(txn
 

сходилась в пространстве  baС , , необходимо и достаточно, чтобы 

она была фундаментальной, то есть чтобы для всякого 0  су-

ществовало такое натуральное N, что при любых Nn   и 

Nk  выполнялось неравенство 

 
  )()(max))(),((

,
txtxtxtx kn

ba
kn

, или, что в принципе тоже 

самое, чтобы неравенство  )()( txtx kn
 выполнялось для всех 

 bat , . 

3. В качестве примера неполного пространства приведем 
множества всех рациональных чисел. Рассмотрим следующую по-

следовательность рациональных чисел  1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 

….  Легко видеть, что эта последовательность представляет собой 

последовательные приближения величины 2 . Чем больше но-
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мер члена данной последовательности, тем больше точность вы-

числения 2  и тем меньше будут отличаться друг от друга близ-

ко расположенные члены последовательности, то есть будет вы-

полняться соотношение  kn aa для достаточно больших  n  и  

k , то есть при Nn   и Nk   для достаточно больших N. Други-

ми словами эта последовательность является фундаментальной. 
Но предела эта последовательность на множестве рациональных  

чисел не имеет, так как, очевидно, что ее пределом будет число 

2 , которое является иррациональным и не принадлежит мно-

жеству рациональных чисел. Таким образом указанная последо-

вательность является фундаментальной но не имеющей предела 
на множестве рациональных чисел, а само множество рациональ-

ных чисел не является полным. 
 

Банаховы пространства. 

Всякое нормированное пространство является метрическим, 
так как в нем может быть введено расстояние между его элемен-

тами можно ввести  по следующей формуле baba ˆˆ)ˆ,ˆ(  . По-

этому все, что было сказано о метрических пространствах (предел 

последовательности элементов, понятие фундаментальной после-
довательности , полноты пространства и так далее) справедливо 

и для пространств нормированных. 
Определение. Нормированное пространство называется ба-

наховым, если оно является полным. 
Примеры.  

1.Множество действительных чисел является банаховам 

пространством. Это пространство нормированное (нормой эле-
ментов пространства является модуль числа, для которого вы-

полняются все аксиомы). Кроме того, так как для действительных 
чисел имеет место критерий Коши (для того, чтобы последова-

тельность чисел имела предел она должна быть фундаменталь-

ной), это пространство является полным . 

2. Пространство непрерывных на отрезке  baС ,  также явля-

ется банаховым, в силу того, что оно нормировано и является 
полным, что и было доказано ранее. 
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Ряды в банаховых пространствах. 

 Пусть E банахово пространство и пусть  ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 n  

бесконечная последовательность элементов этого пространства. 
Бесконечная сумма 







1

21
ˆ...ˆ...ˆˆ

k

kn   

Называется рядов в банаховом пространстве E. 
Рассмотрим конечную сумму первых n элементов указанной 

последовательности 





n

k

nkn a
1

21
ˆˆˆ...ˆˆ  , которая называется частич-

ной суммой рассматриваемого ряда. 

Определение. Ряд  


1

ˆ
k

k
 называется сходящимся в про-

странстве  E, если сходится его последовательность частичных 

сумм ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 naaa  .  

Предел данной последовательности  â  принимается в ка-

честве суммы данного ряда  
a

k

k
ˆˆ

1






 . 

Определение. Если сходится числовой ряд 


1

ˆ
k

k
, то гово-

рят, что ряд 


1

ˆ
k

k
сходится абсолютно. 

      Теорема IV.3. Всякий абсолютно сходящийся ряд в ба-
наховом пространстве будет сходящимся. 

Рассмотрим последовательность частичных сумм абсолютно 
сходящегося ряда 




1

ˆ
k

k : ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 naaa . Так как  ряд 


1

ˆ
k

k
 сходится, то бу-

дет сходиться и последовательность частичных сумм этого число-

вого ряда ,...,..., 21 nsss  и, значит, она является фундаментальной. 

Это значит, что для любого   0  существует такое натуральное 

N, что при любых Nn   и Nk    nk  выполняется  

 nk ss  или  


n

m

m

k

m

m

11

из чего следует  


k

nm

m
.  
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По свойству нормы (аксиома 3)    
 


k

nm

k

nm

mm

k

nm

m  ˆˆˆ .  Но 

nk

k

nm

m aa ˆˆˆ 


  то есть любого   0  существует такое  N, что 

при любых Nn   и Nk    nk    nk aa ˆˆ . Это означает, что 

последовательность ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 naaa  фундаментальная и ,значит, 

она сходится, следовательно сходится и ряд 


1

ˆ
k

k
. 
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 VI.  ПОПОЛНЕНИЕ ПРОСТРАНСТВ 

Определение. Множество 
M в линейном пространстве M, 

называется линейным многообразием, если для любых элементов 

x̂  и ŷ  этого множества и любых чисел   и    элемент 

yx ˆˆ   также  принадлежит множеству 
M . 

Пример.  

Множество полиномов, степень которых не выше n , явля-

ется линейным многообразием в пространстве  baС , .  В самом 

деле, если    и   некоторые числа, а 

nn

nn

n axaxaxaxP  



1

1

10 ...)(   и      

nn

nn

n bxbxbxbxQ  



1

1

10 ...)(    два полинома степени не 

выше n , то   ...)()()()( 1

1100

nn

nn xbaxbaxQxP   

)()( 11 nnnn baxba     тоже будет полиномом степени не 

выше n  и будет принадлежать тому же множеству. 

Определение. Линейное многообразие M , принадлежащее 

линейному нормированному пространству E  называется плот-

ным в пространстве E , если для любого элемента Exˆ  и лю-

бого числа 0  существует элемент Mẑ такой  что 

 zx ˆˆ . 

Если множество 
M плотно в нормированном пространстве 

E  и Exˆ , то выбирая последовательно 

...1,...,
2

1,1
n

   для каждого   найдем  
Mz1

ˆ  ,   

Mz2
ˆ  ,…, ...ˆ Mzn такие, что   

n
zx n

1ˆˆ  , где ,...2,1n  

Переходя к пределу при n в полученном неравенстве, при-

ходим к выводу, что числовая последовательность 

nn zxzx ˆˆ)ˆ,ˆ(   стремится к нулю и, следовательно, 

xzn
n

ˆˆlim 


. 

Пример.  

Рассмотрим пространство действительных чисел R и мно-

жество рациональных чисел Q , которое является плотным в 
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пространстве R , так как известно, что для каждого действитель-

ного числа r  и любого  0  можно найти такое рациональное 

число q , что  qr . 

Теорема IV.4 Всякое нормированное пространство E  мож-

но рассматривать как линейное многообразие, плотное в некото-

ром банаховом пространстве Б . 

Пространство Б  в этом случае называется пополнением 

пространства E . 
Рассмотрим всевозможные фундаментальные последова-

тельности элементов  nx̂  пространства E . Две последователь-

ности элементов  nx̂  и  1ˆ
nx  пространства E  будем называть 

эквивалентными, если числовые последовательности 

11 ˆˆ)ˆ,ˆ( nnnn xxxx   будут стремиться к нулю при n  и 

факт эквивалентности этих последовательностей будем обозна-

чать     1ˆ~ˆ
nn xx . Далее, все фундаментальные последователь-

ности  nx̂  пространства E  разобъем на непересекающиеся 

классы (группы) таким образом, чтобы все эквивалентные фунда-

ментальные последовательности попали в один класс. Получен-

ные классы обозначим через x~ , y~ , z~ … и так далее, а множество 

всех таких классов обозначим через  Б . Если фундаментальная 

последовательность  nx̂  принадлежит классу x~ , то есть 

  xxn
~ˆ  , то ее будем называть представителем данного класса. 

Любой элемент x̂ пространства E   будем отождествлять с по-

следовательностью  x̂ , у которой все члены равны элементу x̂ . 

Легко видеть, что подобные последовательности тоже будут фун-

даментальными и их тоже присоединим к множеству Б .  Будем 

теперь множество Б  рассматривать как линейное нормированное 
пространство. При этом операцию сложения элементов простран-

ства определим следующим образом: если   xxn
~ˆ   и   yyn

~ˆ  , 

то суммой элементов (классов) пространства Б  x~ и y~  будем 

называть класс, содержащий фундаментальную последователь-
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ность  nn yx ˆˆ  . Докажем, что эта последовательность тоже бу-

дет фундаментальной, а значит будет существовать и класс ее 

содержащий. Действительно, если   xxn
~ˆ   и   yyn

~ˆ   фунда-

ментальные последовательности, то из определения фундамен-
тальной последовательности следует, что для любого числа 0  

существуют  такие натуральные  N1 и N2, что   
2

)ˆ,ˆ(  kn xx    

при всех   
1Nn   и 1Nk     и  

2
)ˆ,ˆ(  kn yy  при всех  2Nn   и 

2Nk   . Тогда, если взять в качестве N наибольшее из чисел N1 и 

N2, то при всех  Nn   и Nk    будут выполняться неравенства 

2
)ˆ,ˆ(  kn xx     и    

2
)ˆ,ˆ(  kn yy .    Значит 

 knknkknnkknn yyxxyxyxyxyx ˆˆˆˆ)ˆˆ(ˆˆ)ˆˆ,ˆˆ(  

  )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( knkn yyxx   при всех  Nn   и Nk   . А это означа-

ет, что последовательность  nn yx ˆˆ   фундаментальная.  

Покажем теперь, что введенная операция сложения эле-

ментов пространства Б  не зависит от выбора представителей 

классов x~ и y~ . Для этого возьмем другие фундаментальные по-

следовательности, являющиеся представителями классов x~ и 

y~ :  xxn
~ˆ   и   yyn

~ˆ  . Докажем, что из    nn xx ˆ~ˆ  и 

   nn yy ˆ~ˆ  следует      nnnn yxyx  ˆˆ~ˆˆ , то есть, что фунда-

ментальные последовательности  nn yx ˆˆ   и  nn yx  ˆˆ  принадле-

жат одному и тому же классу и определяют один и тот же эле-

мент пространства Б .  Для этого воспользовавшись неравенством 

треугольника, получим  

 nnnnnnnnnnnn yyxxyxyxyxyx ˆˆˆˆ)ˆˆ(ˆˆ)ˆˆ,ˆˆ(  

nnnn yyxx  ˆˆˆˆ . Из     nn xx ˆ~ˆ  и    nn yy ˆ~ˆ   

следует, что 0ˆˆ  nn xx   и 0ˆˆ  nn yy  при n  и 

значит 

0ˆˆˆˆ)ˆˆ(ˆˆ)ˆˆ,ˆˆ(  nnnnnnnnnnnn yyxxyxyxyxyx  
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n  и    nnnn yxyx  ˆˆ~ˆˆ . 

Произведением элемента x~ пространства  Б , содержащим 

последовательность nx̂  и ей эквивалентные,  на число   бу-

дем называть элемент x~ , который  является классом, содержа-

щим последовательность  nx̂  и ей эквивалентные фундамен-

тальные последовательности. 

Для обоснования законности такого определения данной 

операции следует доказать, что последовательность  nx̂  тоже 

является фундаментальной и что введенная таким образом опе-
рация является однозначной. То есть, не зависит от того, какая 

фундаментальная последовательность выбрана в качестве пред-

ставителя класса x~ . 

      При 0  из фундаментальности последовательности 

 nx̂  следует, что для любого числа 0  существует  такое 

натуральное  N, что при всех  Nn   и Nk  выполняется не-

равенство   


 )ˆ,ˆ( kn xx . Значит для любого числа 0   при 

всех   Nn    и  Nk    выполняется 

  knknkn xxxxxx ˆˆˆˆ)ˆ,ˆ(  и значит последова-

тельность  nx̂  является фундаментальной. Если же 0 , то 

результат умножения представляет собой  последовательность, 

состоящую из одних нулевых элементов    0̂ˆ nx . Тогда для 

любого числа 0   и для любых n   и  k   будет выполняться 

соотношение   00̂0̂)0̂,0̂( , из чего следует фундамен-

тальность последовательности  0̂  

Выберем в качестве представителя класса x~  последова-

тельность  nxˆ , эквивалентную ранее взятой в качестве предста-

вителя последовательности nx̂ , и докажем, что последователь-

ности  nx̂  и  nxˆ  тоже будут эквивалентными.  Действитель-
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но, из    nn xx ˆ~ˆ  следует, что 0ˆˆ)ˆ,ˆ( 
nnnn xxxx    при 

n . Но тогда 

0ˆˆˆˆ)ˆ,ˆ( 
nnnnnn xxxxxx   при n  и 

значит последовательности  nx̂  и  nxˆ  эквивалентны, пред-

ставляют один и тот же класс, то есть результат операции умно-

жения элемента пространства Б не зависит от выбора представи-

теля класса x~ . 

       Докажем теперь справедливость всех восьми аксиом в 

определении линейного пространства. В силу того, что операции 

сложения элементов пространства Б и умножения его элементов 

на число сводится ,соответственно, к операции сложения элемен-

тов и умножения элементов на число линейного пространства E , 
следует сразу же признать справедливость аксиом 1,2,5,6,7,8. В 

качестве нулевого элемента пространства Б можно взять выше 

рассмотренный класс с представителем 0̂ , последовательности 

все элементы которой равны 0̂ . Элемент )~( x , противополож-

ный элементу x~ с представителями  nx̂ , является класс экви-

валентных последовательностей nx̂ . В результате все аксиомы 

определения линейного пространства будут выполняться. 

Теперь необходимо ввести норму пространства  Б . Норму 

элемента  x~  можно определить как предел норм элементов по-

следовательности  nx̂ представляющей класс x~ : 
n

nБ
xx ˆlim~


 . 

Этот предел существует, так как последовательность  nx̂  фун-

даментальная. Действительно из фундаментальности  nx̂  следу-

ет, что для любого числа 0   существует  такое натуральное  

N, что при всех  Nn   и Nk  выполняется неравенство   

 kn xx ˆˆ . 

Далее, из неравенства треугольника следует 

kknkknn xxxxxxx ˆˆˆˆ)ˆˆ(ˆ    или 

knkn xxxx ˆˆˆˆ  . 
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Поменяв местами  nx̂  и kx̂ , получим неравенство 

knnk xxxx ˆˆˆˆ   или knkn xxxx ˆˆˆˆ  . Объединяя 

данное неравенство с неравенством доказанным ранее, получим  

knkn xxxx ˆˆˆˆ  . Из этого неравенства и фундаментально-

сти последовательности   nx̂ следует, что для любого числа 0   

существует  такое натуральное  N, что при всех  Nn   и 

Nk  выполняется неравенство  knkn xxxx ˆˆˆˆ , 

то есть фундаментальность числовой последовательности nx̂ , а 

в силу полноты множества действительных чисел и существова-

ние предела 
n

nБ
xx ˆlim~


 . 

Докажем теперь независимость нормы от выбора предста-

вителя. Выберем другой представитель класса x~ - последова-

тельность  nxˆ . Тогда используя только что доказанное неравен-

ство получим 
nnnn xxxx ˆˆˆˆ  . Так как    nn xx ˆ~ˆ , то 

0ˆˆ  nn xx и 0ˆˆ  nn xx . Следовательно n
n

n
n

xx 

ˆlimˆlim , 

что и доказывает независимость нормы от выбора представителя. 

Докажем, что введенная таким образом норма удовлетво-

ряет соответствующим аксиомам. Так как 0ˆ nx , то 

0ˆlim~ 


n
nБ

xx , что доказывает справедливость первой аксио-

мы. Справедливость второй аксиомы доказывает нижеследующее 

Бn
n

n
n

n
nБ

xxxxx ~ˆlimˆlimˆlim~  


. 

Далее, 
БnБnnn

n
nn

nБ
yxyxyxyx ~~)ˆˆ(limˆˆlim~~ 



 и 

доказано выполнение третьей аксиомы. 

Покажем теперь, что исходное пространство E  является не-

которым многообразием в пространстве Б . Любой элемент 

Exˆ будем рассматривать как класс, содержащий последова-

тельность  x̂ , состоящую только из элементов x̂ , x̂ ,…, x̂ ,…. 

Такой класс обозначим через x̂ , а последовательность  x̂  назо-
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вем стационарной. Тогда очевидно, что класс x̂ будет содер-

жать стационарную последовательность  x̂ , а класс yx ˆˆ  будет 

содержать стационарную последовательность  yx ˆˆ  . Значит мно-

жество E  всех классов, содержащих стационарные последова-

тельности, является многообразием в пространстве Б . 

Докажем, что линейное многообразие E  плотно в про-

странстве Б . Отметим, что по определению норма 

xxx
nБ

ˆˆlimˆ 


. Пусть класс Бx ~
, докажем существование 

последовательности      Еxn ˆ    такой, что 0ˆ~lim 


n
n

xx . Это и 

означает плотность Е в пространстве Б. Допустим, что   nx̂  

представитель класса x~ . Тогда из фундаментальности  nx̂ сле-

дует, что для  любого числа 0   существует  такое натураль-

ное  N, что при всех  Nn   и Nk   выполняется неравенство   

2
ˆˆ  kn xx . Зафиксируем Nn  ,  тогда    

Бnkn
k

xxxx ~ˆˆˆlim 


и, следовательно, 
2

~ˆ  xxn , то есть 

0ˆ~lim 


n
n

xx . 

В завершении докажем, что полученное пространство Б  

будет банаховым пространством.  Для этого рассмотрим фунда-

ментальную в Б последовательность   nx~ .  В силу того, что 

Е плотно в Б  существует последовательность   Еxn ˆ  такая, что 

неравенство 
Бnn xx ˆ~  справедливо для любого 0 . Положив 

n
1 , где, ,...2,1n получим 

n
xx

Бnn
1ˆ~  . Из  неравенства тре-

угольника имеем 
БmmБmnБnnБmn xxxxxxxx ˆ~~~~ˆˆˆ  

m
xx

n Бmn
1~~1  . 

Тогда существует такое натуральное  N, что при всех  

Nn   и Nm   величина 
Бmn xx ~~   будет меньше любого 

01  и значит 
mn

xx
Бmn

11ˆˆ
1    

Но за счет выбора N число 
mn

11
1   можно сделать мень-
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ше любого 0 , то есть 0ˆˆ 
Бmn xx  при n  и 

т . 

Из фундаментальности  nx̂  в Б  следует ее фундаменталь-

ность в пространстве Е , так как mnБmn xxxx ˆˆˆˆ  . Тогда 

существует  класс x~ , включающий в себя последовательность 

 nx̂ . Так как 
БnБnБnnБn xx

n
xxxxxx ˆ~1ˆ~ˆ~~~  , то при 

n    0ˆ~ 
Бnxx    в силу того, что Е плотно в Б , и теперь 

теорема доказана. 
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VII. ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА 

  В некоторых множествах кроме операций сложения эле-

ментов и умножения элементов на число вводится еще и опера-

ция скалярного произведения элементов, которая бывает весьма 
полезной при решении многих задач. Обобщив понятие скалярно-

го произведения, рассмотрим линейные пространства, в которых 
определяется скалярное произведение элементов и которые 

называются Евклидовыми пространствами. 
Определение. Линейное пространство называется Евклидо-

вым, если в нем для каждой пары элементов â  и b̂     ставится в 

соответствие действительное число )ˆ,ˆ( ba , называемое скалярным 

произведением, которое удовлетворяет следующим аксиомам 

1. 0)ˆ,ˆ( aa , 0)ˆ,ˆ( aa только тогда, когда 0̂ˆ a ; 

2. )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( abba  ; 

3. )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( baba   ; 

4. )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆˆ( bcbabca  ; 

Используя введенное скалярное произведение элементов 

можно ввести норму пространства по формуле  aaa ˆ,ˆˆ  . До-

кажем, что в этом случае будут вы-полняться все соответствую-

щие норме аксиомы. Действительно первая аксиома выполняется 

так как   0ˆ,ˆˆ  aaa  и в силу того , что 0)ˆ,ˆ( aa только тогда, 

когда 0̂ˆ a  очевидно ; 0ˆ a только тогда, когда 0̂ˆ a ; 

Справедливость второй аксиомы следует из приведенных 
ниже выкладок 

  aaaaaaaa ˆ)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(ˆ,ˆˆ 2    

Для доказательства справедливости третьей аксиомы дока-
жем вначале неравенство Коши-Буняковского.     baba ˆˆ)ˆ,ˆ(  . 

Для этого рассмотрим выражение  bxabxa ˆˆ,ˆˆ  , кото-

рое является квадратным трехчленом от действительной пере-

менной   x  , принимающим в силу первой аксиомы только неот-
рицательные значения    

   )ˆ,ˆ()ˆˆ,ˆ()ˆˆ,ˆ(ˆˆ,ˆˆ aabxabxbxaabxabxa

 )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆˆ,ˆ()ˆ,ˆ( bxbxabxbaxaabxabxbxa
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0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(2)ˆ,ˆ( 2  bbxbaxaa . 

Квадратный трехчлен  принимает неотрицательные значе-
ния при положительном коэффициенте при  x2 только тогда, ко-

гда его дискриминант неотрицателен, то есть   

0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(4)ˆ,ˆ(4 2  bbaaba    или     0ˆˆ)ˆ,ˆ(
222  baba . 

Из полученного имеем 
222 ˆˆ)ˆ,ˆ( baba  . Извлекая квад-

ратный корень из обеих частей данного неравенства, получим 
доказываемое соотношение  

baba ˆˆ)ˆ,ˆ(  . 

Докажем теперь справедливость аксиомы треугольника для 
введенной нормы, используя неравенство Коши-Буняковского 

 )ˆ,ˆ()ˆˆ,ˆ()ˆˆ,ˆ()ˆˆ,ˆˆ(ˆˆ
2

aababbaabababa  

 baabbaabbabba ˆ,ˆ2ˆˆ)ˆ,ˆ(2ˆ)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(
222

  

222

)ˆˆ(ˆˆ2ˆˆ babbaab  . 

Таким образом, опуская промежуточные преобразования, 

получим неравенство 

 

 22
ˆˆˆˆ baba  . 

После извлечения квадратного корня их обеих частей этого 

неравенство получим доказываемое соотношение 

baba ˆˆˆ  . 

Примеры. 
1.Рассмотрим n-мерное векторное пространство, на котором 

операция скалярного умножения двух  векторов 

),...,,( 21 naaaa 


 и ),...,,( 21 nbbbb 


   вводится  

как    nn babababa  ..., 2211


. Выполнение соответству-

ющих аксиом доказывается достаточно легко.  

В самом деле    0)..., 22

2

2

1  naaaaa


 и , очевидно, 

что    0, aa


 только тогда, когда все компоненты вектора a


 рав-

ны нулю, то есть когда 0


a , что доказывает выполнение первой 
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аксиомы. 
Далее  

  ),(......, 22112211 ababababbabababa nnnn




.  
Это доказательство второй аксиомы.  

Наконец, рассмотрим теперь три вектора  ),...,,( 21 naaaa 


, 

),...,,( 21 nbbbb 


  и  ),...,,( 21 nсссс 


. 

 nnn bcabcabcabca )(...)()()ˆ,ˆˆ( 222111  

 nnnn bcbcbcbababa ...... 22112211  

),(),( bcba


 . 

Тем самым доказано выполнение третьей аксиомы. 

2.Рассмотрим множество функций 
2L , определенных и ин-

тегрируемых с квадратом на отрезке  ba, , то есть множество 

функций )(tx  для которых существует интеграл 
b

a

dttx )(2
. Ска-

лярное произведение двух функций )(tx  и )(ty  определим сле-

дующим образом  
 

b

a

dttytxtytx )()())(),(( .  Докажем, что и в этом 

случае выполняются все три аксиомы. 

Интеграл 0)(2 
b

a

dttx , так как  под знаком интеграла сто-

ит неотрицательная функция )(2 tx  неотрицательность интеграла 

следует из  соответствующего свойства определенного интеграла. 

Причем данный интеграл равен нулю при 0)( tx . 

Далее     

b

a

b

a

txtydttxtydttytxtytx ))(),(()()()()())(),((  из 

чего следует справедливость второй аксиомы. 

Рассмотрим теперь три функции интегрируемые с квадра-

том )(tx , )(ty  и )(tz .  

Тогда 

   

b

a

b

a

dttytxdttytztxtytztx )()()()()())(),()((
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 

b

a

tytztytxdttytz ))(),(()(),(()()(
  это доказывает выполнение третьей 

аксиомы. 
Определение. Полное евклидово пространство бесконечной 

размерности в норме порожденной скалярным произведением 
называется гильбертовым пространством. 

Из определения следует, что в гильбертовом пространстве 

норма элемента определяется как квадратный корень из скаляр-
ного произведения элемента самого на себя. 

 
Ортогональность элементов. 

Определение. Два элемента евклидова пространства â  и 

b̂ называются ортогональными, если их скалярное произведение 

равно нулю    0ˆ,ˆ ba . 

Можно доказать что нулевой элемент пространства ортого-

нален любому элементу. Нулевой элемент можно представить как 

произведение любого элемента пространства на число 0, то есть 

â00̂  . Тогда скалярное произведение нулевого элемента на 

произвольный элемент пространства b̂  равно 

0)ˆ,ˆ(0)ˆ,ˆ0()ˆ,0̂(  babab . 

 Определение. Система элементов  евклидова  пространства 

niii ˆ,...,ˆ,ˆ 21  не равных нулю называется ортогональной, если лю-

бые два элемента этой системы являются ортогональными.  

В качестве простейшего примера ортогональной системы 
элементов можно привести систему векторов единичной длины 

kji


,,  направленных вдоль осей координат в трехмерном про-

странстве. 
Теорема V.1. Ортогональная система элементов евклидова 

пространства линейно независима. 

Пусть niii ˆ,...,ˆ,ˆ 21  ортогональная система элементов и пусть 

существует постоянные 
nССС ,...,, 21
 такие, что 

0̂ˆ...ˆˆ
2211  nniСiСiС . 

Умножим данное равенство скалярно на 1î  

)ˆ,0̂()ˆ,ˆ(...)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 11122111 iiiСiiСiiС nn  . 
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Но 0)ˆ,ˆ( 12 ii , …, 0)ˆ,ˆ( 1 iin
  и 0)ˆ,0̂( 1 i , а  

2

111
ˆ)ˆ,ˆ( iii  . 

 Тогда   0ˆ
2

11 iС . Но 0̂ˆ
1 i  следовательно 01 С . 

Аналогичным образом, умножая соотношение 

0̂ˆ...ˆˆ
2211  nniСiСiС последовательно на niii ˆ,...,ˆ,ˆ 32 можно 

доказать, что и остальные постоянные 
nССС ,...,, 32
в этом случае 

также равны нулю, что и доказывает линейную независимость 

системы элементов niii ˆ,...,ˆ,ˆ 21 . 

       Определение. Ортогональная система элементов ев-

клидова  пространства называется ортонормированной, если нор-

ма каждого элемента системы равна единице. 
Очевидно, что любую ортогональную систему можно сде-

лать ортонормированной. Для этого достаточно каждый элемент 

kî  умножить на  число 

kî
1 . 

Ортогонализация линейно независимой системы  

элементов. 

Рассмотрим бесконечную систему элементов евклидова 

пространства ,...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 n .  

Определение. Бесконечную систему элементов 

,...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 n будем считать линейно независимой , если при 

любом k система элементов 
k ˆ,...,ˆ,ˆ 21
линейно независима.  

Определение. Бесконечная система элементов 

,...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 niii называется ортогональной, если все элементы си-

стемы отличны от нулевого элемента и скалярное произведение 

  0ˆ,ˆ mk ii , если mk  . 

Возьмем линейно независимую бесконечную систему эле-

ментов      ,...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 n    и построим по ней ортогональную 

систему ,...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 niii . 

Положим 11
ˆˆ i . Элемент 2î  будем искать в виде 

12122
ˆˆˆ iсi  , причем величину  21с  выберем таким образом, 
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чтобы выполнялось соотношение   0ˆ,ˆ 21 ii :   0ˆ,ˆˆ
11212  iiс  то 

есть 0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 112112  iiсi . Отсюда получим 
)ˆ,ˆ(

)ˆ,ˆ(

11

12
21

ii

i
с


 .  Да-

лее, элемент  3î  ищем в виде 23213133
ˆˆˆˆ iсiсi  , причем  по-

стоянные 31с и 32с будем определять из условия ортогональности 

элемента 3î  к элементам 
1î  и 2î : 

0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆˆˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 1131312321313131  iiciiсiсiii  и зна-

чит 
)ˆ,ˆ(

)ˆ,ˆ(

11

21
31

ii

i
с


 , аналогично  

0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆˆˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 2232322321313232  iiciiсiсiii   

из этого получим  
)ˆ,ˆ(

)ˆ,ˆ(

22

32
32

ii

i
с


 .   

Продолжая этот процесс и далее, кый элемент будем искать 

в виде  

112211
ˆ...ˆˆˆˆ
 rkkkkkk icicici  . 

Потребуем, чтобы элемент kî  был ортогонален всем 

найденным ранее элементам 121
ˆ,...,ˆ,ˆ kiii . Для этого приравняем 

к нулю скалярные произведения этих элементов и kî :                     

0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 1111  iici kk . 

                                                         

0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 2222  iici kk  

  ……..…………………. 

                                                         

0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 1111   kkkkkk iici  . 

Из данных соотношений определим значения постоян-

ных 121 ,..., kkkk ccc  

)ˆ,ˆ(

)ˆ,ˆ(

11

1
1

ii

i
с k

k




)ˆ,ˆ(

)ˆ,ˆ(

22

2
2

ii

i
с k

k


 , …,

)ˆ,ˆ(

)ˆ,ˆ(

11

1
1




 

kk

kk
kk

ii

i
с

 . 
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VIII. РЯДЫ ФУРЬЕ 

Пусть в гильбертовом пространстве дана бесконечная орто-

гональная система элементов  ,...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 niii . 

Определение. Бесконечная сумма вида  







1

2211
ˆ...ˆ...ˆˆ

k

kknn iiii  , 

где ......, 21 n  - числа называется рядом по ортогональной си-

стеме  ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 niii . 

Если â  некоторый элемент гильбертова пространства, то-

гда числа  
2

ˆ

ˆ,ˆ

k

k
k

i

ia
с   называются коэффициентами Фурье элемента 

â  по ортогональной системе ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 niii , а ряд 





1

ˆ

k

kk iс  

называется рядом Фурье  для элемента â  по ортогональной си-

стеме ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 niii . 

Определение. Сумма первых n слагаемых ряда Фурье  





n

k

kknn iсiсiсiс
1

2211
ˆˆ...ˆˆ  

называется частичной суммой этого ряда. 
Возьмем первые n элементов ортогональной системы 

niii ˆ,...,ˆ,ˆ 21  и построим их линейные комбинации  





n

k

kk ib
1

ˆˆ  . Вычислим квадрат расстояния между элементами 

â и b̂  









 



n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk iaiaiababa
11

2

1

2
2 ˆˆ,ˆˆˆˆˆˆ)ˆ,ˆ(   

  

























 



n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk iiaiiaaa
1111

ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ  . 

Учитывая ортогональность элементов niii ˆ,...,ˆ,ˆ 21 , послед-

нее слагаемое представимо в виде     
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












n

k

kkk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk iiiii
1

2
2

1

2

11

ˆ)ˆ,ˆ(ˆ,ˆ  . 

 Заметим также, что  из определения коэффициентов Фурье 

kс следует    2
ˆˆ,ˆ kkk icia   . Это позволяет нужным образом пре-

образовать второе  и третье слагаемые   

  





















n

k

kkk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk iciaaiia
1

2

111

ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ 
. 

Тогда  

  
 


n

k

kkkk

n

k

n

k

kkkkk ciaiicaba
1

2
22

1 1

2
2

222 2ˆˆˆˆ2ˆ)ˆ,ˆ(   

   



n

k

kkkkkk

n

k

kkkk ccciacia
1

222
22

1

2
22

2ˆˆ2ˆˆ   

    
 


n

k

n

k

kkkkkkk

n

k

kkkk cicciacia
1 1

2
2

22
22

1

2
22 ˆ2ˆˆ2ˆˆ   

    
 


n

k

n

k

kkkkk

n

k

kkkk ciciacia
1 1

2
2222

1

2
22 ˆˆˆ2ˆˆ  . 

Полученное выражение для квадрата расстояния между 

элементами â и b̂ , показывает, что оно достигает минимум при 

kk c , то есть,  когда коэффициенты в линейной комбинации 

равны коэффициентам Фурье. Это свойство коэффициентов Фурье 
называется их минимальным свойством. Другими словами это 

свойство можно сформулировать следующим образом: наилучшее 

приближение любого элемента пространства линейными комби-
нациями построенными с использованием первых n элементов 

ортогональной системы niii ˆ,...,ˆ,ˆ 21  является линейная комбина-

ция построенная с коэффициентами Фурье данного элемента. 

Обозначим через      



n

k

kkn ica
1

ˆˆ .   Тогда  используя 

преобразования, аналогичные преобразованиям проведенным 

ранее, получим 

  
















 



n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kkn icaaaicaicaica
111

2

1

2 ˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆ  

 





















n

k

k

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk iacaicicaic
1

2

111

ˆ,ˆ2ˆˆ,ˆˆ,ˆ  
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 
 


n

k

kkk

n

k

n

k

kkk

n

k

kk icaicicaic
1

2
222

1 1

2
2

22

1

2
2 ˆˆˆˆ2ˆˆ . 

Так как 02 n , то   0ˆˆ
1

2
22




n

k

kk ica   и ,следовательно, 





n

k

kk ica
1

2
22 ˆˆ . 

Это неравенство называется неравенством Бесселя. 
 

Но    


n

k

kk ic
1

2
2 ˆ    представляет собой  частичную сумму не-

отрицательного числового ряда 


1

2
2 ˆ

k

kk ic .  

Известно, что ряд с неотрицательными членами сходятся 

тогда, когда последовательность его частичных сумм ограничена 
сверху. Значит, из полученного выше неравенства, которое мож-

но представить в виде 
2

1

2
2 ˆˆ aic

n

k

kk


 , следует ограниченность 

последовательности частичных сумм ряда  


1

2
2 ˆ

k

kk ic , то есть его 

сходимость. 

       Определение. Ортогональная система ...ˆ,...,ˆ,ˆ 21 niii  

из гильбертова пространства называется полной, если для любого 

элемента â пространства выполняется равенство  aiс
k

kk
ˆˆ

1






. 

Полная ортогональная система называется ортогональным 
базисом гильбертова пространства.  

Ранее было показано, что 





n

k

kk

n

k

kkn icaica
1

2
22

2

1

2 ˆˆ,ˆˆ . Из этого можно сделать вывод 

о том, что для полноты ортогональной системы необходимо и до-

статочно выполнения равенства 



n

k

kkn ica
1

2
222 0ˆˆ   или   





n

k

kk aic
1

22
2 ˆˆ . 
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Полученное равенство называется равенством Парсеваля.  
Таким образом только в случае полной ортогональной системы 

неравенство Бесселя переходит в равенство Парсеваля. 
 

Примеры полных ортогональных систем. 

1. Рассмотрим пространство 
2L функций  )(tx  интегрируе-

мых с квадратом на отрезке   ,  и в этом пространстве орто-

гональную систему функций 

,...sin,cos,...,2sin,2cos,sin,cos,1 ntnttttt , 

которая называется тригонометрической системой. 

Ортогональность данной системы доказывается вычислени-
ем, соответствующих интегралов, учитывая, что скалярное произ-

ведение в пространстве 
2L  определяется как   










dttytxtytx )()())(),(( : 

0
)(sinsinsin

cos1)cos,1( 





 n

n

n

n

n

nt
ntdtnt










, 

 







 n

n

n

n

n

nt
ntdtnt

)(coscoscos
sin1)sin,1(










 

0
coscos


n

n

n

n   ,     при   0n  

  









 













dt
tnmtnm

mtdtntmtсosnt
2

)sin(

2

)sin(
sincossin,  























)(2

)cos(

)(2

)cos(

)(2

)cos(

)(2

)cos(

nm

nm

nm

nm

nm

tnm

nm

tnm 




 

   






















)(2

)cos(

)(2

)cos(

)(2

)cos(

)(2

)cos(

nm

nm

nm

nm

nm

nm

nm

nm   

0
)(2

)cos(

)(2

)cos(











nm

nm

nm

nm  . 

Следует отметить, что последнее скалярное произведение 

равно нулю и при nm  . 

  









 













dt
tnmtnm

mtdtntmtсosnt
2

)cos(

2

)cos(
coscoscos,  
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




















)(2

)sin(

)(2

)sin(

)(2

)sin(

)(2

)sin(

nm

nm

nm

nm

nm

tnm

nm

tnm 




 

   
0

)(2

)sin(

)(2

)sin(












nm

nm

nm

nm       при    nm  , 

  









 













dt
tnmtnm

mtdtntntnt
2

)cos(

2

)cos(
sinsinsin,sin  






















)(2

)sin(

)(2

)sin(

)(2

)sin(

)(2

)sin(

nm

nm

nm

nm

nm

tnm

nm

tnm 




 

   
0

)(2

)sin(

)(2

)sin(












nm

nm

nm

nm 
    при    nm  . 

Полнота этой ортогональной системы следует из теоремы  
Вейерштрасса, утверждающей, что любая непрерывная функция 

может быть приближена с любой заданной точностью частичной 
суммой ряда Фурье тригонометрической системы.  

С другой стороны любая функция интегрируемая с квадра-

том может быть приближена с любой точностью непрерывными 
функциями. 

 Вычислим квадраты норм элементов тригонометрической 
системы 














211 22

tdt , 











 

  n

n

n

ntt
dt

nt
ntdtnt

4

2sin

24

2sin

22

2cos

2

1
coscos 22 













 











n

n

4

)2sin(

2

, 











 

  n

n

n

ntt
dt

nt
ntdtnt

4

2sin

24

2sin

22

2cos

2

1
sinsin 22 























n

n

4

)2sin(

2
. 

 
Тогда, используя формулы полученные ранее, любую функ-

цию интегрируемую с квадратом )(tx можно представить в виде  

ряда  

 





1

0 sincos)(
k

kk ktbktaatx , 

где коэффициенты ряда определяются по формулам 











dttxa )(
2

1
0

, 









ktdttxak cos)(
1 , 











ktdttxbk sin)(
1 . 
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В качестве примера разложим в тригонометрический ряд 

Фурье функцию tt 2  на отрезке   , , вычислив вначале ко-

эффициенты ряда 












 3
)(

2

1 2
2

0 dttta ,          










k

k
k

ktdttta )1(
4

cos)(
1

2

2 , 











k

k
k

ktdtttb )1(
2

sin)(
1 2 .  

Тогда данное разложение будет иметь вид 












 





1
2

2
2 sin

2)1(
cos

4)1(

3
1

k

kk

kt
k

kt
k

t
 . 

2.Рассмотрим пространство 
2L функций  )(tx  интегрируе-

мых с квадратом на отрезке  1,1 , в котором возьмем бесконеч-

ную систему элементов ...,...,,1 2 nttt . Ранее было доказано, 

что данная система является линейно независимой при любом n. 
Полнота системы многочленов на отрезке  1,1  следует из теоре-

мы Вейерштрасса о равномерном приближении любой непрерыв-

ной функции на указанном отрезке многочленами. Для получения 
из данной линейно независимой системы элементов  ортогональ-

ной системы ее необходимо ортогонализовать,  используя приве-

денный ранее алгоритм ортогонализации. Тогда  положим 1ˆ
1 i , 

а следующий элемент будем искать в виде 

1ˆ
212  cti , требуя ортогональности элементов 1î  

и 1î :   02
2

1

2

1

2
)(ˆ,ˆ 212121

1

1

21

21

1

2121 



 ccctc
t

dtсtii  

Значит 021 c  и  ti 2
ˆ . 

Следующий элемент ищем в виде tссti 3231

2

3 1ˆ  . 

Следуя алгоритму, получим 

  



 2

1

3

1

23
)1(ˆ,ˆ 3231

1

1

2

3231

31

1

3231

2

31 cc
t

ctc
t

dttcсtii  

02
3

2

2

1

3

1
313231  ccc ,   

3

1
31 c . 

   


24
)()1(ˆ,ˆ

2

31

41

1

2

3231

3

1

1

3231

2

32

t
с

t
dttctсtdttcсttii
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0
3

2

3

1

2

1

4

1

3

1

2

1

4

1

3
3232313231

1

1

3

32 



ccсcс
t

c
.  

Следовательно, 032 c , а элемент 
3

1ˆ 2

3  ti . 

Полученные выражения для элементов ортогональной си-

стемы можно представить в виде   
02

1 )1(1ˆ  ti ,    

)1(
2

1ˆ 2

2  t
dt

d
i , 22

2

2

2 )1(
12

1ˆ  t
dt

d
i . 

Аналогичные выражения можно получить и для остальных 

элементов. Эти выражения с точностью до постоянного множите-
ля совпадают с многочленами Лежандра, которые определяются 

по формуле     n
n

n

nn t
dt

d

n
tP 1

!2

1
)( 2 

. 

Вычислим нормы элементов данной системы, для чего вос-

пользуемся  интегралом     






1

1

2

12

2
)(

n
dttPn

. 

Тогда,  любую функцию )(tx интегрируемую с квадратом на 

отрезке  1,1   можно представить в виде  ряда   





1

)()(
k

kk tPсtx , 

где коэффициенты ряда kс определяются по формулам      







1

1

)()(
2

12
dttPtx

k
с kk

.  
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IX.  ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 

 Одним из важнейших понятий математики является поня-

тие функции. Функция считается заданной, если установлен за-

кон, в соответствии с которым каждому числу одного числового 
множества, именуемого областью определения, ставится в соот-

ветствие некоторое число другого числового множества, называ-
емого областью значений. Если вместо числовых множеств рас-

сматривать множества другой природы, то  придем к более обще-
му понятию. В частности, если в качестве области определения 

взять не числовое множество, а множество какой угодно другой 

природы,  то получим несколько иной объект, который называет-
ся функционалом. 

Определение. Говорят, что на линейном пространстве М 
задан функционал, если задан закон, в соответствии с которым  

каждому элементу этого пространства â  ставится в соответствие 

некоторое число )ˆ(
~

aF . 

Примеры.  

1. Рассмотрим пространство n-мерных векторов, на кото-
ром определим функционал, ставящий в соответствие каждому 

вектору a =  naaa ,..., 21  число, определяемое  по формуле 

)(
~

aF = C·a2 = C·(a1
2+ a2

2+…+ an
2). 

2. Пусть )(0 tx  некоторая фиксированная функция про-

странства  baC , . Тогда на данном пространстве можно опреде-

лить интегральный функционал, который каждой функции 

 baCtx ,)(   ставит в соответствие число  

b

a

dttxtxtxF )()())((
~

0
. 

3. Рассмотрим множество квадратных матриц  порядка 2, 
вида  











2221

1211

aa

aa
A

 . 

Ранее было показано, что это множество представляет со-

бой линейное пространство. Следом квадратной матрицы A (обо-
значается trA) называется сумма элементов ее главной диагонали. 

Таким образом, след приведенной выше матрицы второго порядка   

2211 aatrA   и на множестве квадратных матриц можно опреде-
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лить функционал, который ставит в соответствие каждой квад-

ратной матрице второго порядка ее след   2211)(
~

aaAF  . 

       Определение. Функционал называется линейным, если 

он удовлетворяет  следующим условиям 

1. )ˆ()ˆ(
~

)ˆˆ(
~

bFaFbaF   - условие аддитивности; 

2. )ˆ(
~

)ˆ(
~

aFaF   ,  - некоторое число, это условие од-

нородности. 

Из приведенных выше в качестве примера функционалов, 
второй и третий функционалы являются  линейными. Действи-

тельно, для второго функционала имеем  

 

b

a

b

a

dttxtxdttytxtxtytxF )()())()(()())()((
~

00
 

))((
~

))((
~

)()(0 tyFtxFdttxtx

b

a

  , 

 

b

a

b

a

txFdttxtxdttxtxtxF ))((
~

)()()()())((
~

00  , 

Тем самым доказано линейность второго функционала. До-
кажем теперь линейность третьего функционала. Пусть имеем две 

квадратные матрицы второго порядка     










2221

1211

aa

aa
A       и     











2221

1211

bb

bb
B . 

)(
~

)(
~

)(
~

22112211 BFAFbbaaBAF    

и тем самым доказано выполнение условия аддитивности. 

Пусть   - некоторое число, тогда 

 )(
~

)()(
~

22112211 AFaaaaAF   , что 

доказывает выполнение условия однородности. 

 Многие понятия, которые были рассмотрены в математиче-
ском анализе по отношения к функциям , можно перенести и на 

функционалы. 

Определение. Функционал )ˆ(
~

aF называется ограниченным, 

если существует постоянная С такая, что для всех 

тов â справедливо неравенство СaF )ˆ(
~

. 

Докажем ограниченность выше рассмотренного функциона-
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ла  

b

a

dttxtxtxF )()())((
~

0
 

Так как данный функционал определен на пространстве 

функций непрерывных на отрезке  ba, , а функции )(0 tx   и  

)(tx  принадлежат этому пространству, то функции )(0 tx  и 

)(tx непрерывны на  ba, , а значит и ограничены на  ba, . 

Следовательно, существуют такие постоянные С1 и С2 , что 

на отрезке  ba,  справедливы неравенства 10 )( Ctx    и  

2)( Ctx  . Обозначим  ab  . Тогда использую известное свой-

ства определенного интеграла будем иметь  

 
  )()(max)()()()())((

~
0

,
00 txtxdttxtxdttxtxtxF

ba

b

a

b

a

 

   
CCCtxtx

baba
 21

,
0

,
)(max)(max ,  то есть CtxF ))((

~ ,  

что и требовалось доказать. 

Будем считать далее, что областью определения функцио-
нала является метрическое линейное пространство. 

Определение. Функционал )ˆ(
~

aF  называется непрерывным 

на элементе 0â ,  если для любого числа 0  найдется такое 

число 0 , что неравенство  )ˆ(
~

)ˆ(
~

0aFaF выполняется как 

только  )ˆ,ˆ( 0aa . 

Как видно определение непрерывности функционала прак-
тически не отличается от определения непрерывности функции. 

Докажем непрерывность функционала    

 

b

a

dttxtxtxF )()())((
~

0
, определенного на пространстве  baC , . 

Возьмем в качестве элемента )(ˆ
0 txa  , а  в качестве элемента 

)(ˆ tza  . Функции )(0 tx  и )()( txtz   принадлежат пространству  

 baC ,
, значит они ограничены, то есть существует такая постоян-

ная С1, что на отрезке  ba,  справедливо неравенства 
10 )( Ctx  .  

Зададим число 0 , и рассмотрим такие функции  )(tz , 
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чтобы выполнялось соотношение    
  


1

,
))()((max

С
txtz

ba

 , где  

ab  .  Тогда 

 
b

a

b

a

b

a

dttxtxtztxdttxtxdttztxaFaF ))()()()(()()()()()ˆ(
~

)ˆ(
~

00000
 

 

b

a

b

a

dttxtztxdttxtztx ))()(()())()(()( 00
 

     
 ))()((max)(max))()(()(max

,
0

,
0

,
txtztxtxtztx

bababa

 








1

1
С

C . 

Таким образом, следует положить 



1С


 .  В этом случае из 

выше изложенного следует, что из  
  


1

,
))()((max

С
txtz

ba

   или  

другими словами из неравенства  
 

 ))(),((
,

txtz
baC

 следует нера-

венство  ))((
~

))((
~

txFtzF ,  что и следовало доказать. 
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X.  ОПЕРАТОРЫ 

В предыдущем разделе было введено понятие функциона-

ла, как некоторое обобщение понятия функции. В отличии от 

функции функционал представляет собой отображение некоторо-
го множества на множество числовое. Если рассматривать отоб-

ражение одного множества элементов произвольной природы на 
другое множество элементов произвольной природы , то мы при-

дем к понятию оператора. 
Пусть X и Y два линейных пространства и пусть  множество 

XD , а множество YR  

Определение. Говорят, что на множестве D  линейного 

пространства X задан оператор xAˆ , если задан закон, в соответ-

ствии с которым  каждому элементу x̂  этого множества ставит-

ся в соответствие некоторый элемент xAy ˆˆ   множества R. 

Элемент ŷ при этом называется образом элемента x̂ , а 

элемент x̂  называется  прообразом  элемента ŷ . 

В этом случае множество D  называется областью опреде-

ления оператора xAˆ , а множество R называется областью изме-

нения оператора xAˆ . Иногда, для того чтобы указать что эти 

множества являются областью определения и областью значений 

именно оператора xAˆ , их обозначают, соответственно, )(AD  и 

)(AR .  

Два оператора xAˆ  и  xBˆ  называются равными, если сов-

падают их области определения )()( BDAD  и значений 

)()( BRAR    и для всех )(ˆ ADx  справедливо xBxA ˆˆ  . 

Определение. Оператор xAˆ называется взаимно однознач-

ным, если каждому образу ŷ соответствует  единственный прооб-

раз x̂ . 

Примеры. 

1. Рассмотрим пространство функций )(tx непрерывных на 

отрезке  ],[ ba -  baC ,  и на нем оператор, определенный форму-

лой  

 

b

a

dssxtty 2)()(
. 
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Этот оператор отображает пространство непрерывных 
функций само на себя. 

2.  Рассмотрим n-мерное векторное пространство и матри-

цу P , состоящую из n столбцов и m строк              























mnmm

n

n

ppp

ppp

ppp

P

...

............

...

...

21

22221

11211

. Если умножить n-мерный вектор, рассмат-

ривая его как вектор-столбец 























na

a

a

a
...

2

1


, справа на матрицу, то , 

очевидно, получим m-мерный  вектор-столбец baP


 . Таким 

образом матрицу P  можно рассматривать как оператор, отобра-

жающий n-мерное векторное пространство но m-мерное вектор-
ное пространство.   

3. Вновь рассмотрим пространство функций )(tx непрерыв-

ных на отрезке ],[ ba  -  baC ,
 , а на этом пространстве дифферен-

циальный оператор 

)()()( tx
dt

d
tAx  , где   - некоторая постоянная вели-

чина. Очевидно, что данный оператор определен не на всем про-

странстве  baC , , а лишь на том множестве функций, которые 

имеют непрерывную производную. 

       Пусть даны три множества: множество F принадле-

жащее линейному прос-транству  X, множество G, принадлежа-

щее линейному пространству Z и множество H, принадлежащее 
линейному пространству Y. И пусть два оператора: оператор 

zxA ˆˆ  , с областью определения F и областью значений G и 

оператор yzB ˆˆ  , с областью определения G и областью значе-

ний H. 

В этом случае можно рассмотреть значения оператора zBˆ  

от оператора xAˆ  

yxAB ˆ)ˆ(  , то есть новый оператор, ставящий в соответ-

ствие элементу Fxˆ   элемент  HxABy  )ˆ(ˆ . Полученный та-
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ким образом оператор )ˆ(ˆ xABxС    называется суперпозицией 

или произведением операторов     xAˆ  и zBˆ . 

       Пример.  

1. Рассмотрим дифференциальный оператор 

)()()()( tztx
dt

d
tAx   , определенный на множестве непре-

рывных функций пространства  baC , , имеющих непрерывные 

производные, и интегральный оператор  

b

a

dsszttBz 2)()( , 

определенный на всем пространстве  baC , .    Тогда суперпози-

цией этих операторов будет оператор  

 

















b

a

dssx
ds

d
txABxС

2

)()ˆ(ˆ  . 

Определение. Множество M, принадлежащее  нормирован-

ному пространству X называется ограниченным, если существует 

такое число  С, что для всех элементов x̂ множества  M выпол-

няется неравенство Cx ˆ . 

Пример.  

В пространстве функций )(tx непрерывных на отрезке 

],[ ba  - 
 baC ,

 множество функций xsin , где   любое действи-

тельное число, является ограниченным., так как 1sin x и в 

этом случае С=1. 

       Определение. Оператор xAˆ с областью определения 

XAD )(   и областью значений  YAR )( , где  X  и  Y  нор-

мированные пространства  называется ограниченным, если он 
всякое ограниченное множество  M , принадлежащее области 

определения, отображает на ограниченное множество простран-

ства  Y . 
        

Пример. 

Рассмотрим в пространстве функций  )(tx  непрерывных на 

отрезке ],[ ba  -  baC ,   интегральный оператор  
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 

b

a

dssxsttAx )()sin()( , который отображает данное про-

странство само на себя.  В пространстве  baC ,  рассмотрим  неко-

торое ограниченное множество M функций )(tx  таких, что  

Сtx )(  или   
 

Ctx
ba

)(max
,

, где С – некоторое число. 

Тогда 
   

 
b

a
ba

b

a
ba

dssxstdssxsttAx )()sin(max)()sin(max)(
,,

 

     
 )(max)sin(max)()sin(max

,,,
sxstsxst

bababa

 

 
 Сsx

ba
)(max

,

, где ab  . Таким образом, для 

всех элементов множества, на которое отображается ограничен-

ное множество M , справедливо неравенство  СtAx )(  и, 

следовательно, оно является ограниченным. 

Значит, рассмотренный оператор также является ограни-
ченным. 

Пусть имеется два линейных нормированных пространства 

X  и  Y  и пусть задан оператор xAˆ , с областью определения 

XAD )( и областью значений YAR )( . 

Определение. Элемент )(ˆ
0 ARy   называется пределом 

оператора xAˆ при 0
ˆˆ xx  , если для любого числа 0  найдет-

ся такое число 0 , что для всех элементов удовлетворяющих 

неравенству  0
ˆˆ xx  справедливо соотношение  

 0
ˆ yxA  

0
ˆˆ

ˆˆlim
0

yxA
xx




. 

       Определение. Оператор xAˆ с областью определения 

XAD )( и областью значений YAR )( называется непрерыв-

ным на элементе )(ˆ
0 ADx  ,  если  для любого числа 0  

найдется такое число 0 , что для всех элементов удовлетво-

ряющих неравенству  0
ˆˆ xx  справедливо соотношение  
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 0
ˆˆ xAxA . 

Другими словами оператор xAˆ будет непрерывным на эле-

менте )(ˆ
0 ADx  , если 

0
ˆˆ

ˆˆlim
0

xAxA
xx




.  

Пример.  
Докажем, что рассмотренный выше определенный на  baC ,

  

интегральный оператор 
 

b

a

dssxsttAx )()sin()(
 является непре-

рывным. Возьмем элемент  baCtx ,0 )(   и зададим число 0 . 

Тогда  

 
b

a

b

a

dssxstdssxsttAxtAx )()sin()()sin()()( 00
 

 

 
 

b

a
ba

b

a

dssxsxstdssxsxst ))()(()sin(max))()(()sin( 0
,

0
 

   
  ))()(()sin(max))()(()sin(max 0

,
0

,
sxsxstdssxsxst

ba

b

a
ba

 

     
 ))()((max))()((max)sin(max 0

,
0

,,
sxsxsxsxst

bababa

. 

Очевидно, что если    





0)()( txtx  то есть если будет вы-

полняться неравенство 
  




))()((max 0
,

sxsx
ba

, то из выше изло-

женного будет выполняться соотношение 

 
 ))()((max)()( 0

,
0 sxsxtAxtAx

ba

. 

Из этого следует непрерывность данного оператора, причем 

в данном случае 





 . 
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XI. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ   

Определение. Оператор xAˆ с областью определения 

XAD )( и областью значений YAR )( , где X  и  Y линей-

ные нормированные пространства, называется линейным, если он 
удовлетворяет условиям 

1. xAxA ˆˆ   , где  - некоторое число, а  

)(ˆ ADx  ( это условие однородности) 

2. yAxAyxA ˆˆ)ˆˆ(  , где )(ˆ,ˆ ADyx   ( это условие 

аддитивности). 

Примеры. 
1. Рассмотрим дифференциальный оператор 

)()()( tx
dt

d
tAx  , определенный на множестве непрерывных 

функций пространства  baC , , имеющих непрерывные производ-

ные и докажем его линейность. 

)()()()()()( tAxtx
dt

d
tx

dt

d
txA   и тем самым 

доказано выполнение условия однородности. 

)()()()())()()(())()(( ty
dt

d
tx

dt

d
tytx

dt

d
tytxA   , то 

есть доказано выполнение условия аддитивности, а 

,следовательно, и линейность данного оператора. 
Докажем линейность интегрального оператора 


b

a

dssxstKtAx )(),()(
 определенный на  пространстве  baC , , где 

),( stK  - непрерывная функция двух переменных, причем 

],[, bast  . Легко видеть, что данный оператор однородный  

 

b

a

b

a

tAxdssxstKdssxstKtxA )()(),()(),()( 
. 

Также легко доказывается и аддитивность 

 

b

a

b

a

dssxstKdssysxstKtytxA )(),())()()(,())()((  

 

b

a

tAytAxdssxstK )()()(),(
. 

Определение. Линейный оператор xAˆ  , отображающий 
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нормированное пространство на нормированное пространство, 

называется ограниченным, если существует такое число C , что 

для любого элемента )(ˆ ADx  выполняется неравенство 

xCxA ˆˆ  . 

        Наименьшая из констант C , для которой выполняет-

ся данное неравенство, называется нормой линейного оператора:  

CA  . Следовательно справедливо неравенство xAxA ˆˆ   

Определение. Точной верхней гранью  числового множе-

ства M (обозначается  Msup ) называется такое число C , для 

которого для каждого числа x из данного множества выполняет-

ся неравенство Cx  и для любого числа 
1C , 

меньшего C ,  найдется число 1x  из множества  M  такое, что  

11 Cx  .  

Учитывая данное определение норму линейного операто-

ра можно определить следующим образом    xAA
x

ˆsup
1ˆ 

 . 

То есть норма линейного оператора равна точной верхней 
грани множества норм значений данного оператора на элементах 

пространства имеющих норму не превышающую единицу. 
Действительно разделив левую и правую части неравен-

ства xCxA ˆˆ   на x̂  и учитывая свойства нормы и линей-

ность оператора получим 

C
x

xA


ˆ

ˆ ,       CxA
x

ˆ
ˆ

1 ,         C
x

x
A 

ˆ

ˆ . 

Значит нормой оператора является наименьшее значе-

ниеC , для которого выполняется неравенство C
x

x
A 

ˆ

ˆ . Но норма 

элемента 
x

x

ˆ

ˆ
 равна единице, так как по свойству нормы  

1ˆ
ˆ

1

ˆ

ˆ
 x

xx

x . Следовательно, норму оператора можно опреде-

лить как наименьшее число C , для которого выполняется нера-

венство CxA ˆ на множестве элементов с единичной нормой 
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1ˆ x  или xAxAA
xx

ˆsupˆsup
1ˆ1ˆ 

 . 

Теорема IX.1. Из непрерывности линейного оператора  

xAˆ  на нулевом  элементе  следует его непрерывность на любом 

элементе x̂  из области определения  )(AD . 

Докажем вначале, что для линейного оператора 0̂0̂ A . 

Действительно, если x̂  некоторый элемент из )(AD , то 

0̂ˆ0)ˆ0(0̂  xAxAA . Далее, из непрерывности оператора на 

нулевом элементе следует, что для любого числа 0  найдется 

такое число 0 , что неравенство  xAAxA ˆ0̂ˆ  будет 

выполняться как только   xx ˆ0̂ˆ . Возьмем теперь произ-

вольные элементы x̂  и 0x̂  из )(AD  и положим 0
ˆˆˆ xxz  . Тогда 

из вышеизложенного если    ẑ , то zAˆ  или  другими 

словами неравенство  )ˆˆ( 0xxA , а значит в силу линейности 

оператора и неравенство  0
ˆˆ xAxA  будет выполняться, если 

 0
ˆˆ xx . А это и означает непрерывность оператора xAˆ  на 

произвольном элементе )(ˆ
0 ADx  . 

Теорема IX.2. Для того, чтобы линейный оператор 

xAˆ был ограниченным, необходимо и достаточно, чтобы он был 

непрерывным. 

Доказательство достаточности. Если оператор xAˆ непре-

рывен, то из его непрерывности в нуле следует, что для 1 су-

ществует такое число 0 , что при x̂ выполняется неравен-

ство 1ˆ xA . Тогда для любого элемента )(ˆ ADx  имеем  

1
ˆ2

ˆ
















x

x
A

 , так как 





2
ˆ

ˆ2ˆ2

ˆ
x

xx

x , а в силу линейности опера-

тора и свойства нормы получим 
1ˆ

ˆ2
ˆ

ˆ2ˆ2

ˆ















xA

x
xA

xx

x
A

 . Раз-

делив данное неравенство на 
x̂2

 ,получим xxA ˆ
2

ˆ


 , что озна-

чает ограниченность оператора. 
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Доказательство необходимости. Пусть xAˆ ненулевой огра-

ниченный оператор. 

(Нулевой оператор это оператор, отображающий любой 

элемент )(ˆ ADx  в нуль. Этот оператор подробнее будет рас-

смотрен ниже.) Возьмем произвольно число 0  и положим 

A


 

. Тогда для любого )(ˆ ADx  и такого, что x̂  получим 





A

AxAxA ˆˆ . Это доказывает непрерывность опе-

ратора на нулевом элементе, а значит по теореме IX.1 и непре-

рывность на любом элементе. 
 

Действия с операторами. 

Определение. Суммой двух операторов xAˆ  и xBˆ , дей-

ствующих из линейного пространства X в линейное пространство 

Y , называется оператор xCˆ , ставящий в соответствие элементу 

x̂ пространства X элемент пространства Y  

xBxAxCy ˆˆˆˆ  . 

Оператор xCˆ  определен на множестве )(CD , которое яв-

ляется пересечением областей определения операторов xAˆ  и xBˆ         

)()()( BDADCD  . 

Докажем линейность оператора xCˆ .   

 )ˆˆ(ˆˆˆˆ)ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ( xBxAyBxByAxAyxByxAyxC  

yCxCyByA ˆˆ)ˆˆ(   и тем самым доказана аддитивность опе-

ратора xCˆ , 

xCxBxAxBxAxBxAxС ˆ)ˆˆ(ˆˆ)ˆ()ˆ()ˆ(   , где  - число.  

И этим доказана однородность оператора xCˆ . 

Определение. Произведением оператора xAˆ , действую-

щего из линейного пространства X в линейное пространство Y ,  

на число  называется оператор xCˆ  ставящий в соответствие 

элементу x̂ пространства X элемент пространства Y  

xAxCy ˆˆˆ  . 

Очевидно, что области определения операторов xAˆ  и 

xCˆ  совпадают. 
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Достаточно просто доказывается линейность оператора 

xCˆ .  

yCxCyAxAyxAyxС ˆˆˆˆ)ˆˆ()ˆˆ(    

xCxAxAxC ˆˆ)ˆ()ˆ(   , где   и  - числа 

Обозначим через L множество всех линейных непрерыв-

ных операторов, определенных всюду в линейном нормированном 

пространстве X со значениями в линейном  нормированном про-

странстве Y . Докажем, что это множество является линейным 

пространством, с определенными выше операциями сложения и 

умножения на число. 
Действительно, первая, вторая, пятая, шестая, седьмая и 

восьмая аксиомы из определения линейного пространства выпол-
няются в силу того, области значения операторов является ли-

нейное  пространство Y . Нулевым элементом пространства слу-

жит нулевой оператор - xOˆ , который отображает любой элемент 

пространства X  в 0̂ . Этот оператор является линейным, так как  

yOxOyxO ˆˆ0̂0̂)ˆˆ(   и xOxO ˆ0̂)ˆ(   . Кроме того для любого 

линейного оператора xAˆ  справедливо xAxAxOxA ˆ0̂ˆˆˆ   и 

это доказывает справедливость третьей аксиомы. В качестве про-

тивоположного элемента для любого оператора xAˆ можно взять 

оператор xAˆ)1(  .Действительно 

xOxAxAxAxA ˆ0̂ˆ0ˆ)11(ˆ)1(ˆ  , что доказывает справед-

ливость четвертой аксиомы.  

Можно доказать также, что это пространство является 
нормированным, определив норму его элементов так, как была 

определена норма оператора ранее. Докажем, что при этом будут 
выполняться все соответствующие аксиомы. 

Действительно, из xAxAA
xx

ˆsupˆsup
1ˆ1ˆ 

  следует, что 

0A  и только 00̂supˆsup
1ˆ1ˆ


 xx

xOO . 

Далее,   AxAxAxAA
xxx

 


ˆsupˆsupˆsup
1ˆ1ˆ1ˆ

,    

где  - число, и 
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


)ˆˆ(supˆˆsupˆsup
1ˆ1ˆ1ˆ

xBxAxBxAxABA
xxx

BAxBxA
xx




ˆsupˆsup
1ˆ1ˆ

. 

Тем самым доказано выполнение всех аксиом. 

 
Примеры линейных операторов. 

Рассмотрим интегральный оператор    

 

b

a

tydssxstKtAx )()(),()( , где ),( stK  - непрерывная функция 

при ],[ bat  и ],[ bas . Докажем, что этот оператор являет-

ся непрерывным линейным оператором, отображающим про-

странство  baC ,  само на себя. Линейность данного оператора 

следует из нижеследующих выкладок 

 
b

a

b

a

dssxstKdssxsxstKtxtxA )(),())()()(,())()(( 12121

 

b

a

tAxtAxdssxstK )()()(),( 212
, 

)()(),()(),())(( tAxdssxstKdssxstKtxA

b

a

b

a

   . 

Для доказательства непрерывности данного оператора до-

статочно доказать его непрерывность на нулевом элементе, в си-
лу теоремы IX.1. Тогда, учитывая, что из непрерывности функ-

ции ),( stK  при ],[ bat  и ],[ bas , следует  ее ограничен-

ность, то есть существование такой постоянной  М , что 

MstK ),( , получим 

 

b

a
ba

b

a
ba

dssxstKdssxstKtAx )(),(max)(),(max)(
],[],[

 

)()()()(max)(max
],[],[

sxabMabsxMdssxM
ba

b

a
ba

 . 

Следовательно, имеем )()( 1 sxMtAx  . Зададим 0 , 
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тогда в качестве 0  можно взять 

1M


  , и если )(sx , 

то из полученного выше неравенства будем иметь 





1

11 )()(
M

MsxMtAx , то есть )(tAx , а это означает не-

прерывность рассматриваемого оператора на нулевом элементе. 

Рассмотрим теперь этот же оператор , как оператор отоб-

ражающий пространство 
2

],[ baL  само на себя. При этом не будем 

требовать непрерывности функции ),( stK  при ],[ bat  и 

],[ bas , а будем предполагать, что существует интеграл 

 
b

a

b

a

dsdtstK ),(2 , равный 
2 . Линейность данного оператора было 

доказана выше. Для доказательства непрерывности оператора 

воспользуемся неравенством Коши-Буняковского, доказанного 

ранее baba ˆˆ)ˆ,ˆ(  . В пространстве 
2

],[ baL  это неравенство будет 

иметь вид  
 

b

a

b

a

b

a

dttydttxdttytx )()()()( 22 , которое после возведения 

его в квадрат принимает вид  

 

b

a

b

a

b

a

dttydttxdttytx )()()()( 22

2

. 

Возьмем в качестве )(ty  функцию ),( stK , тогда получим  

 

b

a

b

a

b

a

dssxdsstKdssxstK )(),()(),( 22

2

. 

Проинтегрировав данное неравенство по переменной t в 

пределах от a до b, будем иметь    

   

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dssxdsstKdtdssxstK )(),()(),( 22

2

. Это означает 

   
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dssxdsstKdtdssxstKxAAxA )(),()(),(ˆ0̂ˆ 22

2

22 . 

22 )(tx , то есть    
222

)(ˆ txxA  . 

Извлекая квадратный корень из обеих частей полученного 
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неравенства, получим 

)(ˆ txxA  . Если задать 0 , то в качестве 0  

можно взять 





 , и если )(sx , то из полученного ранее 

неравенства будем иметь 




 )()( sxtAx , то есть 

)(tAx . Это означает непрерывность данного оператора на 

нулевом элементе, из которой следует непрерывность оператора 

на любом элементе. 
Рассмотрим теперь оператор дифференцирования  

)()( tx
dt

d
tDx  , определенный на множестве функций, имеющих 

производную, пространства ],[ baC . Линейность этого оператора 

следует из свойств производной функции. Однако данный опера-

тор не является непрерывным.  Действительно, рассмотрим по-

следовательность функций 
n

nt
tуn

sin
)(  . Норма элементов этой 

последовательности равна 
nn

nt
ty

ba
n

1sin
max)(

],[
 , а   

nt
n

nt

dt

d
tDyn cos

sin
)(  . 

Докажем, что оператор не является непрерывным на ну-

левом элементе. Норма 1cosmaxcos)(
],[

 ntnttDy
ba

n
. Сле-

довательно, величина 10)( DtDyn
     и не может принимать 

значения меньше любого 0 , как того требует определение не-

прерывности оператора, какие бы малые значения ни принимала 

величина 
n

tyn

1
0)(   , при увеличении n . Это означает, что 

оператор не является непрерывным по крайней мере на нулевом 

элементе. 

Рассмотрим теперь тот же оператор дифференцирования, 

определенный на множестве 
1

],[ baC  непрерывных на ],[ ba функ-

ций )(tx  и имеющих на ],[ ba непрерывные производные и отоб-

ражающий это пространство на некоторое множество простран-
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ства ],[ baC . Очевидно, что это множество представляет собой 

линейное пространство. На нем можно ввести норму 

)(max)(max)(
],[],[

tx
dt

d
txtx

baba
 .  

Покажем, что введенная таким образом норма удовлетво-

ряет всем обязательным для норм  аксиомам.  

0)(max)(max)(
],[],[

 tx
dt

d
txtx

baba

 и только при 

0)( tx 0)( tx . 

)()(max)(max)(max)(max)(
],[],[],[],[

txtx
dt

d
txtx

dt

d
txtx

babababa
   

 )(max))()((max)()(max)))(
],[],[],[

txtytx
dt

d
tytxtytx

bababa

 

)()()(max)(max)(max
],[],[],[

tytxty
dt

d
tx

dt

d
ty

bababa
 . 

Таким образом выполняются все три аксиомы. 

Докажем теперь непрерывность на нулевом элементе опе-
ратора дифференцирования. 

 )(max)(max)(0)(
],[],[],[],[

txtxtDxDtDx
babaCC baba

. 

1
],[

)()(max
],[ baCba

txtx  ,     таким образом  

1
],[],[

)(0)(
baba CC

txDtDx  . 

Зададим 0 , тогда в качестве 0  можно взять   , 

и если  

1
],[

)(
baС

sx , то из полученного выше неравенства будем 

иметь, то есть  

 1
],[],[

)(0)(
baba CC

txDtDx . Следовательно, оператор диф-

ференцирования в данном случае является непрерывным. 
 

Обратный оператор. 

Изучая различные разделы математики часто приходиться 
иметь дело с  решением различных уравнений и систем уравне-

ний (алгебраические уравнения, системы линейных уравнений, 
дифференциальные уравнения и системы уравнений, уравнения в 

частных производных). Используя введенное выше понятие опе-
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ратора все эти уравнения можно представить в виде 

yxA ˆˆ  ,где xAˆ - некоторый оператор, а ŷ - заданная 

правая часть. 

Определение. Оператор xAˆ  называется обратимым, если 

для любого элемента ŷ  из области значений оператора уравне-

ние yxA ˆˆ   имеет единственное решение. 

Если оператор xAˆ , с областью определения )(AD  и об-

ластью значений )(AR  является взаимно однозначным, то мож-

но рассмотреть обратное отображение множества )(AR  на  

множество )(AD ,  когда каждому элементу xAy ˆˆ   множества  

)(AR   ставится в соответствие элемент x̂  множества )(AD .  

То есть в этом случае можно рассматривать оператор yA ˆ1
 с об-

ластью определения )(AR  и областью значений )(AD ,  кото-

рый называется обратным по отношению к оператору xAˆ .  Тогда 

решение уравнения yxA ˆˆ   можно представить в виде     

yAx ˆˆ 1 .   

Введем множество нулей оператора  AN , то есть мно-

жество таких элементов x̂ из области определения, для которых 

0̂ˆ xA . 

Теорема IX.3. Линейный оператор  xAˆ  отображает свою 

область определения )(AD  на область значений взаимно одно-

значно тогда и только тогда, его множество нулей  AN  состоит 

только из одного нулевого элемента 0̂ . 

Доказательство достаточности. Пусть множество нулей 

 AN  оператора xAˆ  состоит только из одного нулевого элемен-

та 0̂ . Допустим , что существует элемент ŷ из области значений, 

который имеет два прообраза в области определения 1x̂ и 2x̂ . То 

есть yxA ˆ
1̂   и yxA ˆˆ

2  . Вычитая первое из приведенных ра-

венств, второе и учитывая линейность оператора, получим  



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Высшая алгебра и функциональный анализ 
 

 
 

77 

yyxAxA ˆˆˆˆ
21   или 0̂)ˆˆ( 21  xxA . Это значит, что элемент 

принадлежит множеству нулей  AN  и равен 0̂ˆˆ
21  xx  и, сле-

довательно, 21
ˆˆ xx  . Полученное противоречие доказывает до-

статочность. 

Доказательство необходимости. Допустим теперь, что 

оператор xAˆ взаимно однозначен, но тем не менее множество 

нулей  AN  содержит  по крайней мере один элемент ẑ отлич-

ный от нулевого элемента.  Тогда для некоторого элемента ŷ из 

области значений найдется элемент x̂ из области определения 

такой, что yxA ˆˆ  . Но тогда yzAxAzxA ˆˆˆ)ˆˆ(   и из 

xzx ˆˆˆ   следует , что одному образу ŷ соответствует два 

прообраза x̂  и zx ˆˆ  , то есть имеем противоречие с выше при-

нятым допущением о взаимно однозначности оператора xAˆ . 

Таким образом из доказанной теоремы следует, что ли-

нейный оператор xAˆ имеет обратный только тогда, когда урав-

нение 0̂ˆ xA  имеет в качестве решения лишь нулевой эле-

мент 0̂ . 

Докажем, что обратный оператор yA ˆ1
линейного опера-

тора xAˆ  также будет линейным. Пусть элементы 
1ŷ  и 2ŷ  при-

надлежат области значений  )(AR  и 1

1

1
ˆˆ yAx  , .ˆˆ

2

1

2 yAx   их 

прообразы из области определения. Тогда 

212121
ˆˆˆˆ)ˆˆ( yyxAxAxxA   и значит 

)ˆ()ˆ(ˆˆ)ˆˆ( 2

1

1

1

2121

1 yAyAxxyyA   . Тем самым доказана 

аддитивность обратного оператора. Далее, если   - некоторое 

число, то   111
ˆˆ)ˆ( yxAxA    

и  значит 1

1

11

1 ˆˆ)ˆ( yAxyA    , что доказывает однород-

ность обратного оператора. 

Теорема IX.4. для того чтобы линейный оператор А имел 

ограниченный обратный, необходимо и достаточно, чтобы суще-

ствовало число m > 0 такое, что  

xmxA ˆˆ   для всех x̂  из области определения опера-
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тора )(AD . 

Доказательство необходимости. Пусть обратный оператор 
1A  существует и ограничен на области значений оператора А - 

)(AR . Значит существует такое число С>0 , что для любого эле-

мента ŷ из )(AR  будет выполняться неравенство 

yCyA ˆˆ1 
. Тогда пологая xAy ˆˆ  , получим xACx ˆˆ  , 

откуда получим , разделив данное неравенство на С, 

x
С

xA ˆ
1

ˆ  и ,значит 
C

m
1

 . 

Доказательство достаточности. Пусть выполняется нера-

венство xmxA ˆˆ  , следовательно, если 0̂ˆ xA , то 0̂ˆ x . Зна-

чит, множество нулей оператора включает в себя лишь нулевой 

элемент  и по теореме IX.2 существует обратный оператор 1A  

отображающий взаимно однозначно область )(AR  на область 

)(AD . Полагая, yAx ˆˆ 1  в неравенстве xmxA ˆˆ  , будем 

иметь yAmy ˆˆ 1 . Разделив данное неравенство на m 

,получим yAy
m

ˆˆ
1 1  или  неравенство y

m
yA ˆ

1
ˆ1  ,  ко-

торое справедливо для всех элементов   ŷ  из )(AR .  А  это и 

означает ограниченность обратного оператора на области 

)(AR . 

Определение. Линейный непрерывный оператор А, опре-

деленный на пространстве Х и имеющий областью значений про-

странство Y называется непрерывно обратимым, если А обратим 

и обратный оператор является непрерывным. 

 

       Пример. 
1.Опять рассмотрим дифференциальный оператор 

)()()()( tztx
dt

d
tAx   , определенный на множестве непре-
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рывных функций пространства  baC , , имеющих непрерывные 

производные и принимающие нулевые значения при at  . Для 

того, чтобы получить выражение для обратного оператора 

)(1 tzA
 нужно решить дифференциальное уравнение 

)()()( tztx
dt

d
 .  Это линейное дифференциальное уравнение 

первого порядка, решение которого следует искать в виде 

)()()( tvtutx  , где )(tu  и )(tv  неизвестные функции. Подставив 

данное представление решения в дифференциальное уравнение, 

получим 

)()()()()()()( tztvtutvtutvtu   . 

Тогда  )())()()(()()( tztvtvtutvtu    и потребуем , 

чтобы  

0)()(  tvtv  . 

Рассматривая это равенство как уравнение с разделяю-

щимися переменными, найдем его решение. 

)(
)(

tv
dt

tdv
 , dt

tv

tdv


)(

)( , ttv )(ln ,    
tetv )( . 

Используя найденное значение функции )(tv , получим 

)()( tzetu t  
,  

tetztu  )()( , 

 deztu

t

a


 )()( ,тогда   dezetvtutx

t

a

t


 )()()()( .  

Таким образом, обратным оператором для дифференци-

ального оператора  )()()( tx
dt

d
tAx    будет интегральный оператор 

  dezetzA

t

a

t


  )()(1 . 

Определение. Оператор, отображающий каждый элемент 
пространства на себя, называется тождественным или единич-

ным. 

Тождественный  оператор обозначается символом I 

Пусть А линейный непрерывный оператор, отображающий 

пространство X на пространство Y. 
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Определение. Оператор 
1

RA называется правым обратным  

к оператору А, если  YR IAA 1
,  где  YI  - тождественный 

оператор, действующий в пространстве Y. 
Определение. Оператор 

1

LA называется левым обратным  

к оператору А, если  XL IAA 1
,  где  XI  - тождественный 

оператор, действующий в пространстве Х. 
Теорема IX.5. Если у оператора А существует правый об-

ратный оператор   
1

RA , то уравнение yxA ˆˆ   имеет решение 

yAx R
ˆˆ 1 , а если оператор А имеет левый обратный 1

LA , то 

приведенное выше уравнение имеет не более одного решения. 

Из      yyIyAAyAA YRR
ˆˆˆ)()ˆ( 11  

 следует, что 

yAx R
ˆˆ 1 является решением уравнения yxA ˆˆ  .  Далее, пусть 

 ANxˆ , то есть 0̂ˆ xA  

Применяя к последнему равенству оператор 
1

LA , полу-

чим 0̂ˆˆˆ)()ˆ( 11   xxIxAAxAA XLL . Это означает, что лю-

бой элемент  ANxˆ  равен нулевому и ,следовательно,  AN  

включает в себя только нулевой элемент. Тогда по теореме IX.3 

оператор А взаимно однозначен и значит уравнение yxA ˆˆ   

имеет единственное решение. 

 
Сильная и слабая сходимости. 

Пусть Е линейное нормированное пространство. 

Определение. Последовательность   Exn ˆ  называется 

сходящейся по норме к элементу Exo ˆ , если 0ˆˆ  on xx  при 

n .  

При этом элемент 
ox̂  называется пределом последова-

тельности  nx̂ : 
0
ˆˆlim xxn

n




, а саму последовательность  nx̂ назы-

вают сильно сходящейся. 
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Данное определение аналогично определению предела в 
метрическом пространстве, которое было дано ранее, поэтому 

свойства сходящихся по норме последовательностей аналогичны 
свойствам сходящихся  последовательностей в метрическом про-

странстве. 
 Определение. Если для любого непрерывного функцио-

нала )ˆ(
~

xF  справедливо равенство )ˆ()ˆ(lim 0xFxF n
n




, то говорят, что 

последовательность  nx̂  сходится к ox̂  слабо. В этом случае 

элемент 
ox̂  называется слабым пределом  последовательности 

 nx̂ . 

Теорема IX.6 Если последовательность  nx̂  сходится к ox̂  

сильно, то она будет сходиться к ox̂  и слабо. 

Следует отметить, что любой функционал можно рассмат-

ривать  как частный случай оператора, у которого областью зна-
чений является числовое множество. Поэтому все свойства опе-

раторов, которые были изучены ранее, можно распространить и 
на функционалы. Пусть имеется последовательность  nx̂ , сильно 

сходящаяся к элементу ox̂  и  линейный непрерывный функцио-

нал )ˆ(
~

xF .  Из линейности )ˆ(
~

xF  следует его ограниченность. То-

гда для любого числа 0  найдется такое натуральное число N, 

что неравенство   on xx ˆˆ  будет выполняться при Nn   и 

значит  FxxFxxFxFxF ononon

~
ˆˆ

~
)ˆˆ(

~
)ˆ(

~
)ˆ(

~
 , что  

означает    )ˆ()ˆ(lim 0xFxF n
n




    то есть слабую сходимость последова-

тельности  nx̂  к элементу 
ox̂ . 
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ХII. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СОБСТВЕННЫЕ 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Пусть линейный оператор А имеет область определения 

)(AD , принадлежащую линейному пространству Х.  
Определение. Число   называется собственным значе-

нием оператора  А, если существует элемент x̂ из области опре-

деления )(AD отличный от нулевого, такой , что xxA ˆˆ  . При 

этом элемент x̂  называется собственным элементом оператора  

А, соответствующим собственному значению  . 

Следует заметить, что собственный элемент оператора 

определяется с точностью до постоянного числового множителя. 

То есть, если элемент x̂ является собственным элементом опера-

тора А, соответствующим  собственному значению  , то элемент 

x̂ , где   любое число отличное от нуля, тоже будет собствен-

ным элементом данного оператора, соответствующим тому же 

собственному значению. В самом деле, если xxA ˆˆ  , то в силу 

линейности, умножив данное соотношение на  получим 

xxA ˆˆ    или xxA ˆˆ   , а это и означает, что элемент x̂  

тоже будет собственным элементом данного оператора. 

Теорема Х.1. Собственные элементы линейного оператора, 
соответствующие различным его собственным значениям, линей-

но независимы. 

Докажем данную теорему методом математической индук-

ции. Рассмотрим одно первое собственное значение 1 , которому 

соответствует собственный элемент 1x̂ . В силу того, что 0̂1̂ x , 

система элементов, состоящая только из элемента 
1x̂ ,  будет ли-

нейно независимой. Действительно, равенство 0̂ˆ
11 хС  будет вы-

полняться только при 01 С . Таким образом, для n=1 справед-

ливость теоремы доказано. 
Допустим теперь, что теорема справедлива для системы 

состоящей из k любых собственных элементов оператора А, то 

есть любые k собственных элементов будут линейно независимы-

ми, и докажем, что из этого следует справедливость данной тео-
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ремы для любых  k+1 собственных элементов оператора. Пред-

положим противное. Предположим, что существует линейно зави-

симая система включающая k+1 собственный элемент оператора 

121
ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ

kk xxxx , соответствующих различным собственным значе-

ниям 
121 ,,...,, kk  . Из этого следует, что существуют такие 

числа 
121 ,,...,, kk СССС , одновременно не равные нулю, что вы-

полняется равенство  

0̂ˆˆ...ˆˆ
112211   kkkk xСxСxСxС . 

Применяя к правой и левой частям данного равенства 

оператор IA k 1 , получим 

  kkkkk xСIAxСIAxСIA ˆ)(...ˆ)(ˆ)( 1221111   

0̂)(ˆ)( 1111 IAxСIA kkkk    . 

Тогда  

  kkkkkkk xСxAСxСxAСxСxAС ˆˆ...ˆˆˆˆ
12212211111   

0̂ˆˆ
11111   kkkkk xCxAС  . 

Далее 

  )ˆˆ(...)ˆˆ()ˆˆ( 121221111 kkkkkk xxAСxxAСxxAС   

0̂)ˆˆ( 1111   kkkk xxAС   

Учитывая, что элементы  
121

ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ
kk xxxx  являются соб-

ственными и соответствуют собственным значениям 

121 ,,...,, kk  , полученному соотношению можно придать 

вид   )ˆˆ(...)ˆˆ()ˆˆ( 12122211111 kkkkkkk xxСxxСxxС   

0̂)ˆˆ( 11111   kkkkk xxС    или  

0̂ˆ)(...ˆ)(ˆ)( 121221111   kkkkkk xСxСxС   

Но по предположению любые  k собственных элементов 

оператора  А  будут линейно независимыми и значит полученное 

равенство может выполняться только в том случае, когда все по-
стоянные, стоящие при элементах 

kxxx ˆ,...,ˆ,ˆ
21

одновременно равны 

нулю, то есть 0)( 111  лС  , 0)( 122  лС  , 

… 0)( 1  kkkС  . Так как все собственные значения различ-

ны, из полученных соотношений следует, что 
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01 С 02 С … 0kС . Учитывая это, из линейной зависимости 

элементов равенства 
121

ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ
kk xxxx  и соответствующего равенства 

0̂ˆˆ...ˆˆ
112211   kkkk xСxСxСxС  следует  соотношение 

0̂ˆ
11  kk xС , которое возможно лишь при 01 kС . Значит все 

числа  
121 ,,...,, kk СССС , одновременно  равны нулю, что при-

водит к противоречию, которое и доказывает линейную незави-

симость элементов 
121

ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ
kk xxxx  и вместе с этим справедли-

вость теоремы. 
Примеры. 

1.Рассмотрим интегральный оператор 






1

1

2 )()()(( dssxsttxA , определенный в линейном пространстве 

]1,1[C , и найдем его собственные значения и собственные эле-

менты, которые должны удовлетворять интегральному уравнению 






1

1

2 )()()( txdssxst  . 

Будем искать собственные элементы данного оператора в 

виде cbtattx  2)( , где cba ,, - неизвестные постоянные. Под-

ставив данный вид разыскиваемого собственного элемента в опе-

ратор, получим  

 
 

dscbsasststdscbsasst )()2()()( 2

1

1

1

1

2222  






1

1

234232222 )222( dscsbsasctsbtsatsctsbtsat  


2

2
3

2
4

2
23

234
2

2
2

3
2 s

ct
s

bt
s

atsct
s

bt
s

at  




3

2

5

2

3

4
2

3

2

345

22

1

1

345

cabtctat
s

c
s

b
s

a  

cbtat   2 . 

Для того, чтобы это соотношение выполнялось тожде-

ственно, приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
полиномов. В результате получим следующую систему линейных 

уравнений относительно cba ,,   
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

















cca

bb

aca







3
2

5
2

3
4

2
3

2
. 

Таким образом, задачу о нахождении собственных значе-

ния и собственных элементов интегрального оператора удалось 
свести к задаче о нахождении собственных значении и собствен-

ных векторов матрицы 































3
20

5
2

0
3

40

20
3

2

. 

Перенесем все слагаемые в уравнениях системы в левые 

части, получим 
 
 

 

















0
3

2
5

2

0
3

4

02
3

2

ca

b

ca





 . 

Так как собственные элементы не могут быть нулевыми, 
то нас будут интересовать лишь ненулевые решения данной од-

нородной системы линейных уравнений, которые могут существо-

вать только тогда, когда определитель системы равен нулю.  

0

3
20

5
2

0
3

40

20
3

2














. 

Раскрыв определитель, разлагая его по элементам второй 

строки, получим       0
5

4
3

2
3

4

3
2

5
2

2
3

2

3
4

2







 




 






. 

Решив данное уравнение, определим собственные значе-
ния оператора. 

         0
3

4  
,   

3
4

1  ,      0
5

4
3

2
2







 

,      0
45

16
3

42    

2

53
123

4

2

45
1443

4

2

45
64

9
163

4

3,2










. 

Тогда 
5

52
3

2
2   и

5
52

3
2

3  . 

Коэффициенты cba ,, , соответствующие собственным 

функциям рассматриваемого оператора, определяются из 
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приведенной выше однородной системы линейных уравнений, 

если вместо параметра  подставить найденные собственные 

значения. 
Рассмотрим сначала первое собственное значение 

3
4

1  , которому будет соответствовать однородная система 

уравнений       


















02
5

2

00

022

ca

b

ca .  

Второе уравнение полученной системы уравнений удовле-

творяется при любом b , поэтому его можно исключить их систе-

мы 











02
5

2

022

ca

ca
. Определитель данной системы отличен от нуля 

0
5

16

5

4
4

2
5

2

22
 и значит она имеет только нулевые реше-

ния. Тогда положив 1b , учитывая, что коэффициент b может 

принимать любое значение, получим 0,1,0  cba . Следо-

вательно, собственная функция, соответствующая собственному 

значению 
3

4
1   имеет вид ttx )(1 . 

Возьмем теперь второе собственное значе-

ние
5

52
3

2
2  , которому будет соответствовать однородная 

система уравнений     




























0
5

52
5

2

0
5

522

02
5

52

ca

b

ca
. Из второго уравнения системы 

определим 0b , после чего его можно исключит из системы        













0
5

52
5

2

02
5

52

ca

ca .   Умножим первое  уравнение на 
5

1 и вычтем 

из первого уравнения системы 












000

02
5

52

ca

ca . Второе уравнение 

полученной системы удовлетворяется при любых значениях 
ca, ,поэтому его можно исключить из системы. Тогда из первого 

уравнения получим aс 55 . 
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Положив 1a , получим 55с  и 

,следовательно, собственная функция, соответствующая второму 

собственному значению 
5

52
3

2
2  будет иметь вид   

55)( 2

2  ttx . 

В завершении рассмотрим третье собственное значение 

5
52

3
2

3  . Однородная система уравнений в этом случае бу-

дет иметь вид  




























0
5

52
5

2

0
5

522

02
5

52

ca

b

ca . 

Из второго уравнения системы получаем 0b , после че-

го его можно исключить из системы   













0
5

52
5

2

02
5

52

ca

ca . Далее, 

умножим первое уравнение системы на 
5

5 и прибавим ко вто-

рому уравнению  












000

02
5

52

ca

ca .     Тогда из первого уравнения получим 

aс
5

5  и, полагая 1a , получим 55с . Значит, собствен-

ная функция, соответствующая собственному значению 

5
52

3
2

3   будет иметь вид 55)( 2

3  ttx . 

2. Найдем теперь собственные значения дифференциаль-

ного оператора второго порядка 
2

2

dt

d
A  , определенного на мно-

жестве непрерывных функций )(tx на отрезке ],0[   пространства 

],[ baC , имеющих непрерывные производные на том же отрезке, и 

принимающих нулевые значения в граничных точках данного от-

резка 0)0( x  и 0)( x .  Собственные функции должны удовле-

творять однородному линейному дифференциальному уравнению 

)(
)(

2

2

tx
dt

txd
  или 0)(

)(
2

2

 tx
dt

txd
 .  Характеристическое уравнение, 

соответствующее данному дифференциальному уравнению,  
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02     имеет корни    . 

Допустим, 0 , тогда общее решение дифференциаль-

ного уравнения tt eCeCtx   21)( . Требуя, чтобы на 

концах отрезка данная функция принимала нулевые значения,  

получим однородную систему линейных уравнений относительно 

постоянных 
1С  и 

2С :










 0

0

21

21

 eCeC

CC . 

Определитель этой системы не равен нулю 

0
11

 






ee

ee

, и, значит, приведенная выше однородная 

система уравнений имеет лишь нулевое  решение,  соответству-
ющее нулевому решению рассматриваемого дифференциального 

уравнения, из которого определяются собственные функции изу-
чаемого оператора. 

Но собственные функции не могут быть тождественно 
равными нулю и, следовательно, при 0  данный оператор не 

имеет собственных функций. 
Рассмотрим случай 0 , который приведет к дифферен-

циальному уравнению 0
)(

2

2


dt

txd . Двукратное интегрирование дан-

ного соотношения позволит получить общее решение этого диф-

ференциального уравнения 
21)( CtCtx  . Опять потребуем, чтобы 

полученное решение обращалась в нуль на концах отрезка. В ре-

зультате получим однородную систему линейных уравнений 









0

00

21

21

СС

СС


, определитель которой также отличен от нуля 

0
1

10
 


и которая тоже имеет только нулевые решения. Зна-

чит и 0  не является собственным значение рассматриваемого 

оператора. 

Исследуем теперь случай 0 . Представим   в виде 
2k , где k некоторое число. Тогда получим следующее 

дифференциальное уравнение для определения собственных 

функций 0)(
)( 2

2

2

 txk
dt

txd
. Соответствующее ему характеристи-

ческое уравнение 
22 k будет иметь корни k1 и k2 , 

общим решением дифференциального уравнения будет функция  
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ktCktCtx sincos)( 21  . Требование обращения данного решения 

в нуль на концах интервала в точках 0 и π приведет к однород-

ной системе уравнений 









0sincos

00

21

21

CkCk

CC



. 

Определитель системы равен   


k
kk

sin
sincos

01
 . Он 

обращается в нуль если k  принимает целые положительные зна-

чения ,...3,2,1 . Таким образом, собственными значениями рас-

сматриваемого дифференциального оператора будут числа 

,...3,2,1  . Их бесконечное (счетное) количество. Найдем соот-

ветствующие им собственные функции. Для целых k приведенная 

выше система однородных уравнение примет вид  









00)1(

00

21

21

CC

CC
k

. Из этой системы следует,  

что  01 С , а 2С  может принимать любые значения. Следова-

тельно, собственными функциями данного дифференциального 
оператора, которые соответствуют собственным значениям 

2k , где k  принимает целые положительные значения, 

являются функции kttx sin)(  . 

 

Спектр оператора. 

В ранее рассматриваемых линейных пространствах при 
определении операции умножения элемента пространства на чис-

ло использовались вещественные числа. Однако, практически не 
меняя выше приведенного определения линейного пространства, 

можно рассматривать операцию умножения элементов простран-

ства на комплексные числа, не меняя при этом соответствующие 
аксиомы. В этом случае говорят комплексном линейном простран-

стве, в отличие от тех линейных пространств, которые изучались 
до сих пор и которые называются вещественными линейными 

пространствами. Соответственно, можно ввести в рассмотрение 
комплексные банаховы пространства, как полные комплексные 

линейные нормированные  пространства. 

Число   будем называть регулярным для оператора А, 
который определен в комплексном банаховом  пространстве Б, 
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если оператор   1
 IA  непрерывно обратим и определен на 

всем пространстве Б. Совокупность регулярных точек оператора  

А называется резольвентным множеством данного оператора 

(обозначается )(A ). Если   принадлежит резольвентному 

множеству, то оператор 
1)(  IAR  называется резольвен-

той оператора А. Совокупность всех осталь-ных значений   

называется спектром оператора. К спектру относятся все соб-

ственные значения оператора А. Это следует из того, что  

  0̂ˆ  xIA   при 0̂ˆ x     и по теореме IX.3 оператор 

  1
 IA  не существует. Совокупность собственных значений 

оператора называется дискретным спектром. Совокупность  , для 

которых  оператор   1
 IA  существует, но определен не на 

всем пространстве Б, называется непрерывным спектром. Таким 

образом, любое значение   является регулярным, собственным 

значением (дискретным спектром) или непрерывным спектром. 
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XIII.   ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В 

КОНЕЧНОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Рассмотрим оператор А, отображающий n-мерное линей-

ное пространство X на m-мерное пространство Y. Пусть  

neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21  базис в пространстве X, а 
miii ˆ,...,ˆ,ˆ 21

 базис в про-

странстве Y. Тогда любой элемент x̂ пространства X можно пред-

ставить в виде nnexexexx ˆ...ˆˆˆ
2211   и в силу линейности 

оператора А имеем 

  
nnnn eAxeAxeAxexAexAexAxA ˆ...ˆˆ)ˆ(...)ˆ()ˆ(ˆ

22112211  . 
Из полученного соотношения следует, что линейный опе-

ратор А в конечномерном пространстве считается заданным, если 

известны образы базисных элементов пространства X. 

Элементы 
neAeAeA ˆ,...,ˆ,ˆ 21

принадлежат пространству Y 

и, следовательно, могут быть разложены по базису miii ˆ,...,ˆ,ˆ 21 , 

то есть   

mm iiieA ˆ...ˆˆˆ
12211111    

mm iiieA ˆ...ˆˆˆ
22221122    

………………………………………… 

mmnnnn iiieA ˆ...ˆˆˆ
2211   . 

Из этого следует, что  

 ...)ˆ...ˆˆ()ˆ...ˆˆ(ˆ
2222112212211111 mmmm iiixiiixxA   

 11212111211
ˆ)...()ˆ...ˆˆ(

2
ixxxiiix nnmmnnn n

  

yixxxixxx mnmnmmnn
ˆˆ)...(...ˆ)...( 221122222121   . 

То есть образом элемента x̂ пространства X  является эле-

мент ŷ пространства Y,с коорди-

натми  )...(),...,...(),...( 221122221211212111 nmnmmnnnn xxxxxxxxx   . 

Введем в рассмотрение матрицу 
еÂ , столбцы которой 

представляют собой координаты элементов neAeAeA ˆ,...,ˆ,ˆ 21  
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





















mnmm

n

n

еA







...

............

...

...

ˆ

21

22221

11211 . 

Данную матрицу можно использовать для определения 

координат образа ŷ . Для этого необходимо умножить эту матри-

цу слева на вектор-столбец координат элемента x̂ :     























nx

x

x

x
...

2

1

 .       

Действительно, 









































































nmnmm

nn

nn

nmnmm

n

n

е

xxx

xxx

xxx

x

x

x

xA













...

...................................

...

...

...

...

............

...

...

ˆ

2211

2222121

1212111

2

1

21

22221

11211


. 

Таким образом линейный оператор А, действующий на 

конечномерном пространстве определяется матрицей еÂ , кото-

рая называется матрицей оператора. 

       Примеры. 

1. Рассмотрим оператор А, отображающий пространство 

трехмерных векторов само на себя, и переводящий каждый трех-

мерный вектор в вектор расположенный симметрично относи-

тельно координатной плоскости XOY . В качестве базиса возь-

мем единичные вектора kji


,, , направленные, соответственно, 

вдоль координатных осей OX ,OY, OZ. Тогда, очевидно, iiA


 , 

jjA


  и kkA


 . Учитывая, что вектора-столбцы координат об-

разов базисных векторов kAjAiA


,, равны соответственно 

 

















0

0

1 ,   

















0

1

0   и   

















1

0

0 , матрица данного оператора будет иметь 

вид





















100

010

001

ˆ
еA . 
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2.Рассмотрим оператор дифференцирования 
dt

d
A  , 

определенный на линейном пространстве X полиномов )(tPn
, сте-

пень которых не выше n.Так как степень полинома при диффе-

ренцировании уменьшается на единицу, то данный оператор 

отображает пространство полиномов, степень которых не выше 

n, на пространство полиномов Y, степень которых не выше n-1.В 

качестве базиса в пространстве X возьмем систему элементов 
nttt ,...,,,1 2

, а в пространстве Y – систему элементов 

12 ,...,,,1 nttt .  

Тогда      10...010011  ntt
dt

d
A  , а вектор-

столбец координат элемента 1A -





















0

...

0

0

, 

 10...0111  nttt
dt

d
At , соответствующий вектор-

столбец равен  

  





















0

...

0

1

,       tt
dt

d
At 22  10...210  ntt , соответ-

ствующий вектор-столбец равен   





















0

...

2

0
 и так далее. Результат дей-

ствия рассматриваемого оператора на последний элемент базиса 
пространства  

Х-  11 ...010   nnnn tntntt
dt

d
At ,соответствующий век-
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тор-столбец





















n

...

0

0

. Тогда матрицей данного оператора будет матри-

ца 
еÂ размерности nn  )1(    вида    























n

Ae

...00

............

0...00

0...10

ˆ

  . 

Пусть имеется два оператора А и B, отображающиx  n-

мерное линейное пространство X на m-мерное пространство Y,и 

пусть заданы матрицы этих операторов,  

равные соответственно     























mnmm

n

n

еA







...

............

...

...

ˆ

21

22221

11211

  и  























mnmm

n

n

еB







...

............

...

...

ˆ

21

22221

11211

.  

Рассмотрим оператор С , равный сумме операторов А и B 
-  BAС   и определим его матрицу. Так как J-ый столбец 

матрицы оператора представляет собой вектор-столбец элемента, 
который является результатом действия оператора на J-ый эле-

мент базиса, то jjj eBeAeС ˆˆˆ  и значит каждый столбец матри-

цы оператора С представляет собой сумму соответствующих 

столбцов матриц операторов А и B. Следовательно, матрица 

оператора С  является суммой матриц операторов А и B:   
eee BAС ˆˆˆ  . 

Пусть теперь оператор AС  , где  - некоторое число. 

Тогда jj eAeС ˆˆ  , то есть J-ый столбец матрицы оператора С  

равен J-му столбцу матрицы оператора А, умноженному на число 

 . Это означает, что ee AС ˆˆ  . 

Рассмотрим теперь  оператор А, отображающий  n-
мерное линейное пространство X на  m-мерное пространство Y с 
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матрицей eÂ  ,и оператор B отображающий  m-мерное линейное 

пространство Y на  k-мерное пространство Z c матрицей eB̂ . 

Введем в рассмотрение оператор С , равный произведению опе-

раторов  А  и B: ABС  . В этом случае 
jj eABeС ˆˆ  . Вектор-

столбец соответствующий элементу jê будет представлять собой 

вектор, у которого все координаты равны нулю, кроме координа-

ты с номером J , который равен единице. Тогда при умножении 

матрицы 
eÂ  на данный вектор-столбец получится вектор-

столбец, все координаты которого совпадают с J-м столбцом мат-

рицы eÂ -




















mj

j

j







...

2

1 . Далее, умножая полученный вектор-столбец на 

матрицу оператора B  























kmkk

m

m

еB







...

............

...

...

ˆ

21

22221

11211

, получим   







































































mjkjjkjk

mjjjj

mjjjj

mj

j

j

kmkk

m

m



















...

........................................

...

...

...

...

............

...

...

2211

2222121

1212111

2

1

21

22221

11211

. 

Следовательно, элемент  матрицы оператора С  , распо-

ложенный в i-ой строке и J-м столбце равен сумме произведений 

элементов i-ой строки матрицы еB̂ на элементы J-го столбца 

матрицы eÂ , то есть    
еее ABС ˆˆˆ  . 

        Рассмотрим оператор А, отображающий n-мерное 

линейное пространство X само на себя. Допустим, что данный 

оператор имеет обратный 
1A . То есть, если yxA ˆˆ  , то 

yAx ˆˆ 1  и значит yyAAxA ˆˆˆ 1  
 и оператор 

1AA  отобра-
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жает элемент  ŷ  на элемент ŷ  и следовательно является тож-

дественным IAA 1
. Определим матрицу тождественного опе-

ратора. Каждый элемент базиса iê тождественный оператор 

отображает на него же. Значит вектор-столбец, соответствующий 

элементу ii eeI ˆˆ  , представляет собой вектор, все компоненты 

которого равны нулю, за исключением компоненты с номером  i, 
которая будет равна единице. Из этого следует, что все элементы 

i-го столбца матрицы оператора I будут  нулями кроме i-го, ко-

торый будут равен единице. А это означает, что матрица тожде-

ственного оператора  будет единичной EI e 
ˆ . Но тогда 

EAA ee 
1ˆˆ , то есть матрица оператора 1A  будет обратной по 

отношению к матрице оператора A . 

 
Связь между матрицами линейного оператора  

в разных базисах. 

Рассмотрим теперь  оператор А, отображающий  n-мерное 

линейное пространство X само на себя. Пусть в пространстве  Х 
имеется два базиса : первый базис neee ˆ,...,ˆ,ˆ 21  и второй базис 

neee  ˆ,...,ˆ,ˆ 21 . Матрица перехода от первого базиса ко второму       
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Рассмотрим два элемента пространства X x̂ и ŷ таких, что 

yxA ˆˆ  . Пусть в первом базисе элементу x̂ соответствует вектор-

столбец его координат 
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Но, учитывая, что 
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Умножая левую и правую части этого соотношения слева 

на матрицу 
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Из полученного соотношения следует, что 
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То есть 

1)(ˆˆ  T

e

T

е PAPA . Полученному соотношению можно придать 

другой вид, выразив матрицу оператора  А во втором базисе про-

странства  X через матрицу оператора в первом базисе. Для это-

го следует данное соотношение умножить слева на матрицу 
1)( TP и справа на матрицу 

TP :   e

T

е

T APAP  ˆˆ)( 1
. 

 
Собственные значения и собственные элементы  

линейных операторов в конечномерных  
пространствах. 

В силу выше представленного определения, собственным 

значением линейного оператора, отображающего n-мерное ли-

нейное пространство X само на себя называется число  , для 

которого существует ненулевой элемент x̂  пространства  X , 
удовлетворяющий соотношению xxA ˆˆ  . Сам элемент x̂  в 

этом случае называется собственным элементом оператора А 
,соответствующий собственному значению  . Пусть оператор А 
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в некотором базисе пространства X  имеет матрицу 
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. Соотношение xxA ˆˆ  представим 

в виде   0̂ˆˆ  xIxA   или 0̂ˆ)(  xIA  , где  I - тожде-

ственный оператор. 

Тогда матрица оператора )( IA   будет иметь вид 

)ˆ( ЕAе  . Учитывая, что вектор-столбец нулевого элемента 

представляет собой нулевой вектор-столбец 























0

...

0

0

0
  ,  и считая, 

что элемент x̂ представляется вектором-столбцом 
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, опреде-

ление собственного элемента оператора можно свести к нахожде-
нию ненулевых  решений однородной системы уравне-

ний 0)ˆ(


 xIAе    или  
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Для того, чтобы данная однородная система уравнений 

имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы ее 

определитель был равен нулю 0 IA   

или   
0
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Раскрывая этот определитель, получим многочлен от 

 степени n. 
Определение. Многочлен относительно   степени n - 
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IA   называется характеристическим многочленом оператора 

А, а уравнение 0 IA   называется характеристическим 

уравнением.  

Собственные значения оператора  А являются корнями 

характеристического уравнения. Пусть 
0  корень характеристи-

ческого уравнения и , следовательно, собственное значение опе-

ратора А. Подставляя 0  в выше представленную одно-родную 

систему уравнений, получим систему уравнений, из которой опре-

делим координаты вектора-столбца собственного элемента опе-

ратора А 
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
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
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   . 

Чтобы определить векторы-столбцы собственных элемен-

тов оператора необходимо найти фундаментальную систему ре-

шений полученной однородной системы уравнений. Для этого 
данную однородную систему уравнений приводят к треугольному 

виду, в котором число неизвестных будет больше числа уравне-
ний. Это следует из того, что определитель системы равен нулю 

и, следовательно, в систему входят линейно зависимые уравнения 

(то есть такие уравнения, которые могут быть получены  посред-
ством сложения  других уравнений системы, умноженных на неко-

торые числа). Далее все неизвестные разделяют на свободные и 
несвободные. При этом в качестве несвободных неизвестных бе-

рут такое их число, которое равно числу оставшихся уравнений 

системы, после приведения ее к треугольному виду. Кроме того в 
качестве несвободных неизвестных выбирают такие, чтобы опре-

делитель, состав-ленный из коэффициентов, стоящих при этих 
неизвестных в системе, был отличен от нуля. После этого свобод-

ные неизвестные вместе с их коэффициентами переносят в пра-
вые части уравнений системы. Полагая поочередно каждое сво-

бодное неизвестное равное единице, а остальные свободные не-

известные – нулю, находят значения несвободных неизвестных. 
Полученные таким образом решения называются фун-

даментальной системой решений рассматриваемой однородной 
системы линейных уравнений и являются  векторами-столбцами 

собственных элементов данного оператора, соответствующих соб-
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ственному значению 0 . 

 Пример.  

1.Рассмотрим линейный оператор А, отображающий 

трехмерное векторное пространство само на себя и поворачива-
ющий каждый вектор этого пространства на 180о 

вокруг оси OZ. Построим матрицу этого оператора. В ка-

честве базиса возьмем как и ранее единичные вектора kji


,, , 

направленные, соответственно, вдоль коор-динатных осей OX 
,OY, OZ. Тогда, учитывая, что при повороте на 180о

  вектора  

ji


, переходят в вектора ji


 , , а вектор



















0

1

0

2x
  при 

этом не изменяется, получим   

kjiiiA

 001 ,  

kjijjA

 010 и  

kjikkA

 100 . Следовательно, матрица этого 

оператора в указанном базисе будет иметь вид        























100

010

001

ˆ
eA , а матрица  

































100

010

001

)ˆ( ЕAе

. 

Определим характеристический многочлен этого операто-

ра и найдем его корни 

0)1)(1)(1(

100

010

001

















. 

Тогда собственными значениями оператора будут 11    

и 12  . 

Однородная система уравнений, соответствующая соб-

ственному значению 11  ,   содержит лишь одно уравнение 

02 3  x , так как первые два уравнения системы имеют ну-
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левые коэффициенты при неизвестных в левых частях, а это зна-
чит, что они удовлетворяются при любых значениях неизвестных 

и поэтому могут быть исключены из системы. Этот вид системы 
соответствует треугольному виду и так как он содержит только 

одно уравнение с одним неизвестным 3x , то вполне естественно 

остальные неизвестные 1x  и 2x выбрать в качестве свободных. 

Поочередно полагая свободные неизвестные равными единице и 

учитывая, что 03 x , получим два век-тора-столбца собствен-

ных элементов, соответствующих собственному значению  

11   :   



















0

0

1

1x
    и 



















0

1

0

2x
 . Первый вектор соответ-

ствует элементу i


, а второй элементу j


. 

Рассмотрим теперь второе собственное значение 12  , 

которому будет соответствовать однородная система уравнений 









0

0

2

1

x

x
 .  

Третье уравнение системы удовлетворяется при любых 

значениях неизвестных и поэтому исключается из системы. Полу-
ченный вид является треугольным видом системы. Выбирая в ка-

честве свободной неизвестной 3x  и полагая ее равной единице, 

учитывая, что из полученной однородной системы имеем 01 x  

и 02 x , определяем вектор-столбец собственного элемента   



















1

0

0

3x
 . Этому вектору-столбцу соответствует элемент k


, кото-

рый и будет собственным элементом, соответствующим собствен-

ному значению 12  . 

2.Найдем теперь собственные значения и собственные 
элементы дифференциального оператора 

)()()1()( txtx
dt

d
ttAx  , действующего в пространстве мно-

гочленов, степени  не выше третьей. В качестве базиса 
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данного линейного пространства возьмем систему элементов 
32 ,,,1 ttt . Определим матрицу оператора. 

111)1(1 
dt

d
tA . Соответствующий полученному элементу 

вектор-столбец его координат имеет вид 





















0

0

0

1

. 

12)1(  ttt
dt

d
tAt . Элементу 12 t  соответствует век-

тор-столбец 





















0

0

2

1

 . tttt
dt

d
tAt 23)1( 2222  . Данному элементу 

соответствует вектор-столбец 





















0

3

2

0

 .  

Наконец     23333 34)1( tttt
dt

d
tAt  .  Этот элемент со-

ответствует вектору- 

 

столбцу 





















4

3

0

0
.     В результате матрица данного оператора 

будет иметь вид   























4000

3300

0220

0011

ˆ
eA

. 
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Тогда матрица      









































4000

3300

0220

0011

)ˆ( ЕAе

. 

Далее найдем характеристический многочлен этого опера-

тора и  его корни 

0)4)(3)(2)(1(

4000

3300

0220

0011





















, 

11  , 22  , 33  , 44  . 

Однородная система уравнений, соответствующая соб-

ственному значению 11   будет иметь вид        





















03

032

02

0

4

43

32

2

x

xx

xx

x

.   Вычтем из второго уравнения первое, 

прибавим к третьему уравнению первое, а затем вычтем из полу-

ченной суммы второе уравнение 





















03

03

02

0

4

4

3

2

x

x

x

x

. 

Два последние уравнения полученной системы одинаковы, 

поэтому одно из них можно исключить. В результате получим 
треугольный вид данной однородной системы уравнений. 















03

02

0

4

3

2

x

x

x
. 

В этом случае свободной неизвестной следует выбрать 
1x , 

положив ее равную единице. Остальные неизвестные, как это 
следует из треугольного вида системы, равны нулю и ,значит, 

фундаментальная система решений будет состоять из одного век-
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тора-столбца 























0

0

0

1

1x
 , который соответствует собственной функ-

ции 1)(1 tx . 

Для второго собственного значения 22   получим сле-

дующую однородную систему уравнений  





















02

03

02

0

4

43

3

21

x

xx

x

xx

. 

Разделим второе уравнение системы на 2 и вычтем из тре-

тьего уравнения. В результате получим следующий вид системы 





















02

03

0

0

4

4

3

21

x

x

x

xx

. 

Очевидно, что третье и четвертое уравнения системы 
одинаковы и одно из них можно опустить          















03

0

0

4

3

21

x

x

xx

. 

Данный вид системы соответствует треугольному виду, в 

качестве свободной неизвестной в этом случае можно выбрать 

2x и перенести ее в правую часть системы, положив равной еди-

нице. В результате получим  















03

0

1

4

3

1

x

x

x
. 

Легко видеть, что решением данной системы будут значе-

ния неизвестных 11 x , 

03 x , 04 x . Тогда  фундаментальная система реше-
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ний будет состоять из  вектора-столбца 























0

0

1

1

2x
 . Этот вектор со-

ответствует элементу 1)(2  ttx , который является собственной 

функцией рассматриваемого оператора, соответству-ющая соб-

ственному значению 22  . 

Далее рассмотрим собственное значение 33  , для ко-

торого получим однородную систему уравнений следующего вида 





















02

00000

02

02

4

4321

32

21

x

xxxx

xx

xx

. 

Третье уравнение этой системы можно отбросить, так как 
оно удовлетворяется при любых значениях неизвест-

ных.















02

02

02

4

32

21

x

xx

xx

. 

В результате система примет треугольный вид. Выберем в 

качестве свободной неизвестной 3x , перенесем ее в правую 

часть системы и положим равную единице 















02

2

02

4

2

21

x

x

xx

. 

 Решением данной системы будут значения неизвестных 

11 x , 22 x , 04 x , а фундаментальную систему решений 

будет представлять вектор 























0

1

2

1

3x


, определяющий функцию 
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12)( 2  tttx , являющейся собственной функцией, соответ-

ствующей собственному значению 33  . 

В завершении рассмотрим 44  , для которого получим 

систему уравнений 





















00000

03

022

03

4321

43

32

21

xxxx

xx

xx

xx

. 

Отбросив последнее уравнение системы, которое удовле-

творяется при любых значениях неизвестных, получим однород-
ную систему линейных уравнений треугольного вида        















03

022

03

43

32

21

xx

xx

xx

 .       Далее, назначив в качестве 

свободного неизвестного 4x , перенеся в правую часть системы 

уравнений и поло-жив его равным единице, остальные неизвест-
ные найдем из системы уравнений   















3

022

03

3

32

21

x

xx

xx

 

11 x , 32 x , 33 x .   Тогда фундаментальная система 

решений исходной однородной системы линейных уравнений бу-

дет состоять из одного вектора 























1

3

3

1

3x


, который соответствует 

функции 133)( 23  ttttx . Данная функция будет собствен-

ной функцией рассматриваемого оператора, соответствующей 

собственному значению 44  . 

       Теорема XI.1 Для того чтобы матрица линейного опе-

ратора A, действующего в n-мерном линейном пространстве бы-

ла диагональной, необходимо и достаточно, чтобы базисные 
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элементы были собственными элементами данного оператора. 

Доказательство достаточности. Пусть в n-мерном линей-

ном пространстве задан базис, neee ˆ,...,ˆ,ˆ
21 , все элементы кото-

рого являются собственными элементами оператора A, то есть    

nnn eeAeeAeeA ˆˆ,...,ˆˆ,ˆˆ
222111   . Тогда в силу того, 

что матрица оператора состоит из столбцов, которые являются 

векторами-столбцами координат элементов  

neAeAeA ˆ,...,ˆ,ˆ 21 равных в данном случае, соответственно,  

элементам nneee ˆ,...,ˆ,ˆ 2211  , матрица оператора  A будет 

иметь диагональный вид     























т

eA







...00

............

0...0

0...0

ˆ 2

1

.   

Доказательство необходимости. Допустим, что матрица 

оператора A в некотором базисе neee ˆ,...,ˆ,ˆ
21  будет диагональ-

ной, то есть будет иметь выше приведенный вид. Тогда , учиты-

вая то обстоятельство, что вектора-столбцы координат элементов 

базиса neee ˆ,...,ˆ,ˆ
21  ,соответственно, будут иметь вид     



































































1

...

0

0

,...,

0

...

1

0

,

0

...

0

1

2

1

1 neee
  , получим 

11

1

2

1

1
ˆ

0

0

0

0

...

0

1

...00

............

0...0

0...0

ˆ eeA

т













































































 ,

22

22

1

2
ˆ

0

0

0

0

...

1

0

...00

............

0...0

0...0

ˆ eeA

т












































































 , 

…………………………………………………………, 
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ˆ eeA
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




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































































, что и требовалось дока-

зать. 
 Вид матрицы линейного оператора зависит от выбранного 

базиса пространства. 
Тем не менее собственные значения оператора не зависят 

от выбранного базиса. Действительно, собственные значения 

оператора определяются из уравнения 0ˆ  IAe  . При переходе 

к другому базису, матрица линейного оператора преобразуется 

согласно формуле   
T

е

T

e PAPA   ˆ)(ˆ 1
, где еÂ  - матрица опе-

ратора в старом базисе, еAˆ  - матрица оператора в новом базисе, 

P - матрица перехода от старого базиса к новому.  Собственные 

значения оператора в новом базисе определяются из уравнения 

0ˆ  IAe  . Тогда используя известные свойства определители, 

получим 

  T

e

TTTT

е

T

e PIAPPIPPAPIA )ˆ()()(ˆ)(ˆ 111   

0ˆˆˆ)(ˆ)( 11   IAIAIIAPPPIAP eee

TTT

e

T  . 

Таким образом, уравнение 0ˆ  IAe   посредством тож-

дественных преобразований  сведено к уравнению 0ˆ  IAe  . 

Следовательно, эти уравнения имеют оди-наковые корни из чего 

следует, что собственные значения линейного оператора дей-
ствующего в конечномерном пространстве не зависит от выбран-

ного в этом пространстве базиса.  
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XIV. ПРИНЦИП СЖИМАЮЩИХ ОТОБРАЖЕНИЙ. 

Многие задачи в математике сводятся к решению уравне-

ний или систем уравнений (алгебраических, дифференциальных, 

интегральных и так далее). В связи с этим часто возникают про-
блемы, связанные с существованием и единственностью решений 

уравнений или систем уравнений того или другого вида, многие 

из которых можно представить в виде xAx ˆˆ  , где x̂  является 

неизвестным ( числом, вектором, функцией или другим математи-

ческим объектом), а xAˆ  некоторый оператор. Из различных ме-

тодов доказательства существования и единственности решений 

одним из важнейших методом является принцип сжимающих 
отображений. 

Рассмотрим некоторое полное метрическое пространство 

X. Даже не обязательно линейное. И пусть A  некоторый опера-
тор. (не обязательно линейный) отображающий пространство  X 
само на себя.  

Определение. Элемент оx̂ пространства X, на котором дей-

ствует оператор A . называется неподвижной точкой данного 

оператора, если оо xAx ˆˆ   

Определение. Оператор A называется оператором сжа-

тия, если существует такое число 1 , что для любых двух эле-

ментов пространства X, на котором определен оператор A x̂  и 

ŷ выполняется неравенство )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( yxyAxA   . 

Докажем, что каждый оператор сжатия является непре-
рывным. Действительно, зададим 0 . Тогда, если положить 

  , то из неравенства  )ˆ,ˆ( yx  с учетом того что 1 , 

следует     )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( yxyAxA .  Из чего и следует не-

прерывность оператора сжатия A . 
Теорема XII.1 Всякий оператор сжатия, определенный в 

полном метрическом пространстве X, имеет одну и только одну 

неподвижную точку.  

Допустим, что оx̂  произвольный элемент пространства 

X.  
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Положим  

01
ˆˆ xAx  , oo xAxAAxAx ˆ)ˆ(ˆˆ 2

12  , 

oo xAxAAxAx ˆ)ˆ(ˆˆ 32

23   ,…, o

n

nn xAxAx ˆˆˆ
1   .     В ре-

зультате получим последовательность элементов  nx̂ . Докажем, 

что данная последовательность является фундаментальной. 

Возьмем два натуральных числа m и n таких, что nm  . Тогда 

  )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 221111 mnmnmnmn xAxAxxxAxAxx 

 

)ˆ,ˆ(...)ˆ,ˆ( 22

2

nmo

n

mn xxxx    .     

Таким образом доказано справедливость неравенства   

)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( nmo

n

mn xxxx   . 

Далее, используя аксиому треугольника , получим  

  )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(())ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(()ˆ,ˆ( 21111 xxxxxxxxxx o

n

nmo

n

nmo

n 

 

  ...))ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(())ˆ,ˆ( 3322112 nmo

n

nm xxxxxxxxxx 

 

))ˆ,ˆ(...)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(( 132211 nmnmo

n xxxxxxxx   . 

Доказанное выше неравенство позволяет утверждать, что 

  )ˆ,ˆ(())ˆ,ˆ(...)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(( 1132211 xxxxxxxxxx o

n

nmnmo

n 

 

  )ˆ,ˆ())ˆ,ˆ(...)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 11

1

1

2

1 xxxxxxxx o

n

o

nm

oo   

)...1( 12  nm . Рассматривая сумму, стоящую в 

скобках, как сумму первых членов mn  геометрической прогрес-

сии, знаменатель которой равен  , а первое слагаемое равно 

единице, получим 
















1

1

1

1
)...1(

1
12

nm
nm .   

Таким образом, если опустить все промежуточные соотношения, 

получим следующее неравенство 






1

1
)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 1xxxx o

n

mn
. Если  

взять достаточно большое n , то учитывая, что 1  , величину 
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


1

1
)ˆ,ˆ( 1xxo

n
 можно сделать сколь угодно малой. 

То есть, для любого, сколь угодно малого числа 

0 можно найти такое натуральное N , что при Nn   будет 

выполняться неравенство 


 
1

1
)ˆ,ˆ( 1xxo

n . А значит в силу  

доказанного неравенства, что для любого, сколь угодно малого 

числа 0 можно найти такое натуральное N , что при Nn   

будет выполняться неравенство  )ˆ,ˆ( mn xx . Следовательно, 

последовательность элементов  

 nx̂  является фундаментальной и так как пространство 
X является полным, то она имеет предел    




xxn
n

ˆˆlim
. Тогда в силу 

непрерывности оператора  A  




  xxxAxAxA n
n

n
n

n
n

ˆˆlimˆlimˆlimˆ
1  и тем самым до-

казано существование неподвижной точки оператора A . Дока-
жем теперь единственность неподвижной точки. Предположим, 

что у оператора A  существует две неподвижные точки x̂  и 
x̂ , 

то есть   xAx ˆˆ  и 
 xAx ˆˆ . Так как оператор A  является 

оператором сжатия, то )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 
 xxxAxAxx  . 

Значит )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 
 xxxx   и поэтому 

0)ˆ,ˆ()ˆ,ˆ( 
 xxxx  , то есть 0)ˆ,ˆ()1(   xx . Учиты-

вая, что 0)1(   и 0)ˆ,ˆ( 
 xx  и то обстоятельство, что про-

изведение положительного числа на число неотрицательное мо-

жет быть величиной неотрицательной только в том случае, когда 

неотрицательное число 0)ˆ,ˆ( 
 xx  равно нулю. Следователь-

но, 0)ˆ,ˆ(  xx , то есть 
 xx ˆˆ , а это означает единственность 

неподвижной точки оператора сжатия. 

       Как было сказано ранее, принцип сжимающих отоб-
ражений часто применяется при доказательстве существования и 

единственности решения уравнений и систем уравнений. Рас-
смотрим некоторые примеры. 
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Доказательство существования и единственности корня 
уравнения )(xfx  . 

Допустим, что функция )(xf  определена на отрезке 

],[ ba  , отображая его на себя и удовлетворяет на этом отрезке 

условию Липшица, то есть для любых ],[, 21 baxx   справедливо 

неравенство 2121 )()( xxCxfxf  , где постоянная 

1C . Тогда функцию )(xf можно рассматривать как оператор  

сжатия и по ранее доказанной теореме числовая последователь-

ность  nx , где )( 01 xfx  , )( 12 xfx  , …, )( 1 nn xfx  имеет в 

качестве своего предела единственный корень уравнения 

)(xfx  . Метод нахождения корня по формуле )( 1 nn xfx  

называется методом последовательных приближений. 
Можно доказать, что условие сжатости оператора будет 

выполнено, если 1)(  Cxf , а это означает, что в этом слу-

чае может быть применен метод последовательных приближений. 

Рассмотрим теперь уравнение вида 0)( xF , где функ-

ция )(xF  определена на отрезке ],[ ba и кроме того 0)( aF , 

0)( bF , MxFm  )(0 . 

Теперь введем функцию )()( xFxxf   и будем рас-

сматривать уравнение )(xfx  , которое равносильно уравнению 

)(xFxx   или 0)( xF . 

Неравенство   MxFm  )( умножим на )(        

mxFM   )( , а затем прибавим ко всем его частям 

единицу mxFM   1)(11 . Учитывая, что произ-

водная )()( xFxxf     получим mxfM   1)(1 . 

Очевидно, что параметр   можно подобрать так, чтобы выпол-

нялось условие сжатости оператора и затем применить для реше-

ния уравнения 0)( xF  метод последовательных приближений. 

 

Обоснование применения метода последовательных  
приближений к решению систем линейных  
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уравнений. 

Пусть имеется  n- мерное векторное пространство и дей-

ствующий на нем оператор bxBxA


 ˆ , где B̂ матрица размер-

ности nn , b

- заданный вектор n- мерного векторного про-

странства, а x

- произвольный  вектор данного пространства. 

Рассмотрим систему линейных уравнений вида bxBx


 ˆ . Если 

оператор bxBxA


 ˆ будет оператором сжатия, то к данной систе-

ме уравнений можно применить метод последовательных при-

ближений, реализовав его по формуле   bxBx nn


 1

ˆ . Будем рас-

сматривать данный оператор в нормированном пространстве. Так 

как расстояние между элементами нормированного пространства 

x̂ и ŷ  можно ввести как yxyx ˆˆ)ˆ,ˆ(   , можно сказать, что опе-

ратор называется оператором сжатия, если существует такое чис-

ло  1 , что для любых двух элементов пространства x̂  и ŷ вы-

полняется неравенство yxyAxA ˆˆˆˆ   . 

В нашем случае    

yxByxByBxByAxA


 )( . Следовательно, 

если норма матрицы 1B . И все зависит от того, как ввести 

метрике в пространстве, то есть определить расстояние между 

двумя элементами пространства ),( yx


 . Введем метрику посред-

ством соотношения  





n

i

iinn yxyxyxyxyx
1

22

22

2

11 )()(...)()(),(




, где  

),...,,( 21 nxxxx 


, ),...,,( 21 nyyyy 


.  

Тогда полагая, что матрица B имеет вид      























nnnn

n

n

bbb

bbb

bbb

B

...

............

...

...

21

22221

11211

,  

 произведение  
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







































































nnnnn

nn

nn

nnnnn

n

n

xbxbxb

xbxbxb

xbxbxb

x

x

x

bbb

bbb

bbb

xB

...

...................................

...

...

...

...

............

...

...

2211

2222121

1212111

2

1

21

22221

11211

 . 

То есть i-ую компоненту вектора xB


 можно представит в 

виде 


n

k

kik xb
1

. 

Аналогично можно показать, что i-ая компонента вектора 

yB


 представима в виде 


n

k

kik yb
1

.  Далее, используя неравенство 

Коши-Буняковского, получим      

 
 


n

k

kik

n

i

n

k

kik xbxbyBxByAxA
1

2

1 1

22 )(),(


  

  
   

),()())(( 2

1 1

2

1

2

1 1

2

1 1

2 yxbyxbyxb
n

i

n

k

ik

n

k

kk

n

i

n

k

ik

n

i

n

k

kkik


 . 

2

1 1

2
yxb

n

i

n

k

ik




 

 

 Таким образом доказана справедливость неравенства 

2

1 1

22
yxbyBxB

n

i

n

k

ik


 

 

. 

Извлекая квадратный корень их обеих частей данного не-

равенства, получим 

yxbyBxB
n

i

n

k

ik


 

 1 1

2 . Следовательно, для того, что-

бы оператор B был оператором сжатия и ,значит для того, чтобы  

для решения системы линейных уравнений bxBx


 ˆ можно 

было бы воспользоваться методом последовательных приближе-
ний, достаточно выполнение условия 

1
1 1

2


 

n

i

n

k

ikb
. 
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Доказательство теоремы существования и  
единственности решения дифференциального уравнения. 

 
Рассмотрим дифференциальное уравнение первого поряд-

ка ),( yxf
dx

dy
  с начальным условием oo yxy )( . Будем пола-

гать, что функция ),( yxf  определена и непрерывна  по совокуп-

ности аргументов в области, определяемой неравенствами  

bxa  ,  y и удовлетворяет в этой области усло-

вию Липшица по переменной y :      
2121 ),(),( yyKyxfyxf  , 

где K  некоторая постоянная. При этом точка ox должна принад-

лежать отрезку ],[ ba . 

Проинтегрировав рассматриваемое уравнение по отрезку 

],[],[ baxxo  , получим  

 
x

x

x

xo o

dxxyxfdx
dx

dy
))(,( ,      

x

x

o

o

dxxyxfyxy ))(,()(     

или 


x

x

o

o

dxxyxfyxy ))(,()(  

Будем рассматривать правую часть полученного уравне-

ния как оператор 

x

x

o

o

dxxyxfyxAy ))(,()( , отображающий про-

странство непрерывных на отрезке ],[ ba  функций само на себя. 

Докажем, что при выполнении некоторых условий данный опера-

тор будет оператором сжатия. Учитывая, что функция ),( yxf  

удовлетворяет условию Липшица по переменной y , получим 

 
x

x
baba

o

dxxyxfxyxfxAyxAyAyAy ))](,())(,([max)()(max),( 21
],[

21
],[

21  

 
x

x
ba

x

x
ba

oo

dxxyxyKdxxyxfxyxf )()(max))(,())(,(max 21
],[

21
],[

 

),()(),()()(max 212121
],[

yyabKdxyyKdxxyxyK

x

x

x

x
ba

oo

  . 

Таким образом, доказано выполнение неравенства 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Высшая алгебра и функциональный анализ 
 

 
 

117 

),()(),( 2121 yyabKAyAy    и  если   1)( abK  то оператор 



x

x

o

o

dxxyxfyxAy ))(,()(  является оператором сжатия и имеет 

единственную неподвижную точку  )()( xyxAy  . Это означает, 

что дифференциальное уравнение  ),( yxf
dx

dy
  с начальным 

условием oo yxy )( тоже будет иметь единственное решение. 

Следует отметить, что данный вывод справедлив только 

при условии 1)( abK . А  означает, что длина 

ка ],[ ba должна быть достаточно маленькой и удовлетворять не-

равенству 
K

ab 1)(  . Другими словами доказано существование и 

единственность решения указанного уравнения лишь в достаточ-

но малой окрестности точки ox . 
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