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Аннотация 
 

Учебное пособие «Теория вероятностей и эле-

менты математической статистики» предназначено для 

студентов всех форм обучения и всех специальностей, 

которые проходят данный раздел высшей математики. 

В разработке изложен краткий необходимый теорети-

ческий материал, иллюстрируемый решением модель-

ных задач, которые, как правило, включаются в кон-

трольные работы, индивидуальные задания и предла-

гаются на экзамене. Материал излагается с требова-

ниями ФГОС ВО.   
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Раздел “Теория вероятностей” 

1. Случайные события. Алгебра событий. 

В различных разделах науки и техники нередко возникают 

ситуации, когда результат каждого из многих проводимых 

опытов заранее предугадать невозможно, однако можно ис-

следовать закономерности, возникающие при проведении се-

рии опытов. Нельзя, например, точно сказать какая сторона 

монеты окажется сверху при данном броске: герб или цифра – 

но при большом количестве бросков, число выпадений герба 

приближается к половине количества бросков; нельзя заранее 

предсказать результат одного выстрела из данного орудия по 

данной цели, но при большом числе выстрелов частота попа-

дания приближается к некоторому постоянному числу. Иссле-

дование вероятностных закономерностей массовых однород-

ных явлений составляет предмет теории вероятностей. 

В теории вероятностей существует совокупность основных 

понятий, к которым сводятся все остальные и на которых она 

базируется. Одним из первичных понятий является понятие 

события.  

Определение. Событием будем называть результат опыта 

или наблюдения, предполагая при этом, что данный опыт или 

наблюдение  производятся при осуществлении некоторого 

комплекса условий и могут быть осуществлены неограничен-

ное количество раз. 
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  События, которые могут произойти в результате опыта, 

можно подразделить на три вида: 

а) достоверное событие – событие, которое всегда про-

исходит при осуществлении комплекса условий; 

б) невозможное событие – событие, которое не может 

произойти ни при одном осуществлении условий; 

в) случайное событие – событие, которое при осуществ-

лении комплекса условий может либо произойти, либо не про-

изойти. Например, при броске игральной кости достоверным 

событием является выпадение числа очков, не превышающего 

6, невозможным – выпадение 10 очков, а случайным – выпа-

дение 3 очков. 

Алгебра событий. 

 Определение. Суммой А+В двух событий А и В называют 

событие, состоящее в том, что произошло хотя бы одно из со-

бытий А и В. Суммой нескольких событий, соответственно, 

называется событие, заключающееся в том, что произошло 

хотя бы одно из этих событий. 

Пример 1.  

Пусть событие А-множество студентов, сдавших зимнюю 

сессию только на отлично, а событие В – множество студентов, 

сдавших летнюю сессию только на отлично, то сумма А+В – 

это подмножество  студентов, сдавших на отлично или зим-

нюю сессию, или летнюю сессию, или обе сессии. 

Определение. Произведением АВ событий А и В называ-
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ется событие, состоящее в том, что событие А и событие В  

происходят одновременно. Аналогично произведением не-

скольких событий называется событие, заключающееся в 

том, что все эти события произошли одновременно. 

Пример 2. 

В примере 1  событием АВ  это будет  подмножество  сту-

дентов, сдавших на отлично обе сессии. 

Определение. Разностью А\B событий А и В называется 

событие, состоящее в том, что А произошло, а В – нет. 

Пример 3. В примере 1  событием А\В   будет  подмноже-

ство  студентов, сдавших зимнюю сессию на отлично, но не 

сдавших летнюю сессию на отлично. 

Определение. Противоположным  A
 
для события A бу-

дем называть такое событие, которое происходит всякий раз, 

когда событие A не происходит.  

Пример 4. В примере 1  событием A  будет  подмножество  

студентов, не сдавших зимнюю сессию только на отлично.  

Определение. События А и В называются совместными, 

если они могут произойти оба в результате одного опыта.  

Определение. События А и В называются несовместными, 

если они не могут произойти одновременно в результате одно-

го опыта, т.е. если AB= Ø . 

Определение. Говорят, что события А1,А2,…,Аn образуют  

 

полную группу событий, если они 
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1) попарно несовместны, т.е. Аi Аj= Ø, i≠j; 

 2) в результате опыта обязательно произойдет одно только 

одно из них. 

 Замечание. Cобытия А1,А2,…,Аn в этом случае называют 

элементарными событиями. 

2.  Классическое определение вероятности. 

При изучении случайных событий возникает необходимость 

количественно сравнивать возможность их появления в ре-

зультате опыта. 

Будем считать, что случаи представляют собой все множе-

ство исходов опыта. Пусть их число равно n ( число возмож-

ных исходов), а при m из них происходит некоторое событие А 

(число благоприятных исходов). 

Определение. Классическим определением вероятно-

сти события А называется отношение числа исходов опыта, 

благоприятных этому событию, к числу возможных исходов: 

n

m
Ap )(       

Пример 1.  

Из урны, содержащей 6 белых и 4 черных шара, наудачу 

вынут шар. Найти вероятность того, что он белый. 

Решение. Будем считать элементарными событиями, или 

исходами опыта, извлечение из урны каждого из имеющихся в 

ней шаров. Следовательно, число возможных исходов (появ-
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ление белого или черного шара) равно 10, а число исходов, 

благоприятных событию А (появлению белого шара) – 6 (тако-

во количество белых шаров в урне). Значит, 

6
( ) 0,6.

10

т
р А

п
  

 

 

3. Геометрическая вероятность. 

Одним из недостатков классического определения вероятности 

является то, что оно неприменимо к испытаниям с бесконечным 

количеством исходов. В таких случаях можно воспользоваться 

понятием геометрической вероятности.  

Пусть на отрезок L наудачу брошена точка. Это означает, что 

точка обязательно попадет на отрезок L и с равной возможностью 

может совпасть с любой точкой этого отрезка. При этом вероят-

ность попадания точки на любую часть отрезка L не зависит от 

расположения этой части на отрезке и пропорциональна его 

длине. Тогда вероятность того, что брошенная точка попадет на 

отрезок l, являющийся частью отрезка L, вычисляется по форму-

ле:    

L

l
p  , 

где l – длина отрезка l, а L – длина отрезка L. 

Можно дать аналогичную постановку задачи для точки, брошен-

ной на плоскую область  S и вероятности того, что она попадет на 
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часть этой области s: 

S

s
p  , 

где s – площадь части области, а S – площадь всей области. 

В трехмерном случае вероятность того, что точка, случайным 

образом расположенная в теле V, попадет в его часть v, задается 

формулой: 

V

v
p  , 

где v – объем части тела, а V – объем всего тела. 

Пример 1.  

Найти вероятность того, что точка, наудачу брошенная в круг, 

не попадет в правильный шестиугольник, вписанный в него. 

Решение.  

Пусть радиус круга равен R , тогда сторона шестиугольника то-

же равна R. При этом площадь круга 
2 ,S R  а площадь ше-

стиугольника 

23 3
.

2
s R  

Следовательно, 

2 2

2

3 3
3 32 0,174.
2

R R
S s

p
S R




 


 

     
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( ) ( ) ( ) ( ). (1)p A B p A p B p AB   

4. Теоремы сложения и умножения вероятностей 

Теорема сложения.  Вероятность р(А + В) суммы событий А и 

В равна 

 

 

Следствие 1. Если события А и В несовместны, то p(AB) = 0 и, 

следовательно, вероятность суммы несовместных событий равна 

сумме их вероятностей: 

( ) ( ) ( ). (2)p A B p A p B  
 

Следствие 2. Сумма вероятностей противоположных событий 

равна 1:      

( ) ( ) 1. (3)p A p A 
 

Следствие 3. Сумма вероятностей событий А1,А2,…,Аn , образую-

щих полную группу событий, равна 1: 

1)(...)()(
21

 AAA n
ppp  

Определение. Назовем условной вероятностью р(В/А) со-

бытия В вероятность события В при условии, что событие А про-

изошло. 

Замечание. Понятие условной вероятности используется в ос-

новном в случаях, когда осуществление события А изменяет ве-

роятность события В. 

Пример 1. 

Пусть событие А – извлечение из колоды в 32 карты туза, а со-

бытие В – то, что и вторая вынутая из колоды карта окажется ту-
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зом. Тогда, если после первого раза карта была возвращена в 

колоду, то вероятность вынуть вторично туз не меняется: 

4 1
( ) ( ) 0,125.

32 8
р В р А     Если же первая карта в колоду 

не возвращается, то осуществление события А приводит к тому, 

что в колоде осталась 31 карта, из которых только 3 туза. Поэто-

му  

097,0
31

3
)/( ABp  

Теорема умножения. Вероятность произведения двух событий 

равна произведению вероятности одного из них на условную ве-

роятность другого при условии, что первое событие произошло:
  

)/()()( ABpApABp 
            

)4(
 

Следствие. Вероятность совместного появления нескольких со-

бытий равна произведению вероятности одного из них на услов-

ные вероятности всех остальных, причем вероятность каждого 

последующего события вычисляется в предположении, что все 

предыдущие события уже появились: 

 
).../().../()()...(

12112121 AAAAAAAAAA nnn
pppp


 )5(  

Пример 2.  

Для поражения цели необходимо попасть в нее дважды. Веро-

ятность первого попадания равна 0,2, затем она не меняется при 

промахах, но после первого попадания увеличивается вдвое. 

Найти вероятность того, что цель будет поражена первыми двумя 
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выстрелами. 

Решение. Пусть событие А – попадание при первом выстреле, а 

событие В – попадание при втором. Тогда  

р (А) = 0,2, р(В/A) = 0,4, р (АВ) = 0,2·0,4 = 0,08. 

 

Определение. Событие В называется независимым от события 

А, если появление события А не изменяет вероятности В, то есть  

р(В/A) = р (В). 

Теорема умножения для независимых событий имеет вид: 

( ) ( ) ( ), (6)p AB p A p B 
 

то есть вероятность произведения независимых событий равна 

произведению их вероятностей.  

При решении задач теоремы сложения и умножения обычно 

применяются вместе. 

Пример 3.  

Два стрелка делают по одному выстрелу по мишени. Вероятно-

сти их попадания при одном выстреле равны соответственно 0,6 и 

0,7. Найти вероятности следующих событий: 

 А – хотя бы одно попадание при двух выстрелах; 

 В – ровно одно попадание при двух выстрелах; 

 С – два попадания; 

 D – ни одного попадания. 

Решение.  

Пусть событие Н1 – попадание первого стрелка, Н2 – попадание 

второго. Тогда  
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , .A H H B H Н Н Н С Н Н D H H           

События Н1 и Н2 совместны и независимы, поэтому теорема сло-

жения применяется в общем виде, а теорема умножения – в виде 

(6). Следовательно, р (С) = 0,6·0,7 = 0,42,  р (А) = 0,6 + 0,7 – 

0,42 = 0,88, р (B) = 0,6·0,3 + 0,7·0,4 = 0,46 (так как события 

1 2Н Н  и 
1 2Н Н  несовместны),  р (D) = 0,4·0,3 = 0,12. Заметим, 

что события А и D являются противоположными, поэтому   

р (А) = 1 – р (D). 

5. Формула полной вероятности. Формулы Байеса.  

Пусть событие А может произойти с одним и только одним из 

несовместных событий Н1, Н2,…, Нn, образующих полную группу  

событий. Тогда события Н1, Н2,…, Нn  называются гипотезами. 

Теорема. Вероятность события А, наступающего совместно с 

гипотезами Н1, Н2,…, Нn, равна: 

1

( ) ( ) ( / ), (1)
n

i i
i

р А p H p A H


  

где p(Hi) – вероятность  i- й гипотезы, а p(A/Hi) – вероятность 

события А при условии реализации этой гипотезы. Формула (1) 

носит название формулы полной вероятности. 

Пример 1.  

Имеются три одинаковые урны с шарами. В первой из них 3 бе-

лых и 4 черных шара, во второй – 2 белых и 5 черных, в третьей 

– 10 черных шаров. Из случайно выбранной урны наудачу вынут 

шар. Найти вероятность того, что он белый. 
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Решение. 

Будем считать гипотезами Н1, Н2 и Н3 выбор урны с соответ-

ствующим номером. Так как по условию задачи все гипотезы 

равновозможны, то 

1 2 3

1
( ) ( ) ( ) .

3
р Н р Н р Н    

Найдем условную вероятность А при реализации каждой гипоте-

зы:  

1 2 3

3 2
( / ) , ( / ) , ( / ) 0.

7 7
р А Н р А Н р А Н    

Тогда  

1 3 1 2 1 5
( ) 0 0,238.

3 7 3 7 3 21
р А          

Следствием теоремы умножения вероятностей и формулы пол-

ной вероятности являются формулы Байеса: 

( ) ( / )
( / ) . (2)

( )
i i

i

p H p A H
р Н A

p A
  

где i=1,2…n. 

  Вероятности гипотез p(Нi) в формуле полной вероятности (1) 

предполагаются известными до опыта. Формулы Байеса показы-

вают, как изменяются вероятности гипотез в том случае, если со-

бытие А наступило. 

Пример 2.  

После двух выстрелов двух стрелков, вероятности попаданий 

которых равны 0,6 и 0,7, в мишени оказалась одна пробоина. 
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Найти вероятность того, что попал первый стрелок. 

Решение.  

Пусть событие А – одно попадание при двух выстрелах, а гипо-

тезы: Н1 – первый попал, а второй промахнулся, Н2 – первый 

промахнулся, а второй попал, Н3 – оба попали, Н4 – оба промах-

нулись. Вероятности гипотез: р(Н1) = 0,6·0,3 = 0,18, р(Н2) = 

0,4·0,7 = 0,28, р(Н3) = 0,6·0,7 = 0,42,  р(Н4) = 0,4·0,3 = 0,12.  То-

гда 

р(А/Н1) = р(А/Н2) = 1,  р(А/Н3) = р(А/Н4) = 0. 

Следовательно, полная вероятность  

р(А) = 0,18·1 + 0,28·1 + 0,42·0 + 0,12·0 = 0,46. 

Применяя формулу Байеса, получим: 

1

0,18 1 9
( / ) 0,391.

0, 46 23
р Н А


    

 

6. Схема повторения испытаний. Формула Бернулли. 

Формула Пуассона. 

Рассмотрим серию из n испытаний, в каждом из которых собы-

тие А появляется с одной и той же вероятностью р, причем ре-

зультат каждого испытания не зависит от результатов остальных. 

Подобная постановка задачи называется схемой повторения 

испытаний или схемой Бернулли. Найдем вероятность того, 

что в такой серии событие А произойдет ровно k раз (неважно, в 

какой последовательности). Интересующее нас событие пред-
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ставляет собой сумму равновероятных несовместных событий, 

заключающихся в том, что А произошло в некоторых k испытани-

ях и не произошло в остальных    n – k испытаниях. Число таких 

событий равно числу сочетаний из n по k, то есть 
k
пС , а вероят-

ность каждого из них: pkqn-k, где        q = 1 – p – вероятность того, 

что в данном опыте А не произошло. Применяя теорему сложения 

для несовместных событий, получим формулу Бернулли: 

qpCp
knkk

nn
k



)(  

Пример 3.  

Для получения приза нужно собрать 5 изделий с особым знаком 

на этикетке. Найти вероятность того, что придется купить 10 из-

делий, если этикетки с этим знаком имеют 5% изделий. 

Решение.  

Из постановки задачи следует, что последнее купленное изде-

лие имеет особый знак. Следовательно, из предыдущих девяти 

эти знаки имели 4 изделия. Найдем вероятность этого по формуле 

Бернулли:  

4 4 5
9 9(4) (0,05) (0,95) 0,0006092.p C     

Тогда р = 0,0006092·0,05 = 0,0000304. 

 

Если в схеме Бернулли n велико, а p-достаточно малая величина 

(0,05-0,1 и меньше), то вероятность того, что при n испытаниях 

некоторое испытание А произойдет k раз можно найти по  
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приближенной формуле Пуассона: 

ep
k

k

k

n

 


!
)(

, 

 где  λ= np- среднее число появлений события А в n испытаниях. 

 

Раздел “Случайные величины” 
 

1. Определение дискретной случайной величины и за-
кон распределения дискретной случайной величины 

 
Величина, которая в результате испытания может принять то 

или иное значение, заранее неизвестно какое именно, называется 
случайной.   

Будем обозначать случайные величины заглавными буквами ла-
тинского алфавита Х,Y,Z,…, а их возможные значения – соответ-

ствующими малыми буквами 
iii

zyx ,, …. 

 
Для задания дискретной случайной величины нужно знать ее 

возможные значения и вероятности, с которыми принимаются эти 
значения. Соответствие между ними называется законом рас-
пределения случайной величины. Он может иметь вид таб-
лицы, формулы или графика.  

Если обозначить возможные числовые значения случайной ве-

личины X через x1, x2,… xn, а через pi=P(X=xi) – вероятность появ-
ления значения xi, то дискретная случайная величина полностью 
определяется таблицей, которая называется рядом распреде-
ления: 

 

 

 

Поскольку в одном испытании случайная величина принимает 

xi x1 x2 … xn 

рi р1 р2 … рn 
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одно и только одно возможное значение, то события 1xX  , 

2xX  , …, nxX   образуют полную группу; следовательно, 

сумма вероятностей этих событий т. е. сумма вероятностей 
второй строки таблицы, равна единице: 

121  nppp  . 

Пример 1. 
Два стрелка делают по одному выстрелу по мишени. Вероятно-

сти их попадания при одном выстреле равны соответственно 0,6 и 
0,7. Составить ряд распределения случайной величины Х – числа 
попаданий после двух выстрелов. 

Решение.  
Очевидно, что Х может принимать три значения: 0, 1 и 2. Сле-

довательно, ряд распределения имеет вид: 
 

хi 0 1 2 

pi 0,12 0,46 0,42 

 
Графически закон распределения дискретной случайной вели-

чины можно представить в виде многоугольника (полигона) рас-
пределения – ломаной, соединяющей точки плоскости с коорди-
натами (xi, pi). 

 

 
Полную характеристику случайной величины дает также функ-

ция распределения. 
Функцией распределения F(x) случайной величины Х назы-

вается вероятность того, что случайная величина примет значе-

P4 

 
P2 

р
P1 

       х1    х2     х3   х4    х5 
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ние, меньшее х: 





xix

ipxXpxF )()(  

Значение F(x) в каждой точке представляет собой сумму веро-
ятностей тех ее возможных значений, которые меньше аргумента 
функции. 

График функции распределении F(x) дискретной случайной ве-
личины имеет ступенчатый вид:  

 
              

 
 

 

2. Числовые  характеристики дискретной  

случайной величины 

  Математическим ожиданием М(X) дискретной случайной 

величины X называется сумма парных произведений всех воз-

можных значений случайной величины на соответствующие им 

вероятности, т.е.  

  




n

i

ii pxXM

1

 

Свойства математического ожидания. 

       х1    х2     х3                X          

 
     F(x) 
 
P1 +P2+P3 

 
P1 +P2 

             
P1 
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1°. Математическое ожидание постоянной С равно этой посто-

янной.  

   Доказательство. Постоянную С можно рассматривать как слу-

чайную величину  X , которая может принимать только одно 

значение С c вероятностью равной единице. Поэтому 

  CCXM  1 . 

 2°. Постоянный множитель можно выносить за знак математи-

ческого ожидания, т.е.       XMkkXM   . 

 3°. Математическое ожидание суммы нескольких случайных ве-

личин равно сумме математических ожиданий этих величин: 

       nn XMXMXMXXXM   2121                  

4°. Математическое ожидание произведения двух независимых 

случайных величин равно произведению математических ожида-

ний этих величин:  

      2121 XMXMXXM     

Дисперсией  XD  случайной величины X  называется матема-

тическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от 

ее математичеcкого ожидания:  

     2
XMXMXD                                                

Казалось бы, естественным рассматривать не квадрат отклоне-

ния, а просто отклонение  XMX   случайной величины от ее 

математического ожидания. Однако математическое ожидание 

этого отклонения равно нулю, так как 
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            0 XMXMXMMXMXMXM  

При решении задач дисперсию удобно вычислять по формуле 

       22 XMXMXD                                           

  

Свойства дисперсии. 

1°Дисперсия постоянной величины С  равна нулю: D (C) = 0. 
 

 2°. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, 
возведя его в квадрат: 

D(CX) = C²D(X). 
 
 3°. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин 

равна сумме их дисперсий: 
D(X + Y) = D(X) + D(Y). 

 
Следствие 1. Дисперсия суммы нескольких взаимно независимых 

случайных величин равна сумме их дисперсий. 
Следствие 2. Дисперсия суммы постоянной и случайной величин 

равна дисперсии случайной величины. 

 
4°. Дисперсия разности двух независимых случайных величин 

равна сумме их дисперсий: 
D(X – Y) = D(X) + D(Y). 

 
        Дисперсия дает среднее значение квадрата отклонения 

случайной величины от среднего; для оценки самого отклонения 
служит величина, называемая средним квадратическим отклоне-
нием. 

 
   Средним квадратическим отклонением  X  случайной величи-

ны X   называется корень квадратный из ее дисперсии:  

   XDX   
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Среднее квадратическое отклонение   X  имеет ту же размер-

ность, что и случайная величина  X . 

Пример 1. Найти математическое ожидание, дисперсию и 
среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, зная 
закон ее распределения:  

X 3 5 2 

P 0.1 0.6 0.3 

  Решение: Математическое ожидание равно сумме произведе-
ний всех возможных значений случайной величины на их вероят-
ности: М(х)=3·0.1+5·0.6+2·0.3=3.9 .  

Для нахождения дисперсии будем пользоваться формулой      

       22 XMXMXD  . Для этого составим ряд распределения 

дискретной случайной величины   X2:                

X2 9 25 4 

P 0.1 0.6 0.3 

 

и найдем  математическое ожидание  М(X 2): 

М(X 2)=9·0.1+25·0.6+4·0.3=17.1 

Отсюда имеем, дисперсия D(X)=17.1-(3.9)2 =1.89, среднее квад-

ратическое отклонение   89.1X . 

3. Биномиальный закон распределения. 
 Распределение Пуассона. 

 

Биномиальный закон распределения. 
Рассмотрим схему повторных испытаний Бернулли и найдем за-

кон распределения случайной величины Х – числа появлений со-
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бытия А в серии из п испытаний. Возможные значения А: 0, 1, …, 
п. Соответствующие им вероятности можно вычислить по форму-
ле Бернулли: 

mnmm
nn qpCmP )(  

 
(p – вероятность появления А в каждом испытании). 
Такой закон распределения называют биномиальным, поскольку 

правую часть равенства  можно рассматривать как общий член 
разложения бинома Ньютона: 

 
n

n
knkk

n
nn

n
nn

n
n qCqpCqpCpCqp 011 ......)(  

 

 
Числовые характеристики. Для случайной величины, рас-

пределенной по биномиальному закону, математическое ожида-
ние М(Х) можно найти, используя его свойства . Пусть Х1 – число 
появлений А в первом испытании, Х2 – во втором и т.д. При этом 
каждая из случайных величин Хi задается рядом распределения 
вида  

 

Xi 0 1 

pi q p 
 
 Следовательно, М(Хi) = p. Тогда 

 
 



n

i

n

i

i nppXMXM

1 1

)()(  

 
Аналогичным образом вычислим дисперсию: 
 

D(Xi) = 0²·q + 1²·p – p²= p – p² = p(1 – p), 
 

откуда по свойству 4 дисперсии  






n

i

i npqpnpXDXD

1

)1()()(  
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Пример 1.  
Составить ряд распределения случайной величины Х – числа 

попаданий при 5 выстрелах, если вероятность попадания при од-
ном выстреле равна 0,8. Найти математическое ожидание и дис-
персию. 

Решение: р(Х=0) = 1·(0,2)5 = 0,00032; 
 р(Х=1) = 5·0,8·(0,2)4 = 0,0064; 
 р(Х=2) = 10·(0,8)2·(0,2)3 = 0,0512; 
 р(Х=3) = 10·(0,8)3·(0,2)2 = 0,2048;  
р(Х=4) = 5·(0,8)4·0,2 = 0,4096;  
р(Х=5) = 1·(0,8)5 = 0,32768. 
Таким образом, ряд распределения имеет вид: 

х 0 1 2 3 4 5 

р 0,0032 0,0064 0,0512 0,2048 0,4096 0,32768 

 
M(X)=5·0,8=4, D(X)=5·0,8·0,2=0,8 
 
     Распределение Пуассона. 
 
Рассмотрим дискретную случайную величину Х, принимающую 

только целые неотрицательные значения (0, 1, 2,…, k,…n), после-

довательность которых не ограничена. Ряд распределения веро-
ятностей появления этих значений, вычисленных по формуле   

 

ep
k

k

k

n

 


!
)(   , где λ=np 

 
называется законом распределения Пуассона, а случайная вели-

чина распределенной по закону Пуассона. При этом  λ называется 

параметром закона Пуассона. 
 
Замечание. Формула Пуассона выражает биномиальное распре-

деление при большом числе опытов и малой вероятности собы-
тия. Поэтому закон Пуассона часто называют законом редких яв-
лений. 
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  Числовые характеристики. 
Математическое ожидание и дисперсия случайной величины, 

распределенной по закону Пуассона, совпадают и равны пара-
метру λ, который определяет этот закон, т.е. 

 
M(X)=D(X)=λ. 

 
 

4.Определение непрерывной случайной величины. 
Функция распределения непрерывной 

 случайной величины 
 

Непрерывной случайной величиной X называется случайная 
величина, которая может принимать все значения из некоторого 
конечного или бесконечного промежутка.  

В общем случае случайная величина X задается  функцией 
распределения F(x), представляющей собой вероятность того, 
что X примет значение, меньшее чем  х: 

 

RxxXPxF  );()(  

Функция распределения обладает свойствами:       
 
1) 0≤F(x)≤1 ; 
 
 2) Функция распределения является неубывающей функцией, 

т.е. из х2>х1 следует F(x2)≥F(x1).  
 
Следствие1. Вероятность того, что случайная величина Х примет 

значение в интервале (a, b), равна приращению ее функции рас-

пределения на этом интервале: 
)()()( aFbFbXaP 
  

 
Следствие 2. Вероятность того, что непрерывная случайная ве-

личина примет одно определенное значение, равна нулю. Ис-
пользуя последнее следствие, легко убедиться в справедливости 
следующих равенств: 

 

)()()()()()( aFbFbXaPbXaPbXaPbXaP   
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3)Если возможные значения непрерывной случайной величины 

принадлежат интервалу (a,b), то 
 F(x)=0,если ax  ;  

 F(x)=1, если bx  . 

 
 

Следствие. Если возможные значения непрерывной случайной 
величины расположены на всей числовой оси, то справедливы 
следующие предельные соотношения: 

 

0)(lim 


xF
x

; 1)(lim 


xF
x

. 

4) Функция  F(x) непрерывна слева, т.е. F(x-0)=F(x). 
 
Для непрерывных случайных величин, существует еще один 

удобный способ задания закона распределения – через плотность 

вероятности. Пусть функция распределения F(x)  данной непре-
рывной Х непрерывна и дифференцируема всюду, кроме, может 
быть, отдельных точек. Тогда производная  f(x)  ее функции рас-
пределения называется плотностью распределения непре-
рывной случайной величины Х или плотностью вероятности: 

)()( xFxf 
 

Плотность распределения обладает свойствами:  

1.   0)( xf (свойство неотрицательности); 

2. 




dxxf )( =1       (свойство нормированности); 

3. Вероятность того, что случайная величина попадет на проме-
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жуток (a ,b) вычисляется по формуле 

b

a

dxxfbXaP )()(  

4. Функция распределения выражается формулой:  






x

dttfxF )()( ; 

График плотности распределения f(x) называется кривой рас-
пределения. 

5.Числовые  характеристики непрерывных 
случайных величин 

 
Математическим ожиданием непрерывной случайной вели-

чины X, возможные значения которой принадлежат отрезку          
[a, b] и имеющую плотность вероятности f(x), находится по фор-
муле   


b

a

dxxxfXM )()( . 

 
Если возможные значения принадлежат всей числовой оси, то 






 dxxxfXM )()(  

 
(предполагается, что несобственный интеграл, стоящий в правой 
части равенства, существует). 

Дисперсией непрерывной случайной величины называют 
математическое ожидание квадрата ее отклонения. Если возмож-
ные непрерывной случайной величины X принадлежат отрезку [a, 
b], то  
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 

b

a

dxxfXMxXD )())(()( 2 . 

 
Если возможные значения принадлежат всей числовой оси, то  






 dxxfXMxXD )())(()( 2  

 
(предполагается, что несобственный интеграл, стоящий в правой 
части равенства, существует). 

 

           Средним квадратическим отклонением непрерыв-
ной случайной величины называют, как и для величины дис-
кретной, квадратный корень из дисперсии: 

 

)()( XDX  . 

 
Среднее квадратическое отклонение есть мера рассеяния значе-

ний случайной величины около ее математического ожидания. 
 

 
6. Равномерное, нормальное,  

показательное распределение непрерывных случайных 
величин. 

 
       Непрерывная случайная величина X имеет равномерный 

закон  распределения на отрезке [a, b], если ее плотность ве-
роятности )(xf  постоянна на этом отрезке и равна нулю вне его:  

 














.,0

,
1

)(

bxaxпри

bxaпри
abxf                                  

 
Функция распределения F(x) для равномерно распределенной 

случайной величины X, имеет вид: 
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


















.1

,

,0

)(

bxпри

bxaпри
ab

ax

axпри

xF  

 
       Математическое ожидание и дисперсия случайной величи-

ны X, имеющей равномерное распределение, находятся по фор-
мулам:  

 

2
)(

ba
XM


 ; 

12

)(
)(

2ab
XD


 . 

 
Вероятность попадания равномерно распределенной случайной 

величины X на интервал ],[),( ba  вычисляется по формуле: 

 

ab
XP







 )( . 

 
         Нормальный закон распределения (закон Гаусса) иг-

рает исключительную роль в теории вероятностей. Главная осо-
бенность закона Гаусса состоит в том, что он является предель-
ным законом, к которому приближаются, при определенных усло-
виях, другие законы распределения. Нормальный закон распре-
деления наиболее часто встречается на практике.  

Непрерывная случайная величина X имеет нормальный закон 
распределения с параметрами   и  , если ее плотность вероят-

ности имеет вид: 

2

2

2

)(

2

1
)( 










x

exf . 

 
Кривую нормального закона распределения называют нормаль-

ной кривой или кривой Гаусса. 

Нормальная кривая  )(xfy   изображена на рис.  
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Математическое ожидание случайной величины X, распре-
деленной по нормальному закону, равно параметру   этого за-

кона, т. е. )(XM , а дисперсия – параметру 2 , т. е. 

2)( XD . 

    Нормальный закон распределения случайной величины с па-

раметрами 0  и 1 , называется стандартным или норми-

рованным.  
Плотность стандартной случайной величины X имеет вид 

2

2

2

1
)(

x

ex





  

и называется функцией Гаусса. 
Вероятность попадания в интервал (a, b) случайной величины X, 

подчиненной нормальному закону, определяется формулой   
 








 








 








 ab
bXaP 00)( , 

где функция dtex

x t






0

2
0

2

2

1
)(


 называется функцией Лапласа 

(или интегралом вероятности). Эту функцию называют также 
функцией ошибок.  

Функция Лапласа обладает следующими свойствами: 
 1. )()( 00 xx  , т. е. функция )(0 x  - нечетная; 

 2. 0)0(0  ;  
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     3. 5,0)(0  . 

Вероятность попадания случайной величины X  в интервал 
),(   , симметричный относительно центра рассеяния  , 

находится по формуле 














 02)()( XPXaP  . 

 В частности, )3(2)3( 0 XP 9973,0 , т. е. практи-

чески достоверно, что случайная величина X принимает свои зна-
чения в интервале )3,3(   . Это утверждение называется 

«правилом трех сигм». На практике это правило применяют сле-

дующим образом: если распределение случайной величины X не-
известно, но условие, указанное в правиле трех сигм выполнено, 
то есть основание предполагать, что случайная величина X рас-
пределена нормально, в противном случае Х не является нор-
мально распределенной случайной величиной. 

  
 

Раздел “Элементы математической статистики” 
 

1. Основные понятия 

Статистика — наука, изучающая массовые явления, имеющая 

свой предмет, методологию и исследующая количественные зако-

номерности общественного развития. Она применяется как метод 

познания закономерностей в любой области, где массовые явле-

ния имеют место. 

Математическая статистика – это раздел математики, изу-

чающий приближенные методы сбора и анализа данных по ре-

зультатам эксперимента для выявления существующих законо-

мерностей, т.е. отыскания законов распределения случайных ве-

личин и их числовых характеристик. 
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Генеральная совокупность – это вся группа объектов, кото-

рая нас интересует. Например, все студенты данного вуза. Или 

все потенциальные посетители кинотеатра.  

Выборка (или выборочная совокупность) – это совокупность 

случайно отобранных наблюдений (объектов) из генеральной со-

вокупности для непосредственного изучения. Например – это те 

потенциальные посетители кинотеатра, которых вы опросили.           

Основной вопрос статистики – это как на основании выборки сде-

лать выводы обо всей генеральной совокупности? 

Основной параметр генеральной совокупности – это ее среднее 

значение μ. 

Если выборка состоит из n наблюдений X1,..,Xn ,то выборочное 

среднее равно среднему арифметическому значению признака 

выборочной совокупности.   

Среднее по генеральной совокупности μ является параметром 

генеральной совокупности, то есть неизменной величиной. Вы-

борочное среднее   – это случайная величина, которая меняет-

ся от выборке к выборке. 

 Распределение выборочного среднего: 

Пусть имеется n независимых наблюдений X1,..,Xn из генераль-

ной совокупности со средним μ и стандартным отклонением σ. 

Форма распределения для каждого наблюдения Xi  не известна, 

однако известно μ – математическое ожидание случайной вели-

чины Xi  , равное среднему по генеральной совокупности   

. 
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


 )...(
1

)()( 21
21

n
n XXX

nn

XXX
MXM



 

  Среднее наблюдение Xi  будет удалено μ на стандартное 

отклонение σ. Но среднее по всем наблюдениям будет находиться 

на меньшем расстоянии от математического ожидания, поскольку 

―ошибки усредняются‖ – какие-то из наблюдений будут выше μ, 

какие-то ниже, и среднее по всем наблюдениям будет, как прави-

ло, ближе к μ, чем каждое наблюдение в отдельности. Из ра-

венств  

n
XXXD

nn

XXX
DXD n

n
2

212

21 )...(
1

)()(








 

  

получаем, что дисперсия среднего по n наблюдениям в n раз 

меньше, чем дисперсия каждого наблюдения в отдельности. 

Стандартное отклонение выборочного среднего равно 

n
X


 )(

 

2. Центральная предельная теорема. 

Мы знаем математическое ожидание и стандартное отклонение 
выборочного среднего. Каково распределение выборочного сред-
него? Если генеральная совокупность описывается нормальным 
распределением, то выборочное среднее будет нормально рас-
пределено, для любого n. А что если генеральная совокупность  
описывается каким-либо другим распределением? Оказывается, 
что если размер выборки n достаточно велик, то не важно какой 
формы распределение в генеральной совокупности. Независимо 
от этого, выборочное среднее будет распределено по нормально-
му закону. Этот результат носит название центральной пре-
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дельной теоремы: 
Для случайной выборки размера n ≥30 из любой генеральной 

совокупности со средним μ и стандартным отклонением σ выбо-

рочное среднее X  распределено по нормальному закону со сред-

ним μ и стандартным отклонением 
n

X


 )( : 

)(~
2

n
NX


 

Центральная предельная теорема имеет большое значение, как 
для теории, так и для практики. Многие случайные величины 
имеют нормальное распределение. Биномиальное распределение 
и распределение Пуассона хорошо приближаются нормальным, 
когда ожидаемое число успехов достаточно велико (n≥30). Все 
это частные случаи  центральной предельной теоремы. 

 

 3. Доверительный интервал для μ,  

когда σ известно. 

Как оценить среднее генеральной совокупности  μ, если извест-
на только случайная выборка размером n, – то есть наблюдения 
X1,..,Xn ? Лучшей точечной оценкой для среднего по генеральной 

совокупности (μ) является среднее выборочное ( X ). Но необхо-

димо знать, насколько точна эта оценка поскольку X  всегда ока-
зываеся на определенном расстоянии от μ. 

Формально нужно построить доверительный интервал (или ―ин-

тервальную оценку‖) для μ. Например, 95% доверительный ин-
тервал-это такие числа a и b, что утверждение ―среднее по гене-
ральной совокупности μ лежит между числами a и b с вероятно-
стью 95% ‖ верно. Иначе говоря, для 95% доверительного интер-
вала, мы хотим найти такие числа a и b, что P(a<μ<b)=0,95 

 

Из центральной предельной теоремы следует, что X имеет нор-
мальное распределение со средним μ и стандартным отклонением 

n
X


 )( .  Таким образом,  
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95,0)96,196,1( 
n

X
n

P






 

 

 
 

Иными словами, с вероятностью 95% расстояние между μ и 

X окажется меньше, чем 
n


96,1 . Это утверждение можно запи-

сать также как 95,0)96,196,1( 
n

X
n

XP



 . Таким обра-

зом мы нашли такие числа a и b, что P(a<μ<b)=0,95. Здесь 

a=
n

X


96,1 , b=
n

X


96,1  

 
Пример 1. Необходимо узнать среднюю недельную зарплату 

сотрудников большой компании, если известно, что стандартное 
отклонение  σ=5 т.р. Cлучайным образом выбрали 100 сотрудни-

ков, и средняя зарплата поэтой выборке оказалась 45,2 т.р. По-
стройте 95% доверительный интервал для средней недельной 
зарплаты по всей компании. 

Решение. Используем формулу 
n

X


96,1  с X =45,2 , σ=5 и 

n=100, получаем 95% доверительный интервал: 

12,4598,02,45
100

5
96,12,45   или (44,2 т.р.; 46,2 т.p.).  

Замечание. Поскольку n 30, то не нужно знать форму распре-
деления зарплат в компании. В частности, не нужно предполагать 
что оно нормальное. 
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Что, если нужно рассмотреть не 95% а 90% доверительный ин-
тервал? В общем случае говорят о (1- ) доверительном интерва-

ле, где  - вероятность того, что истенное значение μ не попало в 

доверительный интервал (вероятность ошибки), а (1- ) –уровень 

доверия. В случае 95% доверительного интервала  =0,05, в слу-

чае 90% доверительного интервала  =0,1 , в случае 99% дове-

рительного интервала  =0,01, и т.п. 

 
Логика вывода (1- ) доверительного  интервала такая же, как и 

в случае 95% интервала, который был рассмотрен ранее. Из таб-
лицы нормального распределения нужно найти такое значение z, 

что 
2

)(


 zZP . Это значение z обозначается 
2/z . Таким обра-

зом, по определению 
2

)( 2/


  zZP  (и в силу симметрии нор-

мального  распределения, 
2

)( 2/


  zZP . В случае 95% довери-

тельного интервала, рассмотренного выше,  =0,05, и использо-

валось значение 96,1025,02/  zz . 

 Итак, для (1- ) доверительного  интервала значение 
2/z  

находится из таблицы стандартного нормального распределения, 
а сам доверительный интервал для μ имеет вид: 

 

n
zX


 2/  

 

4. Доверительный интервал для μ,  

когда σ неизвестно . 

В большенстве задач стандартное отклонение генеральной со-
вокупности  σ не известно, и все что есть- это выборка X1,...,Xn из 
интересующей нас генеральной совокупности. Как в этом случае 
построить доверительный интервал для среднего по генеральной 

совокупности μ? 
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Идея состоит в том, что для заданного набора наблюдений 

X1,...,Xn можно посчитать не только выборочное среднее X (что 
является точечной оценкой μ), но и выборочное стандартное от-
клонение s, что является точечной оценкой σ, и при при построе-
нии доверительных интервалов использовать s вместо σ. 

Выборочное среднее считается по формуле: 
 

1

)(
1

2





 

n

XX
s

n

i
i

. 

Заметим, что при n=1 невозможно оценить σ (поскольку проис-
ходит деление на ноль) и это также объяснимо тем, что имеется 

лишь одно наблюдение и нет смысла говорить о степени разброса 
(дисперсии)  в популяции.  

Когда σ не неизвестно, рассматриваеся распределение случай-

ной величины 
ns

X

/

 , при условии, что среднее выборочное 

X имеет нормальное распределение.  
 

Распределение 
1~

/



nt

ns

X  , где  t-распределение Стьюдента с   

n-1 степенями свободы. Оно имеет вид: 
 
 

 

Как видно из рисунка, t – распределение симметрично относи-
тельно нуля, и в целом похоже на нормальное. Однако оно ―ши-

ре‖ чем нормальное, и становится более узким с ростом степеней 
свободы. Так для 2 степеней свободы, различие между  t –
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распределением и нормальным очень велико. Для 15 степеней 
свободы (соответствует выборке n=16) различие не очень суще-
ственно. Для 29 степеней свободы (соответствует выборке n=30) 
t -распределение практически неотличимо от нормального. 

Работать с t-распределением также просто, как и с нормальным. 
Для построения (1- ) доверительного  интервала для μ, из таб-

лицы t-распределения с n-1 степенями свободы нужно найти та-

кое значение 
1,2/ nt , что 

2
)( 1,2/1


   nn ttP .  

Тогда 


 


  1)
/

( 1,2/1,2/ nn t
ns

X
tP ,  

или     1)( 1,2/1,2/
n

s
tX

n

s
tXP nn

. 

Получаем (1- ) доверительный интервал для μ: 

 

n

s
tX n 1,2/   . 

 
Обратим внимание, что 

1,2/ nt становится меньше с ростом n и 

всегда больше, чем 
2/z , но различие между t-распределением и 

стандартным нормальным становятся несущественными для 
n 30. Поэтому при n 30 можно использовать формулу 

 

n

s
zX 2/ . 

Важно подчеркнуть, что различие между случаями большой вы-
борки(n  30) и малой выборки (n30) следующие: Во-первых, в 

случае малой выборки необходимо предполагать, что распреде-
ление популяции нормально. В случае большой выборки, форма 
распределения в генеральной совокупности нас не интересует, 
поскольку выборочное среднее будет распределено нормально 
(центральная предельная теорема). Во-вторых, в случае большой 
выборки можно использовать нормальное распределение вместо 
t-распределения. 
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Приложения  

Приложение 1 
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Приложение 2. 
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Приложение 3 
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Приложение 4 

t-распределение Стьюдента 
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