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Ряды Тейлора и Маклорена. Приближенные вычисления. 

 

Определение. Рядом Тейлора функции  xfy   по степеням (x-x0) называют бесконечный 

степенной ряд 

 

 

 

 (1) 

Итак, ряд Тейлора функции  xfy   – это степенной ряд вида   


0
0

n

n

n
xxa , коэффициенты 

которого определяются по формулам 

   
!

0

n

xf
a

n

n
  

n=0,1,… 

При 0
0
x  получаем ряд, называемый рядом Маклорена: 

(2) 

 

Разложить функцию  xfy   по степеням (x-x0) – значит составить ряд вида   


0
0

n

n

n
xxa  , у 

которого радиус сходимости не равен нулю, а сумма тождественно равна данной функции 

внутри промежутка сходимости. 

Теорема. Если функцию y=f(x) можно разложить в степенной ряд   


0
0

n

n

n
xxa , то это 

разложение единственно и ряд совпадает с рядом Тейлора функции y=f(x) по степеням (x-x0). 

Для вычисления приближенного значения функции  xf  ее представляют в виде 

     xRxSxf nn  , где  xSn  – сумма первых n  членов ряда, а  xRn  – остаточный член ряда 

Тейлора. Затем суммируют первые n  слагаемых и отбрасывают  xRn . Для оценки 

погрешности этого вычисления нужно оценить сумму отброшенных членов.  

Если ряд знакопеременный и члены его удовлетворяют признаку Лейбница, то используется 

оценка: 

1 nn uR , где 
1n

u - первый из отброшенных членов. 

Если ряд знакопостоянный, то ряд, составленный из отброшенных членов, сравнивают с 

бесконечно убывающей геометрической прогрессией. 

При приближенных вычислениях используются формулы разложения функций в ряды 

Маклорена, приведенные в таблице. 

Таблица 1 

  
 

 
 

 
 

 
  

   












n
n

n

n
n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xf

xx
n

xf

0
02

0
0

0
0

0

0

0
0

!!2!1

!

  
 

      
 











n
n

n

n
n

x
n

f
x

f
x

f
fx

n

f

!

0

!2

0

!1

0
0

!

0 2

0



 4 

Функция Ряд Маклорена функции Область 

сходимости 
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Примеры. 

1. Найти первые пять членов разложения в ряд Тейлора функции  xf в окрестности точки 

0
x . 

а)  
4

,cos
0


 xxxf . 

Используем формулу (1): 
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    xxf cos4       
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xxxxx . 

б)   1,
0

2  xexf x
. 

Используем формулу (1): 

    2

0
1 efxf   

  xexf 22       221 ef   

  xexf 24       241 ef   

  xexf 28       281 ef   

    xexf 24 16     
    24 161 ef   
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xexexe
xeee x

. 

 

2. Пользуясь разложением в ряд Маклорена, разложить функции в ряд. 

а) 
xe 2
. 

Используем формулу 1 из таблицы 1: 
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Разложение справедливо при   ,x . 

б)  x3ln . 
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Использована формула 5 из таблицы 1 

Разложение справедливо при 1
3

1 
x

, то есть при  3,3x . 

3. Пользуясь разложением в ряд Маклорена функции  xf вычислить с точностью до 

0001,0 . 

а) 
18cos  

Используем формулу для разложения функции xy cos в ряд Маклорена (таблица 1, формула 

3): 

31416,0
10

18 
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cos18cos


 

Ряд знакопеременный, достаточно просуммировать первые три слагаемых, т.к. 

0001,0
10!6

1
6

3












u . 

9511,0
24

00974,0

2

09870,0
118cos 

 

б)  04,1ln  

Используем формулу для разложения функции  xy  1ln в ряд Маклорена (таблица 1, 

формула 5): 

   
     


4

04,0

3

04,0

2

04,0
04,004,01ln04,1ln

432

 

Третий член разложения 
 

 000021,0
3

04,0
3

, поэтому в разложении можно оставить первые 

два слагаемых. 

   
 

0392,0
2

04,0
04,004,01ln04,1ln

2

 . 

4. Вычислить приближенно значение интеграла с точностью до 001,0 . 
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001,0

4
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1,0
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Использована формула 5 из таблицы 1. Третий член разложения  0001,0
9

001,0
, поэтому в 

разложении можно оставить первые два слагаемых. 

 
 

1,0
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01,0
1,0
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dx

x

x
 

 

Ряды Фурье. 

 При изучении темы «Ряды Фурье» полезно вспомнить некоторые 

определения, формулы и факты, ранее уже изученные.  

1. Определение. Если для любого х выполняется равенство f(-x)=f(x), то функция 

y=f(x) называется четной; f(-x)=-f(x) – нечетной.  

 Большинство функций не обладают свойствами четности или нечетности, 

они называются функциями общего вида.  

 Очевидно, что графиком четной функции является кривая, симметричная 

относительно оси ординат; графиком нечетной – кривая, симметричная 

относительно начала координат. Отсюда следует, что если f(x) – четная, то 

 



l

l

l

dxxfdxxf
0

)(2)( ; если f(x) – нечетная, то 



l

l

dxxf 0)( . Последние две 

формулы описывают особенности интегрирования четных и нечетных функций 

по симметричному промежутку. 

Легко проверить, что произведение двух четных функций есть функция 

четная; произведение двух нечетных функций есть функция четная; произведение 

четной и нечетной функции есть функция нечетная. 

2. Из курса тригонометрии известно: 

 а) 0sin k ; 
kk )1(cos   при k = 0,1…; 0

2
cos 

k
 при k – нечетном; 

 б) функция y=sin x является нечетной, а функция y=cos x – четной, 
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3. При вычислении коэффициентов ряда Фурье будет использоваться формула 

интегрирования «по частям»  
b

a

b

a

b

a
vduuvudv |  и нижеперечисленные интегралы: 

 

 

 1) 







0sinkxdx  для всех k (как интеграл от нечетной функций по 

симметричному промежутку). 

 

 2) 0sin
1

cos  











kx
k

kxdx  для всех k 0  

 3) 







0sincos mxdxkx  для всех k и m (произведение четной и нечетной 

функции – функция нечетная, а интеграл от нечетной функций по симметричному 

промежутку равен нулю). 

 4) 







0coscos mxdxkx  при k m  

 4') 







kxdx2cos   

5) 







0sinsin mxdxkx  при k m  

5') 







kxdx2sin  

При выводе формул (4) и (4') используются тригонометрические формулы  

])cos()[cos(
2

1
coscos xmkxmkmxkx   

])cos()[cos(
2

1
sinsin xmkxmkmxkx   

При mk  :   ]2cos1[
2

1
cos2 kxkx  ; ]2cos1[

2

1
sin2 kxkx   

Следовательно, 
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Формулы (5) и (5') выводятся аналогично. 

 Определение. Рядом Фурье функции y=f(x) в интервале );( ll  называется 

тригонометрический ряд 
l

xk
b

l

xk
a

a
xf

k
k

k


sincos

2
)(

1

0 




 , коэффициенты 

которого 
kk bиa  определяются по формулам группы 1 из таблицы 2, которые 

называются формулами Фурье. 

 Если f(x) – четная функция, то 0
k

b  (т.к. интеграл от нечетной функций по 

симметричному промежутку равен нулю), следовательно, ряд Фурье не содержит 

синусов, получаем формулы группы 2. 

Если f(x) – нечетная функция, то 0
0


k

aa  (т.к. интеграл от нечетной функций по 

симметричному промежутку равен нулю), следовательно, ряд Фурье не содержит 

косинусов, получаем формулы группы 3. 

Пусть f(x) раскладывается в ряд Фурье на интервале );(  . Тогда  

l , kx
xk

l

xk





. 

 А соответствующие формулы разложения функции в ряд Фурье являются 

частными случаями формул из таблицы 2 и приведены в таблице 3. 

 При разложении функции y=f(x) в ряд Фурье на несимметричном интервале 

);0( l  используются формулы: 

а) при разложении по косинусам – формулы группы 2; 

б) при разложении по синусам – формулы группы 3. 

   

Таблица 2 (функция f(x) раскладывается в ряд Фурье на интервале );( ll ) 
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f(x) – функция 

общего вида l

xk
b

l
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a

a
xf

k
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2
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Формулы  

группы 1 

f(x) – четная 

0
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b  
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0 cos
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k
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Формулы  

группы 2 

f(x) – нечетная 
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k
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sin)(
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Формулы  

группы 3 

 

Таблица 3 (функция f(x) раскладывается в ряд Фурье на интервале );(  ) 

f(x) – функция общего 

вида 
kxbkxa
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Формулы  

группы 1' 

f(x) – четная 
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0
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Формулы  

группы 2' 
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f(x) – нечетная 
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sin)(
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sin)(
2

kxdxxfb
k

 

Формулы  

группы 3' 

 

Примеры. 

Пример 1. Разложить данную функцию xxf )(  в ряд Фурье в интервале 

 2,2x . 

 

 

Данная функция нечетна в интервале [–2,2], поэтому ее разложение в ряд Фурье 

содержит только синусы. Используем формулы группы 3 из таблицы 2, положив 

2l : 
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k
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, где 
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Пример 2. Разложить в ряд Фурье функцию 

 













xпри

xпри
xf

0,2

0,0

. 

Функция задана на интервале (–, ) двумя формулами. )(xf  является функцией 

общего вида. Используем формулы 1 из таблицы 3. 

 

    


1

0 sincos
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a
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1
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разбиваем интеграл на сумму двух, так как функция задана двумя 

формулами 
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Пример 3. Разложить в ряд Фурье функцию 
2xy   в интервале );(  . 

y=f(x) – четная функция, значит используем формулы группы (2') из таблицы 3. 

3

2

3

2

3

22 23

0

3

0
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0








 
x

dxxa ; 




 0

2 cos
2

kxdxxa
k

. Применим дважды интегрирование по частям. 
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Поскольку 0sin k  и 
kk )1(cos   для натуральных k, то получаем 

kk

k
kk

a )1(
4

)1(
4

22
 


. 

Тогда разложение параболической функции в ряд Фурье имеет вид 







1

2

2

2 cos)1(
4

3 k

k kx
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. 

Пример 4. Разложить функцию xy   на интервале (0;1) в ряд Фурье а) по 

косинусам, б) по синусам. 

а) Используем формулы группы 2 из таблицы 2 ( 1l ) 
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0

0
12 xdxa ;  
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Учитывая, что 
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б) Используем формулы группы 3 из таблицы 2 ( 1l ). 
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Задания для самостоятельного решения 
 

 

ТИП 1. Пользуясь разложением в ряд Маклорена функций 
xe , xsin , xcos , )1ln( x , 

mx)1(   

и arctgx , разложить данные функции в ряд. 

 

1.  а) 
21)( xxf   б) xxxf cos)(   в)

3
)(

x
arctgxf   

2.  а) 
xexf )(  б) )1ln()( xxf   в)  2sin)( xxf   
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3.  а) xxf 3cos)(   б) 
x

xf



1

1
)(  в)

xexxf 2)(   

4.  а) )3ln()( xxf   б) 
2

sin)(
x

xf   в)
2)( arctgxxf   

5.  а) xarctgxf 2)(   б) 
2)31(

)(
x

x
xf


  в) 

xexf 3)(   

6.  а) 
3cos)( xxf   б) 










2
1ln)(

x
xf  в) 

2

)( xexf   

7.  а) xxxf 2sin)(   б) 
3 2)( xxf   в) 










3
1ln)(

x
xf  

8.  а) 
xexxf  2)(  б) 

3
cos)(

x
xf   в) 

3 5)( xxf   

9.  а) )1ln()( xxf   б) 
x

arctgx
xf )(  в) xxxf sin)(   

10.  а) 
5 3)( xxf   б) 

xexxf )(  в)
x

x
xf

1cos
)(


  

11.  а) 
3

sin)(
x

xf   б) )5ln()( xxf   в)
xexf 2)(   

12.  а) xarctgxf 3)(   б) )1()( 1   xexxf  в)
2

cos)(
x

xf   

13.  а) 
31)( xxf   б) xxf sin)(   в) 5)(

x

exf   

14.  а) )1ln()( 3 xxf   б) 
3 5

1
)(

x
xf


  в)

x

x
xf

sin
)(   

15.  а) xxf 3sin)(   б) 
2

)(
x

arctgxf   в) 
5 1)( xxf   

16.  а) 
xexxf )(  б) xxf cos)(   в)

32)( arctgxxxf  
 

17.  а) )93ln()( xxf   б) 
2

sin)(
x

xf   в) 
xexf 3)(   

18.  а) xarctgxf )(  б) 3

5
1)(

x
xf   в) )1ln()( 2xxf   

19.  а) 3

2
1ln)(

x
xf   б) )1()( 21   xexxf  в) 

5 2
)(

x

x
xf


  

20.  а) xxxf sin)( 2   б) 
3)( arctgxxf   в) 

7 1)( xxf   

21.  а) 
x

x
xf




4
)(

2

 б) 
3

)( xexf   в)
2

2 )1ln(
)(

x

x
xf


  

22.  а) 
3)( xarctgxf   б)  3sin)( xxf   в) xxxf  4)(  

23.  а) xxf 21ln)(   б) xxxf cos)(   в) 
3 21

1
)(

x
xf
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24.  а) arctgxxxf )(  б) 4

3

)1()(  xxf  в) 2)(
x

exf   

25.  а) 









3
1ln)(

x
xxf  б) 

3 3

1
)(

x
xf


  в) )()( xarctgxf   

26.  а) 
5 3ln)( xxf   б) 

x

x
xf




2
)(  в)

x

x
xf

2sin
)(   

27.  а) 
3 1ln)( xxf   б) 

x

x
xf

13cos
)(


  в)

x
xf




3

1
)(  

28.  а) 
xxf 3)(   б) 

x

x
xf

)1ln(
)(

2
  в) 

3
1)(

x
xf   

29.  а) 
x

x
xf




3
)(  б) 

xxxf 5)(   в) xxf 3sin)(   

30.  а) 
x

x
xf

)1ln(
)(


  б) xarctgxxf 2)( 2   в) 

xxf 2)(   

 

 

ТИП 2. Найти первые пять членов ряда Тейлора для данной функции )(xf  в окрестности 

точки 
0

x . 

 

1. )1ln()( 1 xexf , 1
0
x  16. 

4

1
)(




x
xf , 2

0
x  

2. 
x

xf



1

1
)( , 2

0
x  

17. 
xxf 2)(  , 3

0
x  

3. xxxf ln)( 3  , 1
0
x  

18. 
x

xf
31

1
)(


 , 1

0
x  

4. xxf cos)(  , 
4

0


x  

19. 
3)( xxf  , 1

0
x  

5. 
x

xf
1

)(  , 2
0

x  
20. xxxf ln)(  , 1

0
x  

6. xxf )( , 4
0
x  

21. 
x

xf
1

)(  , 3
0
x  

7. 
xexf )( , 2

0
x  22. xxf ln)(  , 2

0
x  

8. xxf arcsin)(  , 0
0
x  

23. ctgxxf )( , 
4

0


x  

9. xxf ln)(  , 3
0
x  24. )31ln()( 1 xxf , 1

0
x  

10. xxf sin)(  , 
2

0


x  25. 

3

1
)(




x
xf , 1

0
x  

11. )2ln()(  xxf , 1
0
x  26. 

xexf 2)(  , 1
0
x  

12. 
2

1
)(




x
xf , 1

0
x  

27. 
32)(  xexf , 3

0
x  

13. 
xexf 3)(  , 1

0
x  28. 

xexf )( , 3
0

x  
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14. tgxxf )( , 
4

0


x  

29. )21ln()( 1 xxf , 1
0
x  

15. )1ln()( 1 xexf , 1
0

x  30. xxxf ln)( 2  , 1
0
x  

 

 

ТИП 3. Пользуясь разложением в ряд Маклорена функций 
xe , xsin , xcos , )1ln( x , 

mx)1(   

и arctgx , вычислить с точностью до 001,0  

1. 04,1ln  16. 16cos  ( 14159,3 ) 

2. 
5 33  17. 2,1  

3. 19sin  ( 14159,3 ) 18. 1,0arctg  

4. 
3 30  

19. 
3

1
 

5. 97,0ln  20. 22cos  ( 14159,3 ) 

6. 2,0arctg  21. 98,0ln  

7. 
3

1

e
 

22. 5,0arctg  

8. 04,2ln  23. 
2,0e  

9. 25cos  ( 14159,3 ) 24. 4,0sin  

10. 3,0arctg  25. 09,3ln  

11. 
3 65  

26. 
5 2

1

e
 

12. 01,1ln  27. 2,1  

13. 3,0cos  28. 13sin  ( 14159,3 ) 

14. 
1,0e  29. 4,0arctg  

15. 1,1ln  30. 
3,0e  

 

ТИП 4. Вычислить приближенные значения интегралов с точностью до 001,0 . 

 

1. 


4

1

0

2

dxe x
 11.  

4

1

0

cos dxxx  
21. 

5,0

0
2

2sin
dx

x

x
 

2. 
2

1

0

dx
x

arctgx
 12.  

4

1

0

3 21 dxx  
22. 

1,0

0

)1ln(
dx

x

x
 

3.  
5,0

0

3)1ln( dxxx  13. 
5,0

0

2dxarctgx  23. 


5,0

0
41 x

dx
 

4. 


1

0

2

2

dxe
x

 14.  
1

0

cos xdxx  24.  
1

0

3 sin xdxx  

5.  
1

0

2sin dxxx  15. 


5,0

0

dxex x
 25.  

1

0

3 cos xdxx  
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6. 
5,0

0

sin
dx

x

x
 16.  

3,0

0

)1ln( dxxx  26. 
5,0

0

2

4
cos dx

x
 

7. 
1

0

3cos dxx  17.  
5,0

0

31 dxx  27. 


5,0

0

2

2

dxe
x

 

8. 
5,0

0

2dxarctgx  18. 
5,0

0
2

cos1
dx

x

x
 28. 

1

0

sin
dx

x

x
 

9.  
5,0

0

21 dxx  19.  
1

0

sin xdxx  29. 
1

0

cos dxx  

10.  
3,0

0

2 )1ln( dxx  
20.  

3

1

0

cos dxxx  
30. 



5,0

0
41 x

dx
 

 

ТИП 5. Разложить функции в ряд Фурье в указанных интервалах. 

 

1.    2;2,
2

2


x

xf  

2.    2;2,2  xxf  

3.  
















21,1

10,

02,0

xесли

xеслиx

xесли

xf  

4.     ;,  xxf  

5.    1;1,  xxf  

6.     ;,  xexf  

7.     ;,22  xxxf  

8.  













xесли

xесли
xf

0,1

0,1
 

9.  













xеслиx

xеслиx
xf

0,3

0,2
 

10.  













xесли

xеслиx
xf

0,0

0,
 

11.     ;,2  xxf  

12.  













xесли

xесли
xf

0,3

0,1
 

13.     ;,
2

cos 
x

xf  

14.     ;,
2

sin 
x

xf  

15.      ;,22  xxf  
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16.    3;3,
3

2 2  xxf  

17.    3;3,3  xxf  

18.  
















20,0

01,

12,1

xесли

xеслиx

xесли

xf  

19.      ;,
2


x

xf  

20.      ;,   xexf  

21.  









10,0

01,2

xесли

xесли
xf  

22.     ;,2 
x

exf  

23.  









10,3

01,2

xеслиx

xеслиx
xf  

24.        1;1,11  xxxf  

25.     ;,
3

cos 
x

xf  

26.      ;,
3

sin 
x

xf  

27.   









10,2

01,

xеслиx

xеслиx
xf  

28.   









10,1

01,17

xесли

xесли
xf  

29.     2;2,1 2  xxxf  

30.     ;,2  xexf  

 

ТИП 6. Разложить данные функции в указанных интервалах в ряд синусов: 

 

1.    ;0,2xxf   

2.    3;0,
3

2x
xxf   

3.     ;0,2xxf   

4.    1;0,
3

2 2xxf   

5.    ;0,2cos xxf   

6.    2;0,1 xxf  
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7.    


;0,
24

x
xf   

8.    ;0,
2

cos
x

xf   

9.       ;0,xxxf   

10.    ;0,xexf   

11.    ;0,cosxxf   

12.    2;0,
2

2

x
x

xf   

13.  









21,2

10,

xеслиx

xеслиx
xf  

14.  









21,0

10,1

xесли

xесли
xf  

15.  









21,0

10,

xесли

xеслиx
xf  

16.    2;0,
2

2x
xf   

17.  


















xесли

xеслиx
xf

2
,1

2
0,

 

18.    1;0,1  xexf  

19.    ;0,3cos xxf   

20.    ;0,12  xxf  

21.    ;0,
2

sin
x

xf   

22.    2;0,1 2xxxf   

23.    ;0,2 xxf   
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24.    ;0,17xf  

25.    1;0,1 2xxxf   

26.    ;0,
3

sin
x

xf   

27.  









21,

10,1

xеслиx

xесли
xf  

28.    ;0,3xxf   

29.    4;0,
4

2

x
x

xf   

30.    ;0,17xxf   

 

ТИП 7. Разложить данные функции в указанных интервалах в ряд косинусов: 

1.    


;0,
24

x
xf   

2.    3;0,
3

2x
xxf   

3.     ;0,2xxf   

4.    1;0,xxf   

5.  









21,2

10,

xеслиx

xеслиx
xf  

6.    ;0,32 xxxf   

7.  


















xесли

xесли
xf

2
,0

2
0,1

 

8.    ;0,
2

sin
x

xf   

9.  









21,0

10,

xесли

xеслиx
xf  
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10.       ;0,xxxf   

11.    ;0,xexf   

12.    ;0,sin xxf   

13.  









21,1

10,

xесли

xеслиx
xf  

14.    1;0,1 2xxxf   

15.    ;0,2xxf   

16.    ;0,
2

cos
x

xf   

17.  









21,

10,1

xеслиx

xесли
xf  

18.    1;0,1 2xxxf   

19.    ;0,1 xxf  

20.  









42,4

20,

xеслиx

xеслиx
xf  

21.    1;0,2 xxxf   

22.    1;0,2 xxxf   

23.    ;0,4xxf   

24.  









21,1

10,1

xесли

xесли
xf  

25.     ;0,xxf   

26.    1;0,xexf   

27.    ;0,17xxf   

28.    ;0,sin xxf   

29.    ;0,172 xxxf   
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30.  









31,

10,1

xеслиx

xесли
xf  

 


