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Аннотация 
 

В пособии вводится понятие комплексных чисел и 

даются операции над ними. Изложены основы теории 

функции комплексного переменного. Дано большое 

число примеров и задач для самостоятельной работы. 

 Предназначено для студентов старших курсов 

технических направлений, а также студентов младших 

курсов, желающих углубить свои знания по 

комплексному анализу. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Цель данного пособия – познакомить студентов с важней-

шими понятиями и методами теории комплексных чисел и функ-

ций одного комплексного переменного.  Пособие содержит осно-
вополагающий материал, представляющий введение в классиче-

скую теорию аналитических функций одного комплексного пере-
менного. 

Пособие разделено на 3 параграфа. В первом параграфе 
последовательно строится алгебра комплексных чисел и даётся 

представление о поле комплексных чисел как расширения поля 

действительных чисел. Во втором параграфе излагается теория 
пределов в поле комплексных чисел и понятие функции ком-

плексной переменной. Третий параграф посвящен аналитическим 
функциям. 

Особенностями пособия являются: 

– систематическое изложение основ теории с доказатель-
ством важнейших положений и фактов; 

– привлечение – по мере возможности – читателя к творче-
скому процессу получения новых знаний и умений с помощью по-

становки для самостоятельного решения заданий различного 

уровня сложности, включённых в текст пособия и снабжённых 
необходимыми указаниями и подсказками;  

– систематическое использование графических иллюстра-
ций для наглядного пояснения излагаемого материала и совре-

менной логической символики, делающих изложение более плот-
ным и способствующих сокращению объёма текста пособия. 

Для более полного и глубокого усвоения излагаемых вопро-

сов пособие снабжено списком доступной учебной и монографи-
ческой литературы. Пособие предназначено для студентов физи-

ко-математических и инженерно-технических специальностей ву-
зов как дополнительное учебное пособие в помощь самостоятель-

ной работе по дисциплинам «Математика», «Математический 

анализ», «Уравнения (методы) математической физики», «Теория 
функций комплексного переменного» и др. Оно может быть по-

лезно магистрантам и аспирантам, а также преподавателям мате-
матических дисциплин вузов в качестве источника тем для само-

стоятельной работы студентов. 
 Для краткости слово «определение» заменено сокращени-

ем «опр.», слово «доказательство» заменено в односложных фра-

зах сокращением «Д.». Знаком // отмечены конец доказатель-
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ства теоремы, леммы или следствия. 
Все новые понятия, вводимые в пособии, а также формули-

ровки теорем, лемм и следствий выделены курсивом. 
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§ 1. ПОЛЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ 

1.1 Поле комплексных чисел как расширение поля 
действительных чисел 

Как известно, множество всех действительных чисел R, 
рассматриваемое вместе с арифметическими операциями сложе-

ния и умножения, а также обратных к ним операций вычитания и 
деления образует числовое поле. Полем в математике считается 

множество P элементов (обычно называемых числами), наделён-

ное такой структурой, что операции сложения и умножения над 
элементами из этого множества не выводят за его пределы, сами 

операции подчиняются привычным законам арифметики (комму-
тативность, ассоциативность, дистрибутивность) и, кроме того, 

для любого числа из P в P существует единственное противопо-

ложное, т.е. такое число, что его сумма с данным числом равна 0 
(нуль поля), а для всякого числа из P, отличного от 0 в P суще-

ствует единственное обратное, т.е. такое число, что его произве-
дение с данным числом равна 1 (единице поля). Поле R, которое 

геометрически истолковывается (интерпретируется) как множе-

ство всех точек на прямой );(  , является: 

1) упорядоченным: между всякими двумя различными чис-

лами (точками на прямой) можно установить отношение «боль-
ше» или «меньше»; 

2) всюду плотным множеством: между всякими двумя раз-
личными числами существует, и притом бесконечно много, других 

действительных чисел, больших наименьшего из этих двух чисел 

и одновременно меньших наибольшего из них; 
3) полным относительно операции предельного перехода. 

Полнота понимается в том смысле, что из всякой ограниченной 
(бесконечной) последовательности действительных чисел можно 

выделить сходящуюся подпоследовательность, причём пределом 

этой подпоследовательности является действительное число. 
Перечисленные свойства поля действительных чисел дела-

ет его весьма удобным инструментом для решения многих задач, 
в том числе задач математического анализа (дифференциального 

и интегрального исчисления функций одного или нескольких дей-
ствительных переменных). Однако этого множества бывает недо-

статочно для решения других задач. Например, во множестве R 

невозможно решить такое простое, казалось бы, уравнение, как 
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012 x . Кроме того, оставаясь в рамках множества R, невоз-

можно понять причину многих явлений и математических законо-
мерностей. Например, нельзя обнаружить различия в свойствах 

функций )1/(1 2x  и 
xe  – и та и другая непрерывны на всём 

множестве R и имеют производные любого порядка. Но разложе-

ние по степеням x  первой ...1 642  xxx  сходится только 

на интервале )1,1(  , в то время как разложение второй  

...!3/!2/1 32  xxx  – на всей прямой ),(  . 

Подобные  обстоятельства  приводят  к  необходимости  

расширения  поля R до такого поля, которое наряду с многими из 
упомянутых свойств поля R обладало бы новыми свойствами, 

позволяющими решать более широкий круг задач, чем в поле R.  
Таким расширением является поле комплексных чисел, 

вводимое следующими определениями. 

Комплексным числом называется упорядоченная пара 

),( yxz   действительных чисел x и y, причём на множестве 

всех таких пар определены понятие равенства и операции сложе-
ния и умножения следующим образом: 

1) Два комплексные числа ),(
111

yxz   и ),(
222

yxz   счи-

таются равными тогда и только тогда, когда 21 xx   и 21 yy  .                     

2) Суммой двух комплексных чисел ),(
111

yxz 
 

и 

),( 222 yxz   называется комплексное число  

),( 212121 yyxxzz  , 

а произведением – число 

21 zz  ),( 12212121 yxyxyyxx  . 

Числа x и y называют соответственно действительной и 

мнимой частями (компонентами) комплексного числа ),( yxz   и 

пишут zx Re  (читается «реальная часть z»), zy Im («мни-

мая часть z»). 

Непосредственно проверяется, что введённые операции 
сложения и умножения подчинены известным законам арифмети-

ки: 

а) 1221 zzzz  (коммутативность сложения); 

б) 1221 zzzz  (коммутативность умножения); 
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в) )()( 321321 zzzzzz   (ассоциативность сложе-

ния); 

г) )()( 321321 zzzzzz   (ассоциативность умножения); 

д) 
3231321 )( zzzzzzz    (дистрибутивность). 

Как обратные по отношению к операциям сложения и 

умножения вводятся операции вычитания и деления: под разно-

стью чисел ),(
111

yxz   и ),(
222

yxz   понимается число 

wzz 
21

 такое, что wzz  21 , а под частным 
21

/ zz  (при 

)0,0(2 z )  – комплексное число   такое, что  21 zz . 

Если  ),(
111

yxz   и ),( 222 yxz  ,  то (докажите самостоя-

тельно)  

1) ),( 212121 yyxxzz  ;  

2) 

















2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121
21 ,/

yx

yxxy

yx

yyxx
zz (при 

)0,0(),( 22 yx ).// 

Множество всех комплексных чисел с введёнными выше 
операциями сложения, вычитания, умножения и деления образует 

поле, называемое полем комплексных чисел и обозначаемое С . 

В поле С  роль нулевого элемента 0 (т.е. такого числа 

0С , для которого z 0= z , z 0=0 для z С ) играет пара 

)0,0( , а роль единичного элемента 1 (такого, что z 1 z  для 

z С ) – пара )0,1( . Противоположным к числу  ),( yxz С  

считается число  )( z С  такое, что  )( zz 0, а обратным к 

z С , z 0, – число 1z С  такое, что  1zz 1. 

Для  ),( yxz С , z 0, существует единственное )!(  

противоположное   )( z С  и !  обратный элемент 1z С  

(докажите самостоятельно), причём   

),()( yxz  ,  















2222

1 ,
yx

y

yx

x
z . 

Кроме того, zz  )0,1()(  и для  21, zz С  выполняют-

ся равенства )( 2121 zzzz  ,  
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2

1

2 /)0,1( zz 
, 

1

2121 /  zzzz  (при 2z 0). 

 Два комплексные числа ),( yxz   и ),( yxz   называ-

ются (взаимно комплексно) сопряжёнными. 

 Рассмотрим в поле С  подмножество RС  всех чисел вида 

)0,(x  (чисто действительных чисел, т.е. комплексных чисел с ну-

левой мнимой частью). Операции сложения, вычитания, умноже-

ния и деления чисел из RС  не выводят за пределы множества 

RС . В самом деле, для )0,( 11 xz  , )0,( 22 xz   имеем 

)0,( 2121 xxzz  , )0,( 2121 xxzz  , )0,/(/ 2121 xxzz   (при 

0
2
x ). Это показывает, что подмножество RС  множества С  

образует поле относительно тех же алгебраических операций, что 

и в самом поле С , причём взаимно однозначное соответствие 

между полями RС и R, устанавливаемое по правилу xx )0,( , 

сохраняется при всех алгебраических операциях в этих полях. Это 

позволяет отождествлять поля RС  и R, не различая комплексное 

число R)0,( Cx  и действительное число Rx , и писать вместо 

)0,(x  просто xxx )0,(: . Согласно такому уговору нулевой 

элемент 0= )0,0(  полей С  и RС будем записывать в виде 0, а 

единичный элемент 1= )0,1(   – в виде 1.  

 Важную роль в поле С  играет чисто мнимое число )1,0( , 

обозначаемое обычно символом  i  и называемое мнимой едини-
цей. Заметим сразу, что  

1)0,1()1,0()1,0(2  iii . 

Использование мнимой единицы i  позволяет всякое ком-

плексное число ),( yxz   представить в так называемой алгеб-

раической (декартовой) форме:  

iyxyxyxz  )0,()1,0()0,(),( . 

Операции над комплексными числами в алгебраической 

форме (ввиду выполнения в поле С  законов коммутативности, 

ассоциативности и дистрибутивности) производится по обычным 

правилам арифметики с учётом той особенности, что 12 i . 

Например, выполняя сложение, умножение и деление чисел 
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)3,2(1 z  и )7,5(2 z  в алгебраической форме, получим: 

)4,3(43)73()52()75()32()7,5()3,2(21  iiiizz

 2

21 7)3(72)5()3()5(2)75()32()7,5()3,2( iiiiizz

)29,11(291114152110  iii ; 




















74

31

4925

21141510

)75)(75(

)75)(32(

75

32 2

2

1 iiii

ii

ii

i

i

z

z











74

1
,

74

31

74

1

74

31
i . 

Отметим, что при делении мы, не меняя частного 21 / zz , 

умножили числитель и знаменатель дроби на число )75( i , 

сопряжённое к знаменателю, и воспользовались тем, что произ-

ведение двух взаимно сопряжённых чисел z  и z  есть действи-

тельное число: 

0))(( 22  yxiyxiyxzz .  

1.2. Геометрическая интерпретация комплексных 
чисел 

 Комплексные числа изобража-
ются как точки на плоскости 

подобно тому, как действи-
тельные числа изображаются 

точками на прямой. На плос-
кости с декартовой прямо-

угольной системой координат 

сопоставим комплексному чис-

лу ibabaz  ),(  точку 

);( baP  (с  абсциссой a  и ор-

динатой b ) на  плоскости и обратно (рис.1.1): каждой точке 

);( baP  на плоскости сопоставим комплексное число ibaz  , 

называемое аффиксом точки );( baP . Такое соответствие 

);(),( baPbaz   между всеми комплексными числами поля 

С  и всеми точками плоскости является взаимно однозначным. 

Это позволяет в дальнейшем уподоблять точку );( baP  комплекс-

ному числу ibaz  , которое будем отождествлять с точкой с 

   

  

 

 
);( baP

z
 

 

);(
1

baP   

0 a  

 

  Рис.1.1                                 
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таким же аффиксом ibaz  , а всю плоскость – полю ком-

плексных чисел С . В таком истолковании плоскость называют 

комплексной и обозначают тем же символом С . 

При установленном соответствии чисто действительным 

числам xx )0,(  соответствуют точки оси абсцисс, а чисто мни-

мым числам iyy ),0(  – точки оси ординат. В связи с этим оси 

абсцисс и ординат на комплексной плоскости С  называют соот-

ветственно действительной и мнимой осями. Нуль )0,0(  поля С  

соответствует началу координат. Комплексно сопряжённые числа 

ibaz   и ibaz   изображаются точками, симметричными 

друг другу относительно действительной оси; противоположные 

числа ibaz   и ibaz   симметричны относительно 

начала координат. 
Кроме описанного соответствия между комплексными числами и 

точками плоскости можно также говорить о соответствии между 

числами ibaz   и векторами OP , являющимися радиус-

векторами точек );( baP . Заметим, что в таком истолковании 

операция сложения комплексных чисел 111 iyxz   и 

222 iyxz   трактуется как операция сложения векторов по из-

вестному правилу параллелограмма (см. рис.1.2), а операция 

умножения комплексного числа ibaz   на действительное 

число   – как операция умножения вектора );( baOP   на число 

 : растяжение (сжатие) в   раз с сохранением направления, 

если 0 , и с изменением направления на противоположное, 

если 0  (рис.1.3). 

0 
x  

y  

1z  

2z  
21 zz     

  

  

Рис.1.2 

x  

y  

  

  
  

  0 

z2  

2/z  

2/z  

 z 

Рис.1.3 
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1.3. Тригонометрическая форма комплексного числа 

Наряду с декартовыми координатами точки ),( yxz   рас-

смотрим её полярные координаты   и  :   – расстояние точки 

z  от начала координат )0;0( ,   – угол между 

положительным направлением действительной 

оси и радиус-вектором точки z , отсчитывае-
мый против часовой стрелки от оси ox  (рис 

1.4).                         

Величины   и   применительно к ком-

плексному числу z  называют модулем и аргу-
ментом числа и обозначают 

z ,   zArg . 

Любое число Cz , 0z , имеет бесконечное множество 

значений аргумента, отличающихся  друг  от  друга на слагаемые 

вида ,2 k  Zk . Одно из этих значений, принадлежащее полу-

открытому промежутку ],(  , называют главным значением 

аргумента числа z  и обозначают zarg . Итак, 

Z,2argArg  kkzz ,  zarg . Для числа 0z  мо-

дуль равен 0, а понятие аргумента не определено; 0z  для 

0z .  

Используя связь между полярными и декартовыми коорди-

натами (рис.1.4) 

,cosx  ,siny  
222 yx  , 

получим формулы для нахождения модуля и аргумента чис-

ла 0 iyxz : 

,22 yxz    
z

zx Re
cos 


 ,   

z

zy Im
sin 


 . 

Подставляя ,cosx  siny  в алгебраическую фор-

му числа iyxz  , получим другую форму записи комплексного 

числа 

)sin(cos  iz ,                                                  (1.1) 

называемую тригонометрической. 

Отметим, что введённое понятие модуля комплексного чис-

 

x

 

y

 

0 



 



 

z

 


 

Рис.1.4 
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ла не противоречит понятию модуля действительного числа: для 

чисто действительного числа xxz  )0,(  выполняется 












.0,

,0,
)0,( 2

xx

xx
xxx  

 Два комплексные числа 1w  и 2w  равны тогда и только то-

гда, когда их модули равны и аргументы 11 Argw , 22 Argw  

совпадают с точностью до слагаемого, кратного 2 : 

                                    

 kwwww  2,)( 212121  ( Zk ). 

 Использование   модуля   комплексного   числа   позволя-

ет   выразить   расстояние 

),( 21 zz  между двумя точками 21, zz  комплексной плоско-

сти С в виде 2121 ),( zzzz  . В самом деле,  пусть 

),( 111 yxz  , ),( 222 yxz  . Тогда 

                                      

21

2

21

2

2121 )()(),( zzyyxxzz  .  

 1.4. Операции над комплексными числами в 
тригонометрической форме 

В тригонометрической форме удобно производить мульти-
пликативные операции: умножения, деления, возведения в сте-

пень и извлечение корня. 
 А) Умножение, деление. Пусть даны два числа в тригоно-

метрической форме: 

)sin(cos 1111  iz , )sin(cos 2222  iz . Найдём 

произведение 21 zz  : 

 )]cossinsin(cos)sinsincos[(cos 212121212121 izz

)]sin()[cos( 212121  i .                     (1.2) 

Отсюда видно, что  

2121 zzzz  ,  2121 ArgArg)(Arg zzzz  , 

причём последнее равенство следует понимать как равенство 
двух бесконечных множеств: любое значение аргумента числа 
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21 zz   отличается от суммы любого из значений аргумента числа 

1z  с любым из значений аргумента числа 2z  на слагаемое вида 

Z,2  kk . Аналогично понимаются и все другие подобные со-

отношения с участием многозначной величины zArg . 

 Таким образом, при умножении двух комплексных чисел 

их модули перемножаются, а аргументы складываются. Это озна-

чает, что операция умножения числа 1z  на число 2z  геометриче-

ски сводится к тому, что радиус-вектор точки 1z  растягивается 

(сжимается) в 2z  раз и поворачивается вокруг начала координат 

на угол 22 Argz  с учётом знака 2 : против часовой стрелки, 

если 02  , и по часовой стрелке, если 02  . 

 Учитывая, что деление на число 02 z  сводится к умно-

жению на обратное число 
1

2

z  и то, что 2

1

2 /1 zz 
, 

2

1

2 ArgzArg z , получим 

,
2

1

2

1

z

z

z

z
   21

2

1 ArgzArgzArg 
z

z
, 

                                             

)]sin()[cos( 2121

2

1

2

1  i
z

z

z

z
.                                       

(1.3) 

Справедливы равенства (доказать самостоятельно):  

1/ zz , zzz Arg2)/(Arg   для 0z . 

 Б) Возведение в степень, извлечение корня. Из правила 

умножения комплексных чисел в тригонометрической форме (1.2) 

следует правило возведения в натуральную степень ,...3,2n : 

nn zz  ,  znzn Arg)(Arg  , 

  )sin(cossin(cos  nini nn
.                    (1.4) 

Из формулы (1.4) при 1  получается формула   
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 nini n sincos)sin(cos , Nn ,                         (1.5)  

называемая формулой Муавра. 
Формула Муавра позволяет, в частности, выразить функции 

ncos  и nsin  кратного аргумента n  через cos  и sin : 

nin )sinRe(coscos  ,   
nin )sinIm(cossin  . 

Например, при 3n  имеем 

 3)sin(cos3sin3cos ii  

),sinsincos3()sincos3(cos 3223  i  

откуда  

 3)sinRe(cos3cos i  23 sincos3cos , 

 3)sinIm(cos3sin i  32 sinsincos3 . 

Переходим к операции извлечения корня степени Nn  из 

комплексного числа. По определению корнем степени n  из числа 

Cz  называется число C n zw  такое, что zwn  : 
nn wzwz  . 

Пусть )sin(cos  iz , )sin(cos  irw . Равен-

ство 
nwz   согласно формуле (1.4) принимает вид 

)sin(cos)sin(cos  ninri n
. 

Сравнивая модули и аргументы в левой и правой частях 

этого равенства, получаем 
nr , kn  2 , Zk . Отсюда 

nr  , nk /)2(  , где под корнем n   понимается 

арифметическое значение: 0n .  

 Итак, справедлива формула  

     








 





n

k
i

n

k
i nn

2
sin

2
cos)sin(cos

.       (1.6) 

 Формула (1.6) при 0z  даёт n  

различных значений kw  корня 
n z , полу-

чающихся при 1...,,1,0  nk . 

 Например, для корня кубического 

  

    

0
w  

1
w  

2
w  

0 2 x  

y  

Рис.1.5 
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из числа ( i8 ) получаем по формуле (1.6) три значения 

(рис.1.5): 

iiw 2
3

)2/3(
sin

3

)2/3(
cos20 







 



 , 

iiw
2

1
3

3

2)2/3(
sin

3

2)2/3(
cos21 







 



 , 

iiw
2

1
3

3

4)2/3(
sin

3

4)2/3(
cos22 







 



 . 

Отметим, что  все  n   различных  значений  
kw
 

( 1...,,1,0  nk ) корня 
n z  располагаются в комплексной 

плоскости на окружности радиуса  n   с центром в нуле и делят 

эту окружность на n  равных дуг. 

1.5. Показательная форма комплексного числа. 
Формулы Эйлера 

Для простоты письма введём сокращённое обозначение 

                                   

 sincos iei
.                         (1.7) 

Отметим, что точка с аффиксом 
ie  

принадлежит единичной окружности с цен-
тров в начале координат и её радиус-вектор 

образует с положительным направлением 
действительной оси угол   (рис.1.6). 

 С использованием введённого сим-

вола придадим тригонометрической форме 

комплексного числа (1.1) вид 
 iez  или 

ziezz arg .                                                             (1.8) 

Форму (1.8) записи комплексного числа называют показа-
тельной.  

 Формулы умножения, деления, возведения в степень и из-

влечения корня в показательной форме приобретают  следующий 

вид: 

 
)arg(arg

2121
21 zzi

ezzzz


 , 

 

0 1 
x 

y 

  
ie  

Рис.1.6 
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)arg(arg

2

1

2

1 21 zzi
e

z

z

z

z 
    ( 02 z ), 

zninn ezz arg , 

n

kz
i

nn ezz




2arg

  )1...,,1,0(  nk . 

Формула Муавра в показательной форме записывается в 
виде 

  inni ee )( . 

 Записывая 
ie , согласно формуле (1.7), в виде 

 )sin()cos( ie i
  sincos i , получаем, с учётом 

формулы (1.7), выражения cos  и sin  через показательные 

символы 
ie  и 

ie : 

)(
2

1
cos   ii ee , )(

2

1
sin   ii ee

i
.                (1.9) 

Формулы (1.7),  (1.9) носят название формул Эйлера. 
В дальнейшем будет показано, что введение формулой Эй-

лера (1.7) символа 
ie  оправдано не только тем, что формализм 

мультипликативных операций (умножения, деления, возведения в 
степень и извлечения корня) с этим символом подчиняется, как 

это показано выше, обычным правилам операций со степенями, 

но и тем, что определяемая естественным образом показательная 

функция 
ze  при чисто мнимом значении  iz , R , равна 

именно  sincos i . 

 
  

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 

 );;( P

 

zL

 

С

 0

   


 

N

 

y,

 
x,

 

z  

2/1

 

Рис. 

1.7 
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1.6. Понятие расширенной комплексной плоскости 

 В некоторых случаях наряду с комплексной плоскостью С 

необходимо рассматривать расширенную плоскость С , получаю-

щуюся добавлением к С некоторого «идеального» элемента – 

бесконечно удалённой точки z . Наглядной моделью расши-

ренной плоскости С  является сфера. В трёхмерном евклидовом 

пространстве 
3R  с декартовыми координатами  ,,  рассмот-

рим сферу :);;{(S   }4/1)2/1( 222   с центром в 

точке )2/1;0;0(  и радиусом 2/1 . Плоскость 0  примем за 

плоскость С и обозначим через z  текущую точку в ней (рис.1.7). 

Считая iyxz  , будем отождествлять на С действительную ось 

0y  с осью 0 , а мнимую ось 0x  – с осью 0 . Из точ-

ки )1;0;0(N  («северного полюса» сферы S) проведём луч zL , 

пересекающий С в точке z . Точку P пересечения луча zL  со 

сферой S, отличную от её «северного полюса» N, будем называть 

стереографическим образом (стереографической проекцией) точ-
ки z . Стереографическое проецирование устанавливает взаимно 

однозначное соответствие между точками сферы S с выколотым 
«северным полюсом» N  и точками плоскости С. 

 Формулы, выражающие связь между координатами точки 

C iyxz  и её стереографического образа S);;( P  

имеют вид (докажите самостоятельно): 

2
1 z

x


 ,

2
1 z

y


 ,

2

2

1 z

z


 .                           (1.10) 

Стереографическим образом точки )0;0;0(  – «южного по-

люса» сферы S – является точка 0z  плоскости С; ясно, что ни 

одна точка сферы с выколотым «южным полюсом» )0;0;0(  не 

переходит в 0z . Таким образом, между }{\S N  и С устанав-

ливается взаимно однозначное соответствие. 

Рассмотрим теперь «идеальное» комплексное число z , 

которое естественно сопоставить «северному полюсу» N сферы S 
и называть бесконечно удалённой точкой (бесконечностью). По-

полним плоскость С точкой z  и будем называть новый объ-
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ект }{С  расширенной комплексной плоскостью и обозначать 

символом C . В связи с этим С называют конечной комплексной 

плоскостью. 

 Итак, установлено взаимно однозначное соответствие 

между всеми точками C  и всеми точками сферы S. Поэтому мож-

но отождествлять C  со сферой S, а С – с N\S .  Такая интер-

претация комплексных чисел предложена Риманом. В связи с эти 

сферу S называют сферой Римана. 
 Отметим, что если множество R всех действительных чи-

сел естественно пополняется двумя «идеальными» элементами 

  и  , то множество С всех комплексных чисел – только 

одним z . 

Интерпретация Римана часто позволяет рассматривать точ-

ку z  как равноправный элемент C , не выделяя его среди 

других. Особая природа числа z  выступает лишь в алгебраи-
ческом аспекте: в отличие от точек плоскости С точка z  не 

участвует в алгебраических операциях и C  не является полем. 

Впрочем, некоторым операциям с участием бесконечности удаёт-

ся придать смысл. По определению полагаем: 

1)  aa , где Ca ; 

2)  aaa 0/ , где {0}\Ca ; 

3) 0/ a ,  a/ , где Ca . 

Операции  , ,0  ,0   /  лишены смысла. От-

метим, что для точки z  лишены смысла понятия действи-

тельной части, мнимой части, аргумента, но естественно считать 

 . 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Введение в комплексный анализ 

 

 

 
 

20 

§ 2. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

2.1. Область в комплексной плоскости 

Опираясь на геометрическое истолкование комплексного 

числа как точки на плоскости, будем рассматривать те или иные 
множества комплексных чисел как множества точек на плоскости 

С. В теории функций комплексного переменного часто рассматри-
вают точечные множества специального вида, называемые обла-

стями. Оказывается, именно области служат теми множествами, 

на которых естественно определяются важнейшие для приложе-
ний так называемые аналитические функции. 

 Введём прежде понятие окрестности точки на комплекс-
ной плоскости С. Пусть   – положительное число.  -

окрестностью точки C0z  называют множество всех точек круга 

}:{),( 00  zzzzU  с центром в точке  
0z   радиуса  . Уда-

ление точки  
0z  из  её  -окрестности приводит к так называемой 

проколотой  -окрестности точки 
0z , обозначаемой 

}0:{),( 00  zzzzU


. 

 Окрестностью бесконечно удалённой точки на плоскости С 

будем называть внешность всякого круга с центром в нуле: 

}  :{ rzz C , r >0. Окрестностью бесконечно удалённой точки 

на расширенной плоскости С  будем называть внешность всякого 

круга с центром в нуле, пополненную точкой z ; удаление 

точки  z  из этой окрестности приводит к проколотой окрест-

ности точки z  на C . 

 В дальнейшем, говоря об  окрестности  точки  
0z , будем  

иметь  в  виду  некоторую  -окрестность ( 0 ) в случае, если 

0z  – конечная точка, и внешность некоторого круга с центром в 

начале, если 0z  – бесконечно удалённая точка. 

 Точка 0z  называется предельной точкой множества G, 

)( СCG , если любая проколотая окрестность этой точки со-

держит хотя бы одну точку из G. В частности,  конечная точка 0z  
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является предельной точкой множества G, если Ø),( 0  GzU


 

для 0 . 

  Множество, получающееся присоединением к множеству G 
всех его предельных точек, называют замыканием  G  и обозна-

чают G . 

 Множество G  называют замкнутым, если G=G , т.е. если 

оно содержит все свои предельные точки. Другими словами, мно-
жество замкнуто, если оно не содержит точек, не являющихся его 

предельными точками. В связи с этим пустое множество Ø  (не 

содержащее вообще точек) и всю расширенную плоскость С  

естественно отнести к замкнутым множествам. 

 Замкнутое множество называется связным, если его нель-
зя разбить на два замкнутых множества, не имеющих общих то-

чек. 

Точка 
0z  называется внутренней для множества G, CG , 

если она принадлежит множеству G  вместе с некоторой своей 

окрестностью. 

Точка C1z  называется граничной для множества G, если 

в каждой её окрестности существуют как точки, принадлежащие 
множеству G, так и точки, не принадлежащие G. Совокупность 

всех граничных точек множества G называют его границей и обо-

значают frG . Граница множества всегда является замкнутым 

множеством. 

Множество, все точки которого являются внутренними для 
него, называется открытым. Другими словами, множество G от-

крыто, если оно не содержит точек, не являющихся для G внут-

ренними. В связи с этим пустое множество Ø  и всю плоскость С 

естественно отнести к открытым множествам. Система   откры-
тых подмножеств G плоскости С удовлетворяет аксиомам (дока-
жите самостоятельно): 

1) множество С и пустое множество Ø  принадлежат Т; 

2) объединение 


G  любого (конечного или бесконечно-

го) и пересечение 
n

k
kG

1

любого конечного числа множеств из Т 

принадлежит Т. 
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Ограниченное замкнутое множество в С называется ком-
пактным. 

Будем говорить, что множество }G{G   открытых мно-

жеств 
G  образует открытое покрытие множества M, CM , 

если каждая точка множества M принадлежит хотя бы одному 

множеству GG 
. 

Большое значение имеет следующее известное предложе-
ние, установленное Гейне и Борелем. 

Лемма (Гейне, Борель). Из всякого бесконечного откры-

того покрытия G  компактного множества F можно выделить ко-

нечное открытое подпокрытие этого множества. 

Обозначим через ),( 21 zzd  любое из расстояний между 

точками 21, zz С : евклидово расстояние на С, равное 21 zz  , 

если 21, zz C ,  или сферическое расстояние на C , равное рас-

стоянию между сферическими образами точек 21, zz  на сфере 

Римана, если одна из этих точек бесконечно удалённая. Расстоя-

нием )M,(zd  (в евклидовой или сферической метрике) точки z 

до множества M, CM , будем называть точную нижнюю грань 

расстояний от z до точек M: ),(inf)M,(
M




zdzd .1 

Очевидно, что 0)M,( zd  тогда и только тогда, когда 

Mz  или Mz . Отсюда следует, что для случая замкнутого 

множества M  из условия Mz  следует 0)M,( zd , а 

из условия 0)M,( zd  следует Mz . 

Число )M,(inf)M,K(
K

zdd
z

  называют расстоянием между 

множествами K и M. 

                                                
1 Точной нижней гранью множества X действительных чи-

сел называется такое число a, обозначаемое infX, которое являет-
ся наибольшим из чисел, ограничивающих снизу множество X, 

т.е. для x X  выполняется ax   и для aa   x X: ax  . 
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Нетрудно доказать, что если хотя бы одно из непересекаю-
щихся замкнутых множеств K и M ограничено (а значит и ком-

пактно), то 0)M,K( d . 

Областью называется открытое, связное множество точек 

плоскости. Свойство связности открытого множества означает, 
что каждые две точки множества можно соединить ломаной с ко-

нечным числом звеньев, все точки которой принадлежат данному 
множеству. При этом если одна из двух точек – бесконечно уда-

лённая, то звено ломаной, соединяющее эту пару точек – беско-

нечный луч. Приведём ещё одно определение связности открыто-
го множества, эквивалентное приведённому выше: открытое 

множество называется связным, если его нельзя разбить на два 
открытых множества, не имеющих общих точек.  

Объединение области CB  и её границы frB совпадает с 

замыканием B : frBBB  . Точки множества B\С  называ-

ются внешними для B. 
Область называется ограниченной, если она принадлежит 

некоторому кругу конечного радиуса. В противном случае область 

называется неограниченной. 

На рис.2.1 приведены примеры  ограниченных  областей. 
Примерами  неограничен- 

ных областей являются верхняя полуплоскость 

}Re,0Im:{  zzz  плоскости С, вертикальная полоса 

}Im,3Re1:{  zzz  шириной 2 единицы, внеш-

ность круга.  

 Для  дальнейшей  классификации   областей   введём   
понятие   порядка  связности  

области. Порядком связности области называется количе-

ство связных компонент границы  этой области. При этом связной 
компонентой границы области B считается всякое максимальное 

(т.е. не содержащееся строго ни в каком другом связном подмно-
жестве границы области B) связное подмножество точек границы 

frB . Если число связных компонент границы области равно n  

,...)2,1( n , область называется n-связной. Если  связных  ком-

понент  границы  области бесконечно много, то область называ-
ется бесконеч- 

но-связной. Круг, полуплоскость, полоса – односвязные об-
ласти. Области  а),  б),  в), изображённые на рис. 2.1, – соответс-
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твенно одно-, двух- и четырёхсвязная (четырьмя связными ком-
понентами границы области B являются: граница прямоугольника, 

окружность, прямолинейный отрезок и отдельная точка). 

 
 

2.2. Понятие функции комплексного переменного 

 Пусть D – некоторое множество точек на С . Говорят, что 

на D определена функция )(zfw  ,  если каждому Dz  по 

определённому правилу f  поставлено в соответствие одно или 

несколько значений Cw . При этом множество D называют об-

ластью определения функции )(zfw  , а совокупность E  всех 

значений )(zfw  , когда z  пробегает всё множество D, назы-

вают множеством значений функции )(zfw   на D: 

},:{ Dzf(z)wwE  C . При этом пишут )(DfE   или 

EDf
на

: . Функция )(zfw   называется однозначной на D, 

если каждому Dz  по правилу f  соответствует единственное 

значение Ew  и – многозначной, если некоторым Dz  соот-

ветствует более одного значения )(zfw  . 

  Так, функция 
2zw  , определённая на C , )(w , – 

однозначная, в то время как zw   – двузначная, т.к. каждому 

0z  соответствует два значения zw  , отличающиеся друг 

от друга противоположным знаком. 
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Геометрически однозначную функцию комплексного пере-
менного (ФКП) удобно трактовать как отображение. Рассмотрим 

два экземпляра комплексной плоскости: плоскость zС  перемен-

ного iyxz   и  плоскость 
wС  переменного ivuw  . Гово-

рят, что функция )(zfw  , EDf
на

: , отображает множество 

zD C  на множество ;CwE  здесь }),(:{ DzzfwwE   

– множество значении функции f на её области определения D. 

При этом точку )(zfw   называют образом точки Dz , а z  – 

прообразом своего образа w .                                           

  

Для ФКП обычным образом вводится понятие сложной 
функции (композиции) и обратной функции. Например, для функ-

ции EDf
на

:  обратной считается функция DEf
на

 :1
,  ставя-

щая в соответствие каждому Ew                                             

множество всех тех Dz , для которых выполняется равенство 

wzf )( :    )()(1 zfwzwf 
. 

 Особый интерес представляют те однозначные функции, 
для которых обратные функции также однозначны. Такие функ-

ции, называемые однолистными, осуществляют взаимно одно-

значное соответствие между областью определения и множеством 
значений функции.  

 Задание на D функции f  комплексного переменного 

iyxz   равносильно заданию двух функций, зависящих от 

  

  

D E 

0 0 
 

  

 

)(zfw 

 

)(1 wfz 

 

  Рис.2.2 
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двух действительных переменных x  и y , а именно, функций 

)(Re),( iyxfyxuu   и )(Im),( iyxfyxvv  .  

 Рассмотрим пример. Функция zw /1  определена на всей 

плоскости C  с удалённой точкой 0z . При 0z  естественно 

считать )0(w . Функция однозначная, обратная функция 

wz /1  также однозначная, значит отображение zw /1  одно-

листное. Отделяя действительную и мнимую части величины 

                                  

2222))((

11

yx

y
i

yx

x

iyxiyx

iyx

iyxz
w













  , 

получаем 

22
Re

yx

x
wu


 ,  

22
Im

yx

y
wv




 . 

 Найдём образ полосы }2Re1:{Π  zz  (рис.2.3) при 

отображении zw /1 . При const cx   имеем  

22 yc

c
u


 ,  

22 yc

y
v




 .                                          (2.1) 

Исключим из этих двух равенств величину y , выражая 

22 yc   из каждого из них и приравнивая полученные значения: 

v

y

u

c
 , 

u

cv
y  .  Подставляя найденное y  в первое уравне-

ние из (2.1), получаем  (при 0с )  cuvu /22   –  уравнение  

окружности, которое  

запишем в каноническом виде: 
2

2

2

)2(

1

2

1

c
v

c
u 








 .  

 Итак, образом прямой ,cx   0c ,  

служит окружность радиуса )2/(1 c  с центром в точке 

 0);2/(1 c . Следовательно, образом полосы Π  является кольце-

образная область K, ограниченная двумя эксцентрическими   

окружностями   2/1:{1 ww }2/1  и 

}4/14/1:{2  ww (рис.2.4).  
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Отметим, что образами граничных точек 1z , 2z , 

z  полосы П являются соответственно  граничные точки  

1w , 2/1w , 0w  области K, прообразом внешней для K 

точки 4/1w  – внешняя для П точка 4z  и порядок связности 

области при отображении не изменился: обе области П и K  – од-

носвязные. 

 2.3 Предел и непрерывность ФКП 

Понятие предела последовательности комплексных чисел 

вводится по аналогии с понятием предела последовательности 

действительных чисел. Говорят, что последовательность 
nz , 

Cnz , ,...2,1n , сходится к числу C00 , zz , (имеет предел, 

равный 0z ) и пишут 0lim zzn
n




 или 0zz
n

n 


, если для 0  

 0:N)( zzn n  при )( nn .  

Поскольку неравенство  0zzn  равносильно выполне-

нию двух неравенств  0ReRe zzn ,  0ImIm zzn  и вы-

полнение этих двух неравенств влечёт неравенство   

2)Im(Im)Re(Re 222

0

2

00  zzzzzz nnn , 

то равенство 0lim zzn
n




 равносильно выполнению двух равенств 

0ReRelim zzn
n




, 0ImImlim zzn
n




. 

Нетрудно убедиться, что для сходящихся последовательно-

стей комплексных чисел справедливы многие свойства, аналогич-

ные свойствам сходящихся по- следовательностей действи-
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тельных чисел. В частности, если существуют конечные пределы 

0lim zzn
n




и 0lim wwn
n




, то 00)(lim wzwz nn
n




, 

00lim wzwz nn
n




,  

0

0lim
w

z

w

z

n

n

n



 (последний в случае  00 w ). 

Пусть на множестве D, CD , определена функция 

)(zfw   и 
0z , C0z ,  – предельная точка множества D . 

 Говорят, что однозначная функция )(zfw   имеет в точ-

ке 
0z  предел (по множеству D), равный A, CA , и пишут 

Azf
zz




)(lim
0

 или Azf
zz


 0

)( , если для любой сходящейся к 
0z  

последовательности точек  0, zzDz nn  , выполняется  

Azf
n

n 


)( .  

Этому определению понятия предела функции, сформули-
рованному «на языке последовательностей» (по Гейне), в случае 

конечных 
0z  и A равносильно другое определение этого же поня-

тия «на языке  » (по Коши): 

Azf
zz




)(lim
0

:    0  :0  

 AzfDzzz )(),0( 0 . 

  Если ),()(Re yxuiyxf  , ),()(Im yxviyxf  , 

aA Re , bAIm , 
00Re xz  , 00Im yz  , то равенство 

Azf
zz




)(lim
0

 равносильно двум равенствам 

ayxu

yy
xx






),(lim

0

0

,  byxv

yy
xx






),(lim

0

0

. 

 Понятия  бесконечного  предела  )( A  и предела в 

бесконечности  ( 0z )  для 

ФКП вводятся следующими определениями, вполне анало-
гичными соответствующим определениям из действительного 

анализа: 

            


)(lim
0

zf
zz

:                
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   )(0:0)(0 0 zfzz ; 

            


Bzf
z

)(lim :          

   Bzfz )(:0)(0 . 

 Так же, как и для функций действительного переменного, 

имеют место следующие свойства пределов ФКП: если при 

0zz   существуют конечные пределы Azf )(lim , 

Bzg )(lim , то BAzgzf  )]()(lim[ , 

BAzgzf  )]()(lim[ , 
B

A

zg

zf


)(

)(
lim  (последний в случае 

0B ). 

  Пусть EDf
на

:  и Dz 0
. Говорят, что однозначная 

функция )(zf  непрерывна в точке 
0z  (по множеству D), если 

)()(lim 0
0

zfzf
zz




 (по множеству D) (в случаях 0z  и/или 

)( 0zf говорят об обобщённой непрерывности функции в точ-

ке 
0z ). 

Так же, как и для функций действительного переменного, 

справедливы следующие свойства ФКП: если две функции )(zf  и 

)(zg  непрерывны в точке 
0z , то непрерывными в 

0z  будут так-

же функции )()( zgzf  , )()( zgzf  , )(/)( zgzf  (последняя в 

случае 0)( 0 zg ).  

Кроме того, композиция непрерывных функций – непре-

рывная функция. Поясним это свойство подробнее. Пусть даны 

функции EDf
на

:  и PGh
на

: , причём GE  , т.е. область 

определения функции h  содержит множество значений функции 

f  на D. Тогда, если функция )(zf  непрерывна в точке 

Dzz 00 , , и функция )(wh  непрерывна в точке )( 00 zfw  , то 

сложная функция (композиция или суперпозиция функций) 

)()( zfhzH  , определяемая формулой ))(()( zfhzH  , не-

прерывна в точке 
0z .             
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Непрерывность функции )( iyxf   в точке 
000 iyxz   

равносильна непрерывности 

каждой из функций  )(Re),( iyxfyxuu  , 

)(Im),( iyxfyxvv    (как  функций двух действительных 

переменных yx, ) в точке ),( 00 yx . 

Функция называется непрерывной на множестве, если она 
непрерывная в каждой точке этого множества. 

Примерами непрерывных служат следующие функции: 

а) const cw , непрерывна всюду на C ; 

б) 
nzw  , Nn , (обобщённо) непрерывна всюду на C ; 

в) zw Re , zw Im , zw   (обобщённо) непрерывны 

всюду на C ; 

г) zw arg , непрерывна всюду на плоскости С с удалён-

ным лучом :{zL 


 }0Im,0Re  zz ; 

д) zw /1 , непрерывна при 0z . Эту функцию можно 

доопределить на всю расширенную плоскость C , положив 

)0(w , 0)( w . Доопределённая таким способом функция 

будет обобщённо непрерывной на C ; 

е) рациональная функция )(/)( zQzPw mn  – отношение 

двух многочленов от z  указанных степеней n  и m  – непрерывна 

во всех точках плоскости С, не являющихся корнями (нулями) 

многочлена )(zQm . (Из алгебры известно, что многочлен 

)(zQm
 01

1

1 ... qzqzqzq m

m

m

m  

  степени Nm  с 

комплексными коэффициентами mqqq ...,,, 10 , 0mq , имеет на 

комплексной плоскости С ровно m корней с учётом их кратно-

стей.) 

Каждая из двух функций  

1) 









2

arg
sin

2

arg
cos)(1

z
i

z
zzw , 

2) )(
2

2arg
sin

2

2arg
cos)( 12 zw

z
i

z
zzw 







 



  

является непрерывной всюду на плоскости С с удалён-
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ным лучом :{zL  ,0Re  z  }0Im z  (докажите само-

стоятельно). Эти функции называют ветвями функции zw  ; 

выбор одной из двух ветвей функции zw   можно осуществить 

наложением условия 11   (для ветви )(1 zw ) или условия 

11   (для ветви )(2 zw ). Аналогично можно говорить об n  

непрерывных на 


L\С  ветвях 
nkzin

k ezzw /)2(arg)(   

)1...,,1,0(  nk  функции 
n zw  , ...,4,3n  

Функция комплексного переменного f, непрерывная на за-
мкнутом ограниченном (компактном) множестве В, обладает (как 

и функция одного или нескольких действительных переменных) 

рядом особых свойств: она ограничена на В (т.е. :0M  

Mzf )(  для Вz ), )(zf  достигает на В своего макси-

мального и минимального значений и )(zf  является равномерно 

непрерывной на В (т.е.  

               0  :0)(    )()( zfzf  для 

,, Вzz    zz ). 

2.4. Пути и кривые в комплексной плоскости.  
Жорданова кривая  

 
Путём называют обобщённо непрерывное отображение 

)(tZz   некоторого отрезка ],[ ba  действительной оси в C : 

C],[: baZ . Положительное направление на пути устанавли-

вается  направлением движения  точки  )(tZ  при  возрастании  t  
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от a   к   b. Точку  )(aZ  называют началом, точку )(bZ  – концом  

пути. Геометрическим образом пути является ориентированная 
(т.е. наделённая определённым порядком) совокупность Г всех 

точек )(tZ  плоскости C , получающихся, когда действительный 

параметр t  пробегает весь отрезок ],[ ba .  

 Переход от пути )(: tZz  , bta  , к пути 

)( tcZz  , actbc  , Rc , обозначаемому 
  или 

 , называется сменой направления на  . Множества точек, 

образующих   и 
 , совпадают, но положительные направления 

на них противоположны.   Введённое понятие пути слишком 

общо для наших целей. Оно мало согласуется с интуитивными 

представлениями, поскольку, например, можно построить непре-

рывное отображение отрезка ],[ ba  на квадрат. Дополнительны-

ми требованиями выделим среди путей те, которые обладают бо-

лее наглядными свойствами. 

 Если отображение )(],[: СCbaZ  непрерывное (обоб-

щённо непрерывное) и взаимно однозначное, то путь 

btatZz  ),( , называется простым или жордановым (обоб-

щённо жордановым). Жорданов путь не имеет самопересечений. 
На рис.2.5  изображен жорданов путь.  

 Замкнутым жордановым (замкнутым обобщённо жордано-

вым) путём называют непрерывное на ],[ ba  и взаимно однознач-

ное на ),[ ba  отображение Z  отрезка ],[ ba  в )(СC  при усло-

вии, что )()( bZaZ  .  

 Жорданов (обобщённо жорданов) путь 

btatZz  ),( , считается гладким, если существуют непре-

рывные производные действительных функций 

)(Re)( tZtXx  , )(Im)( tZtYy  , не обращающиеся в 

нуль одновременно ни при каком ],[ bat  (понимаемые как од-

носторонние при ,at  bt  ), т.е. 0)()()(  tYitXtZ  для 

],[ bat ; для замкнутого гладкого пути ещё предполагается, 

что )0()0(  bZaZ . Путь, составленный из конечного числа 

гладких путей, называют кусочно-гладким. Отметим, что всякий 
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кусочно-гладкий путь спрямляем, т.е. имеет длину.  

 Два пути btatZz  ),(1
, и dсZz  ),(2

, 

считаются эквивалентными тогда и только тогда, если на ],[ ba  

существует непрерывная, строго монотонная функция )(t , 

отображающая ],[ ba  на ],[ dc , и такая, что )())(( 12 tZtZ   для 

],[ bat . 

 Кривой называется множество всех эквивалентных путей. 

Каждый путь ),(tZz   bta  , представляющий данную кри-

вую Г, можно рассматривать как один из способов параметриза-
ции  ; кривая   изображается геометрически как множество 

точек }),(:{ btatZzz  , соответствующее любому из экви-

валентных путей, представляющих данную кривую Г. При этом 
кривую, параметризуемую жордановым, гладким, кусочно-

гладким и спрямляемым путём, естественно называть  жордано-

вой, гладкой, кусочно-гладкой и спрямляемой соответственно.   
 Отметим, что требование гладкости кривой Г равносильно 

требованиям существования касательной к кривой в каждой точке 

Γz  и непрерывного вращения этой касательной при движении 

точки касания по Г. 

 Незамкнутую жорданову (обобщённо жорданову) кривую 
называют ещё жордановой (обобщённо жордановой) дугой. 

 Роль жордановых кривых раскрывается следующей теоре-

мой.  

 
Теорема 2.1 (Жордан). Замкнутая жорданова кривая Г 

делит C  на две односвязные области, имеющие Г общей гра-
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ницей; одна из этих областей ограничена (называется внут-

ренностью Г и обозначается Γint ), другая содержит точку   

(называется внешностью Г и обозначается aus Γ ) (см. рис.2.6). 

Если Г – простая дуга, то Γ\С  – односвязная область. 

 Односвязная область, имеющая в качестве своей границы 
замкнутую жорданову кривую, называется жордановой областью.                                  

Изображённые на рис.2.6 области Γint  и aus Γ  – жордано-

вы. 

  Для замкнутой жордановой кривой, если не указана напе-

рёд её параметризация, положительным направлением, по опре-

делению, считается то, при котором Γint  остаётся слева. 

 

 2.5. Показательная и логарифмическая  
функции  

По аналогии с определением показательной (экспоненци-

альной) функции 
xe  действительного переменного x  (вводимого 

с помощью так называемого второго замечательного предела) 
определим экспоненциальную (показательную) функцию КП, обо-

значаемую 
ze  или zexp , равенством 

n

n

z

n

z
e 











1lim ,  Cz .                               (2.2) 

Покажем, что для Cz  существует конечный предел в 

(2.2), и вычислим этот предел. При больших номерах n  точка 

nzwn /1  лежит в окрестности точки 1, в правой полуплоско-

сти }0Re:{ ww . Поэтому (см. задание 1.3, Повышенный уро-

вень) 
                                      

nx

y

nx

ny

w

w
w

n

n
n





 arctg

/1

/
arctg

Re

Im
arctgarg  . 

При n  имеем  

                                        

x

nn

n

n e
n

yx
x

nn

iyx
w 







 





2/

2

222
11  
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(в соответствии с формулой второго замечательного преде-

ла), и 
n

nwarg  с точностью до слагаемых, кратных 2 , совпадаю-

щий с величиной ))/(arctg( nxynn  , представляет собой 

неопределённость )0(  . Переводя эту неопределённость в не-

определённость  0/0  и разрешая последнюю (например, приме-

нением известного правила Лопиталя), получаем                       

                                                 

y
n

nxy

n
n

n





 /1

))/((arctg
limlim . 

Значит, yn coscos  , yn sinsin   при n  и, 

следовательно, существует конечный предел  

                                 

  )sin(cossin(coslimlim yiyeiww x

nn

n

n
n

n

n
n




. 

 Итак, по определению 

                                                          

)sin(cos yiyee xiyx 
.                                                 (2.3) 

 Сужение функции 
ze  на действительную прямую ( 0y ) 

комплексной плоскости С совпадает с действительной функцией 
xe .  

 При 0x  из (2.3) получаем формулу Эйлера 

yiyeiy sincos  , принятую ранее в качестве определения 

символа 
iye  и получившую теперь должное обоснование. 

 Укажем некоторые свойства экспоненциальной функции 
ze . Она определена и непрерывна всюду на С, не принимает ну-

левого значения, т.к. 0 xz ee ; функция периодическая с чи-

сто мнимым периодом i2 : 
zikz ee 2
,  Zk . 

Непосредственной проверкой доказывается свойство (тео-
рема сложения для показательной функции): 

2121 zzzz
eee 


. 

 Введём далее логарифмическую функцию zw Ln  как 

функцию, обратную к показательной: 
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wezwz Ln . 

 Получим формулу для величины zLn . Пусть ivuw   и 

0z . Тогда из равенства 
ivu eez  , сравнивая модули левой и 

правой частей, имеем равенство
uez   и, следовательно, 

zu ln , сравнивая аргументы – равенство vz Arg . Итак,   

zizz ArglnLn  .                                       (2.4) 

 Как видно из этой формулы, функция zLn  определена 

при 0z , принимает при каждом фиксированном z С, 0z , 

бесконечное множество значений kiziz  2argln , Zk . 

Одно из этих значений логарифма, равное ziz argln  , называ-

ют главным значением логарифма и обозначают zln :  

zizz arglnln  .                                    (2.5) 

Таким образом, kizz  2lnLn , Zk . 

 Однозначная функция zw ln  определена всюду на 

{0}\C , непрерывна в области непрерывности функции zarg  – 

на плоскости С с разрезом по отрицательной части действитель-

ной полуоси }0Im,0Re:{  zzz . Её сужение на действитель-

ную положительную полуось }0Im,0Re:{  zzz  совпадает с 

известной действительной логарифмической функцией xln . 

 Справедливы (при условии 021  zz ) следующие свой-

ства логарифма: 

                                                      

2121 LnLn)(Ln zzzz  ,                                                     (2.6)  

                                                      

2121 LnLn)/Ln( zzzz  .                                                     (2.7) 

(Имея в виду, что логарифмическая функция zLn  – беско-

нечнозначная, самостоятельно поясните смысл равенств (2.6), 

(2.7) как равенств бесконечных множеств значений). 
 С помощью экспоненциальной и логарифмической функ-

ций КП вводятся общие показательная и степенная функции: 
azz ea Ln    ( 0a ), 

zez Ln  , 
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где a  и   – произвольно фиксированные комплексные по-

стоянные. 

  

 2.6. Тригонометрические и гиперболические 
ФКП 

 По аналогии с формулами Эйлера (1.9) определим триго-

нометрические функции комплексного переменного zcos  и zsin  

формулами: 

)(
2

1
cos iziz eez  ,  )(

2

1
sin iziz ee

i
z             (2.8) 

и функции ztg и zctg  – обычным образом: 

1

1

cos

sin
tg

2

2






iz

iz

e

e
i

z

z
z ,    

1

1

sin

cos
ctg

2

2






iz

iz

e

e
i

z

z
z . (2.9) 

Сужения функций  zsin , zcos , ztg  и zctg  на действи-

тельную ось ( 0y ) совпадают с соответствующими действи-

тельными функциями действительного переменного (ФДП) x .  

Выполняются (проверить самостоятельно) следующие свой-
ства тригонометрических ФКП:  

1) функции zsin , zcos  непрерывны всюду на С, перио-

дичны с периодом 2 ,  не имеют других периодов;  

2) zsin , ztg  и zctg  – нечётные, zcos – чётная функции;  

3) ztg  и zctg  –  -периодические функции;  

4) 1cossin 22  zz  для z С;  

5) )sin(
21

zz  2121 sincoscossin zzzz  ;  

6) 212121 sinsincoscos)cos( zzzzzz    

и другие известные формулы тригонометрии, включая фор-

мулы приведения. 
Наряду с тем, что одноимённые тригонометрические ФКП и 

ФДП имеют много общих свойств, у них имеются и существенные  

отличия. Так, функции  zsin ,  zcos  не яв- 

ляются ограниченными на С (проверить самостоятельно).  
Тесно связаны с тригонометрическими функциями так 

называемые гиперболические функции, вводимые следующими 
определениями: гиперболиче- ский косинус 
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)(
2

1
ch zz eez  , гиперболический синус )(

2

1
sh zz eez  , 

гиперболический тангенс zzz ch/shth  , гиперболический котан-

генс zzz sh/chcth  . 

 Определим функции арккосинус zw cosArc ,  арксинус 

zw sinArc , арктангенс zw Arctg  как функции, обратные 

соответственно к wz cos , wz sin , wz tg : 

         zwzw  coscosArc ;  

zwzw  sinsinArc ;   zwzw  tgArctg . 

 Для функций арккосинус гиперболический zw Arcch  и 

арксинус гиперболический zw Arcsh , обратных для функций 

wz ch  и wz sh  соответственно, справедливы равенства (до-

кажите самостоятельно): 

1) )1Ln(Arcch 2  zzz ; 2) )1Ln(Arcsh 2  zzz . 
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§ 3. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

 

3.1. Дифференцируемость ФКП  

Пусть однозначная функция )(zfw   определена в обла-

сти ,D D С, и точка Dz 0
. Пусть 0  таково, что  -

окрестность ),( 0 zU  точки 
0z  принадлежит D  и z , 

 z0 , – любое комплексное число. Разность 

)()()( 000 zfzfzzf   будем называть приращением 

функции  f  в точке 
0z  (соответствующим приращению z  неза-

висимого переменного). 
Опр. 1. Однозначная функция  f  называется дифферен-

цируемой в смысле С или моногенной в точке 
0z , если при 

любом достаточно малом z  приращение )( 0zf  функции  f  в 

точке 
0z  может быть представлено в виде  

zzzAzf  )()( 0
,                          (3.1) 

где A  – конечное комплексное число, не зависящее от z , 

0)(  z  при 0z ; число A называется производной 

функции  f  в точке 
0z  и обозначается )( 0zf  . 

 Определение 1 эквивалентно следующему определению: 
 Опр. 2. Однозначная функция  f  называется дифферен-

цируемой в смысле С (моногенной) в точке 
0z , если суще-

ствует конечный предел 

A
zz

zfzf

zz







0

0 )()(
lim

0

;                           (3.2) 

число A называется производной функции  f  в точке 

0z . 

 Операция взятия производной от моногенной функции 

называется дифференцированием функции. 

Дифференциалом моногенной в точке 
0z  функции f назы-

вается линейная относительно z  часть приращения )( 0zf  
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функции  f  в точке 
0z  и обозначатся )( 0zdf : 

zzfzdf  )()( 00
.                     (3.3) 

Рассматривая моногенную в каждой точке плоскости С 

функцию zzf )( , видим, что zzzdz  , поскольку 

1z . Ввиду этого дифференциалу )( 0zdf  можно придать вид  

dzzfzdf )()( 00
 .                       (3.4) 

Такую форму дифференциала функции называют инвари-
антной. Из формулы (3.4) следует, что производная ФКП, как и 

производная ФДП, есть отношение дифференциала функции к 
дифференциалу независимого переменного, по которому берётся 

производная:
dz

zdf
zf

)(
)(  . 

 Если f моногенна в каждой точке z  области D , то она 

называется моногенной в D , а функция f   называется произ-

водной от  f  на D.  
 Как обычно, будем называть второй производной от неко-

торой функции f  производную от её производной, третьей произ-
водной – производную от второй производ- 

ной и т.д. 
 Поскольку определения понятий дифференцируемости, 

дифференциала и производной ФКП вполне аналогичны соответ-
ствующим понятиям для ФДП, то ясно, что и свойства дифферен-

циалов и производных и правила дифференцирования ФКП оста-

ются формально такими же, как и для ФДП.  
Укажем правила дифференцирования ФКП: 

1. 0)const(  . 

2. Если функция f моногенна в точке z, то функция )(zfc  , 

c=const, также моногенна в точке z и   )()( zfczfc 


 . 

 3. Если функции f и g моногенны в точке z, то функции 

gf  , gf  , gf /  (при 0)( zg ) также моногенны в точке z, 

причём 

  )()()()( zgzfzgzf 


 ; 

  )()()()()()( zgzfzgzfzgzf 


 ; 
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)(

)()()()(

)(

)(
2 zg

zgzfzgzf

zg

zf 












. 

 4. Пусть EDf
на

:  и PGh
на

: , причём GE  . Тогда, 

если функция )(zf  моногенна в точке 
0z , Dz 0

, и функция h  

моногенна в точке )( 00 zfw  , то сложная функция 

)()( zfhzH  , определяемая формулой ))(()( zfhzH  , мо-

ногенна в точке 
0z , причём  

)())(()( 00 zfzfhzH  . 

 5. Пусть функция EDf
на

:  однолистна в D и моногенна 

в точке 
0z , Dz 0

, причём 0)( 0  zf . Тогда, если обратная к 

функции  f  функция 
1f  непрерывна в точке )( 00 zfw  , то 

функция 
1f  моногенна в точке 

0w , причём 

 
)(

1
)(

0

1

0 zf
wf ww








. 

 Правила 1 – 4 дифференцирования ФКП доказываются так 
же, как и для ФДП. 

Докажем правило 5. Ввиду однолистности функции 

)(1 wfz   в Е при 0ww  , Ew , имеем 

00

11 )()( zwfwfz  
. Поэтому при 0ww   

1

0

0

0

0

0

0

11 )()()()(



























zz

zfzf

ww

zz

ww

wfwf
 

и так как )()( 0

11 wfwfz    при 0ww  (ввиду не-

прерывности 
1f  в точке 0w ), то  

)(

1)()(
lim

)()(
lim

0

1

0

0

0

0

11

00 zfzz

zfzf

ww

wfwf

zzww 

























.// 
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Замечание. Условие однолистности функции  f  в области 

D и условие 0)( 0  zf , Dz 0
, не являются независимыми. В 

дальнейшем будет показано, что второе вытекает из первого. С 

другой стороны, из условия 0)( 0  zf  вытекает, что в некоторой 

окрестности точки 
0z  функция f  однолистна.   

 

 3.2. Критерий моногенности (теорема Коши – 
Римана) 

Следующая теорема показывает, что при всех аналогиях 
между свойствами дифференцируемых ФКП и ФДП у них есть и 

глубокие различия. Причина этих различий в том, что условие 
моногенности функции предполагает существование предела от-

ношения приращения функции )()()( 00 zfzfzf   к прира-

щению независимого переменного 
0zzz   при устремлении 

z  к 
0z  любым способом (по любому направлению), в то время 

как условия частной дифференцируемости функции двух действи-

тельных переменных ),( yxf  по x или по y предполагает суще-

ствование подобного предела при устремлении точки ),( yx  к 

точке ),( 00 yx  лишь по прямой, параллельной той или иной коор-

динатной оси плоскости.  

Теорема 3.1 (Коши, Риман). Для того, чтобы функция 

),(),()( yxivyxuzf  , iyxz  , определенная в области 

D, CD , была моногенна в точке Dz 0
, необходимо и доста-

точно выполнение двух условий: 

1) функции )(Re),( iyxfyxu   и 

)(Im),( iyxfyxv   как функции двух действительных пере-

менных yx,  дифференцируемы в точке ),( 000 yxz  ; 

2) в точке ),( 00 yx  выполняются равенства 

y

v

x

u









,  

x

v

y

u









.                       (3.5) 

Равенства (3.5) носят название: условия Коши – Римана 
(Даламбера – Эйлера). 
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 Д. Необходимость. Так как f моногенна в точке 
0z , то  

zzzzfzf  )()()( 00
,              (3.6) 

где 0)(  z  при 0z . Обозначая uzf  )(Re 0
, 

vzf  )(Im 0
, azf  )(Re 0

, 

bzf  )(Im 0
,  )(Re z ,  )(Im z , xz Re , 

yz Im , отделением в (3.6) действительных и мнимых частей 

получаем 

yxybxau  ,        (3.7) 

yxyaxbv  .       (3.8) 

При 0z  имеем 0 , 0 . Поэтому равенства 

(3.7), (3.8) означают, что функции ),( yxu  и ),( yxv  дифферен-

цируемы в точке ),( 000 yxz  , а их частные производные в этой 

точке a
x

u





, b

y

u





, b

x

v





, a

y

v





 удовлетворяют услови-

ям (3.5). 
 Достаточность. По условиям теоремы при достаточно ма-

лых x , y  приращения функций u и v в точке ),( 00 yx  допус-

кают представления в виде 

yxybxau  21 ,    (3.9) 

yxyaxbv  43
,  (3.10) 

где 
y

yxv

x

yxu
a











),(),( 0000 , 

y

yxu

x

yxv
b











),(),( 0000 , 0,,, 4321   при 

0 yix . Из (3.9), (3.10) для приращения 

viuzf  )( 0  при 0 yixz  

получим  

 )()()()()( 42310 iyixyixibyixazf

 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Введение в комплексный анализ 

 

 

 
 

44 

zziba  )( ,                                              (3.11) 

где обозначено 
z

y
i

z

x
i









 )()( 4231 . Так как  

43214231 










z

y
i

z

x
i , 

то   вместе с 4321 ,,,   стремится к 0 при 0z . 

Последнее ввиду (3.11) означает, что  f  моногенна в точке 
0z , 

причём 
                        

x

v
i

y

v

y

u
i

y

v

y

u
i

x

u

x

v
i

x

u
ibazf







































 )( 0 .                      

(3.12) 

 Замечание. Для дифференцируемости функции несколь-
ких действительных переменных достаточно, как известно, суще-

ствования и непрерывности всех её частных производных первого 

порядка. Поэтому для моногенности функции ivuf   доста- 

точно, чтобы частные производные 
y

v

x

v

y

u

x

u
















,,,  существо-

вали, были непрерывными и удовлетворяли условиям Коши – Ри-
мана. 

 В качестве примера использования теоремы Коши – Рима-

на исследуем на моногенность экспоненциальную функцию 
zezf )( . Согласно (2.3) для функций )(Re iyxfu  , 

)(Im iyxfv   имеем yeu x cos , yev x sin . Эти функции 

непрерывно дифференцируемы на всей плоскости ),( yx  и их 

частные производные ye
x

u x cos



, ye

y

u x sin



,  

ye
x

v x sin



, ye

y

v x cos



 удовлетворяют условиям Коши – 

Римана 
y

v

x

u









, 

x

v

y

u









 в каждой точке плоскости. Следо-

вательно, функция 
ze  моногенна в каждой точке плоскости С. 
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Вычисляя производную этой функции согласно какой-либо из 
формул (3.12), получаем 

                                                    
zxz eyiyee  )sin(cos)( .                                              

(3.13) 

 Пусть 
 irez , ),()(Im),,()(Re   rvrefruref ii

. 

Используя формулы  sin,cos ryrx , связывающие декар-

товы и полярные координаты точки z  комплексной плоскости, 
можно доказать (докажите самостоятельно), что в полярных ко-

ординатах: а) условия Коши – Римана (3.5) равносильны условиям 








 v

rr

u 1
,  








 u

rr

v 1
; 

б) формулы для производной )(zf   приобретают вид 






































u
i

v

zr

v
i

r

u

z

r
zf

1
)( . 

Замечание. Условия Коши – Римана допускают следующее 

обобщение. Пусть дана моногенная в точке z  функция )(zf . 

Зададимся произвольными направлениями, характеризуемыми 

единичными векторами s и n (т.е. комплексными числами с еди-
ничным модулем) и такими, что поворот от s к n совершается на 

прямой угол против часовой стрелки (т.е. n=is). Пользуясь тем, 

что вычисление производной )(zf   не зависит от направления, 

получаем, беря производные один раз в направлении s, а другой 
– в направлении n: 






































n

v
i

n

u

ns

v
i

s

u

s
zf

11
)( ,                                        

(3.14) 

где 
n

v

s

u








,...,  – производные от функций двух действи-

тельных переменных по соответствующим направлениям. Вывод 

равенств (3.14) аналогичен выводу формул (3.12). Подставляя 
n  i s и сравнивая в (3.14) действительные и мнимые части, по-

лучаем: 
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s

v

n

u

n

v

s

u


















, . 

Эти условия и есть обобщённые условия Коши – Римана. 

Полагая в них, в частности, 1s , in  , получаем условия (3.5). 

 

  3.3. Сопряжённые гармонические функции 

Пусть функция ivuzf )(  моногенна в области D и 

пусть, кроме того, функции ),( yxuu   и ),( yxvv   обладают 

непрерывными частными производными второго порядка по x и y. 
Тогда, дифференцируя первое из равенств (3.5) по x , а второе – 

по y , получаем 

yx

v

x

u








 2

2

2

,  
xy

v

y

u








 2

2

2

. 

Складывая эти равенства и учитывая, что производные 

yx

v



2

 и 
xy

v



2

 в силу их непрерывности равны, найдём 

0
2

2

2

2











y

u

x

u
.                     (3.15) 

Аналогично получим 

0
2

2

2

2











y

v

x

v
. 

 Опр. Действительная функция ),( yxu , имеющая в обла-

сти D непрерывные частные производные второго порядка и удо-
влетворяющая уравнению (3.15), называется гармонической в 
области D, а уравнение (3.15) – уравнением Лапласа.  

 Уравнение Лапласа  (3.15) принято записывать в виде 

0u , где 
2

2

2

2

yx 







  – оператор Лапласа. 

 В теории функций комплексного переменного доказывает-
ся (см. [1, 4, 6, 9]) замечательное свойство моногенных функций, 

заключающееся в том, что моногенная в области D функция име-

ет производные любого порядка в каждой точке этой области и, 
следовательно, её действи- тельная и мнимая части 
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),( yxu  и ),( yxv  являются гармоническими функциями в области 

D, причём эти гармонические функции, в свою очередь, имеют 
производные по x и по y любого порядка, которые являются так-

же гармоническими в области D. 

 Гармонические функции ),( yxu  и ),( yxv , связанные 

между собой условиями Ко-ши – Римана (3.5), называются сопря-
жёнными. Таким образом, действительная и мнимая части диф-
ференцируемой (в смысле С) в области функции являются в этой 

области сопряжёнными гармоническими функциями. 

 Обратно, если в области D  даны две сопряжённые гар-

монические функции ),( yxu  и ),( yxv , то, согласно теореме 3.1, 

функция ivuzf )(  моногенна в области D . Таким образом, 

для моногенности функции ivuf   в области D  необходимо 

и достаточно, чтобы функции ),( yxu  и ),( yxv  были сопряжён-

ными гармоническими в этой области. 

 Если известна одна из функций ),( yxu  и ),( yxv , то в 

односвязной области D  можно найти другую функцию с точно-

стью до произвольного постоянного.  

В самом деле, ввиду гармоничности функции ),( yxu  всюду 

в D  выполняется равенство 




































x

u

xy

u

y
, 

и, следовательно, выражение dy
x

u
dx

y

u









  является 

полным дифференциалом некоторой однозначной функции 

),( yxv , определяемой с точностью до произвольного постоянно-

го слагаемого с  формулой (см. [5], т. 2) 

сdy
x

u
dx

y

u
yxv

yx

yx










 

),(

),( 00

),( ,       (3.16) 

где ),( 00 yx  – произвольно фиксированная точка в D  и 

Dyx ),( . Интеграл в (3.16) не зависит от кривой, соединяющей 

в области D  точки ),( 00 yx  и ),( yx , а зависит лишь от точки 

),( yx .  
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 Из (3.16), используя свойства криволинейных интегралов, 
имеем 

                             

y

u
dx

y

u

xx

yxvyxxv

x

v xz

z
xx 






















 

 1
lim

),(),(
lim

00
 

(можно брать интеграл от z  до xz   по горизонтальному 

отрезку, на котором 0dy ); аналогично, 
x

u

y

v









. Следова-

тельно, ),( yxv  – гармоническая в D  функция, сопряжённая с 

),( yxu . 

 Итак, по заданной действительной гармонической функ-

ции ),( yxu  (или ),( yxv ) в односвязной области D  можно вос-

становить моногенную функцию ivuzf )(  с точностью до 

постоянного слагаемого. 

 Замечание. Если область D  многосвязная, то функция 

),( yxv , определяемая формулой (3.16), а также функция 

ivuzf )(  могут оказаться неоднозначными (подробнее об 

этом см. в [6, 9]).  

 

3.4. Различные формы дифференциала функции 

 Пусть функция ivuf   моногенна в точке z области D, 

CD . Тогда в этой точке существует дифференциал 

                                       ))(()( idydxzfdzzfdf  , 

причём, как показано выше, величина производной )(zf   

может быть найдена по любой из формул (3.12). Учитывая ещё, 

что в точке z выполняются условия Коши – Римана (3.5), получим 

idvdudy
y

v
dx

x

v
idy

y

u
dx

x

u
df 



































  (3.17) 

или, группируя в (3.17) слагаемые по-другому, 

dy
y

f
dx

x

f
df









 ,                     (3.18) 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Введение в комплексный анализ 

 

 

 
 

49 

где 
x

v
i

x

u

x

f














 и 

y

v
i

y

u

y

f














 – производные от 

комплексной функции по действительным переменным. 

 Дадим ещё одну форму записи для дифференциала df . 

Рассмотрим наряду с переменным iyxz   переменное 

iyxz   и обозначим idydxzd  . Выражая dx  и dy  через 

idydxdz   и idydxzd  , найдём 

)(
2

1
zddzdx  ,  )(

2

1
zddz

i
dy   

и подставим эти значения в (3.18). Получим 

zd
z

f
dz

z

f
df









 ,                        (3.19) 

где операции взятия формальных частных производных 
z

f




 

и 
z

f




 определены следующим образом: 




























































y

u

x

vi

y

v

x

u

y

f
i

x

f

z

f

22

1

2

1
,  (3.20) 




























































y

u

x

vi

y

v

x

u

y

f
i

x

f

z

f

22

1

2

1
.    (3.21) 

 Согласно (3.21) заключаем, что одно комплексное равен-

ство 

0




z

f
                                                                   (3.22) 

эквивалентно двум условиям Коши – Римана (3.5). С учётом 

(3.22) перепишем (3.19) в виде dz
z

f
df




 . Отсюда видно, что 

производная 
dz

zdf
zf

)(
)(   моногенной в точке z функции f до-

пускает представление в виде 
z

zf
zf






)(
)( .  

 Пусть действительные функции ),( yxuu  , ),( yxvv   
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дифференцируемы в точке ),( yxz  . Понимая под дифференци-

алом функции ivuf   величину idvdudf  , докажите са-

мостоятельно, что дифференциал df  в точке ),( yxz   можно 

представить в виде (3.19), где формальные производные 
z

f




, 

z

f




 

определяются формулами (3.20), (3.21). 
 

3.5. Голоморфные функции  

Опр. Функция f называется голоморфной (регулярной) 

в точке
 

C0z , если f моногенна в некоторой  -окрестности 

точки 
0z . Функция f называется голоморфной в точке 0z , 

если функция )/1( f  голоморфна в точке 0 .  

Функция f называется голоморфной на множестве (в част-
ности, в области), если  f  голоморфна в каждой точке этого мно-

жества. Исходя из этого определения, отметим, что голоморф-
ность f в замыкании какой-либо области D означает, что f голо-

морфна в некоторой области B, содержащей D . Наряду с терми-

ном «голоморфная функция» широко используются названия ре-
гулярная функция, аналитическая функция. 

Функция называется целой, если она голоморфна на С. 

Примерами целых функций являются функции const, 
ze , 

nz  при 

любом Nn , многочлен от z, zzzz ch,sh,cos,sin . Функция 

z/1  голоморфна всюду в {0}\C . Функция zln  голоморфна 

всюду в плоскости С с удалённой отрицательной частью действи-

тельной оси. Дробно-линейная функция )/()( dczbaz  , где 

dcba ,,,  – комплексные постоянные, голоморфна всюду в 

}/{\ cdC  (при 0c ). Рациональная функция )(/)( zQzP mn , 

где )(),( zQzP mn  – многочлены от z указанных степеней n и m, 

голоморфна во всей плоскости С с удалёнными корнями много-

члена )(zQm , т.е. точками z, в которых выполняется 0)( zQm . 

Каждая ветвь двузначной функции z  голоморфна в плоскости 

С с разрезом по любому лучу, выходящему из начала. Функция 
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ztg  голоморфна во всех точках kz  2/ ; функция zctg  го-

ломорфна во всех точках kz  , Zk . 

 

 3.6. Мероморфные и аналитические функции  

Пусть функция )(zfw   определена в области D, CD . 

Точка Dz 0
 называется нулём функции f, если 0)( 0 zf . Чис-

ло Nm  называется кратностью (порядком) нуля 
0z  функции f, 

голоморфной в точке 
0z , если 

0)(...)()( 0

)1(

00   zfzfzf m
, а 0)( 0

)( zf m
. Нуль крат-

ности 1m  называется простым. Например, точка 0z  являет-

ся для функции zz sin  нулём кратности 3, а точки kz  , 

Zk , для функции zsin  – простыми нулями. 

 Пусть f голоморфна в бесконечности и 0)( f . Тогда, 

если constf , то функция )/1()( zfz   голоморфна в нуле. 

Условимся считать, что z  является нулём порядка m , 

Nm , функции f, если m  – кратность нуля 0z  функции 

)/1()( zfz  . Например, в бесконечности функция 
2/1 z  имеет 

нуль второго порядка, а функция )/1(tg z  – простой нуль. 

 Точку Dz 0
, CD , называют полюсом порядка m, 

Nm , (простым полюсом при m=1) функции f, если 
0z  – нуль 

порядка m для функции 1/f(z). Например, точка cdz /  явля-

ется простым полюсом дробно-линейной функции 

)/()( dczbaz   при условии bcad  , точка z=0 – полюсом 

четвёртого порядка для функции z4ctg , а точка z  – полю-

сом второго порядка для функции 
21 z . В полюсе значение 

функции считается равным бесконечности. 

 Функция f , голоморфная в области D, за исключением то-
чек, в которых f имеет полюсы, называется мероморфной в D. 

Мероморфная во всей плоскости функция называется просто ме-
роморфной. 

 К числу мероморфных в области D функций относятся от-

ношения двух функций, голоморфных в D, к числу мероморфных 
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– постоянные и целые функции (вообще не имеющие полюсов в 
С), рациональные функции, частное от деления целой функции на 

целую функцию. Произведение конечного числа мероморфных 
функций – также мероморфная функция.  

  Часто аналитическими в области D называют как голо-
морфные, так и мероморфные в этой области функции. В этом 

случае голоморфные функции называют также  регулярными ана-
литическими или просто регулярными.   
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ЗАДАНИЯ 

    

I. Базовый уровень 

Задание 1. Найти действительные числа x  и y  из урав-

нения: 

1. ( 2 ) 3(1 );x y x y i                            

22. 2 ( ) 3 2 ;x x y i x i        

3. 1 ( ) 1 ;x x y i i                           

3 34. ( 2 ) 1 3 ;x y x i i     

5. ln( ) (2 ) 5 ;x y x y i i                           

6. 2 (2 ) 1 3 ;x y x y i i      

7. 2 (3 ) 1 2 ;x y x y i i                       

8. sin( ) (2 ) π;x y x y i     

4 49. 16 ( ) 3 ;x y x y i i                            

10. lg( ) 1 ;x yx y ie i     

11. 3 (10 2 ) 7 ;xi x yi i                           

2 212. ( ) ( 2 ) 3(1 2 ).x yi x yi i      

 
 Задание 2. Вычислить: 

9 2 10 5
1. (1 3 )(2 ) ;

1 2

i
i i

i


  


                         

15 80 2 2
2. (6 9 17 )(1 ) ;

3

i
i i i i

i
   


 

2 3 100 2
3. ... 1 ;

1
i i i i i

i
      


               

2 3 100 2
4. ... 1 ;

1
i i i i i

i
      


  

5

83 4 3

3 4 2 25
5. ;

3 4

i i i

ii i i
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3 4 12

2

( ... )(7 8 )
6. ;

(2 3 )

i i i i

i

   


 

2 3 11

2

2 5
7. ( ... )(5 ) ;

(3 1)

i
i i i i i

i


     


        

27

3

2 3
8. (2 )(1 ) ;i i

i i
                            

8

123 321

9. 0 1 2 53 ;

0 0 1 2

i

i

i







                                    

90 2

10. 1 2 5 ;

0 1 1 2

i i

i i

i

 





            

7 19

2

5
11. 10 ;

(3 4 )(2 )

i i
i

i i




 
                               

3 8

2 15

9 8 6
12. .

( 4) 2

i i

i i





 

 
     

 

 Задание 3. Найти z  из уравнения. Указать z , Re ,z  

Im ,z  z , arg z . Записать  корни z  в тригонометрической форме 

и изобразить их на комплексной плоскости: 
3 21. 2 2 0;z z z                                            

2. (2 ) 2 3 (1 2 3) ;i z i      

1 1
3. 6 ;z z i

z z
                                           

4. ( ) 25 18 ;z z z z i      

5. 1 1 2 ;z z z i                                        

3 26. 1 0;z z z     

4 27. 8 9 0;z z                                             
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8. ( 2) 4 ;z z i z i      

29. ;z z                                                         

6 310. 9 8 0;z z    

11. 3 2 ;z z i                                                

212. 0.z i   

 
 Задание 4. Представить комплексное число в тригоно-

метрической и показательной форме: 

1. 3 ;i                                                              

5π 5π
2. cos sin ;

4 4
i  

3. sin π cos π;i                                                   

4. 1 3;i    

π π
5. 2(cos sin );

5 5
i                                            

6. 2 2 ;i   

7. 2 ;i                                                                  

2π 3π
8. cos sin ;

3 2
i  

ln3
59. ;

i

e




                                                             

π π
10. 4(cos sin );

7 7
i    

11. 5(cosπ sin π);i                                            

9π 9π
12. 3(cos sin ).

2 2
i  

 

 Задание 5. Вычислить, переходя к тригонометрической 
или показательной форме: 

 
10

3
1. ;

2 2

i

i
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17

8
2. ;

4π 4π
sin cos

3 3

i

i



 
 

 

 

 43 44

7
3. ;

π π
cos sin

3 3

i i

i



 
 

 

                                             

 

 

6

6

1
4. ;

1

i

i




 

20

81 35

3

2 2
5. ;

i

i i

 
 

 


                                                       

12

9

2

1
1

6. ;
i

i

e


 
 

 

 
 
 

 

 

3

5

π π
cos sin

4 4
7. ;

1

i

i



 
  
 


                                          

 
 

9
12 51

7
8. ;

2 2

i i

i




 

 
 

13

10
13

2 2
9. ;

2 2

i

i

 


                                                   

 
9

6

1 3
10. ;

128
i

i

e
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20

81 35

3

2 2
11. ;

2

i

i i

 
 

 

 
                                                     

 

 

7
2 2

12. .
3

i

i




 

 

 Задание 6. Найти все значения корня и построить их на 
комплексной плоскости: 

51. 32;                  32. 27 ;i                    33. 2 2 ;i                   

44. 3 ;i  

45. 16;                  66. 64;                   
37. 1 3 ;i                   

48. 1 ;i   

69. 64 ;i                 10. 4 ;i                    11. 3 ;i                 

12. 1 3.i  

 

 Задание 7.  Для отображения  ( )w f z  найти образ 

точки 0z : 

2

01. ( ) , 1 ;f z z z z i                             

2

02. ( ) 1, 1 ;f z z z i     

03. ( ) Ln , 1;f z z z                                

04. ( ) cos , 2 ;f z z z i    

05. ( ) tg , π;f z z z i                                

06. ( ) ln , 1 ;f z z z i    

07. ( ) sh , 2 3 ;f z z z i                            

0

π
8. ( ) , ;

6

izf z e z i    
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09. ( ) sin , ;f z z z i                             

0

1
10. ( ) , 2 3 ;f z z z z i

z
      

011. ( ) Ln(2 ), 1 ;f z z z i                      

012. ( ) , 3 2 .
z

f z z i
z i

  


 

 

 Задание 8. Изобразить на комплексной плоскости множе-
ство точек, удовлетворяющих условию:  

1. 3 2 1;z i                                                

2. 2 5;z i z i     

3. 1 ;z z i                                                

4. 2 2 3;z i    

5. 2 2 3;z i                                                

6. 0 Im 4;z          

7. 3 Re 2;z                                               

π π
8. arg( 2 ) ;

4 3
z i    

π
9. arg 0;

2
z                                            

10. 2 Im ;z z   

1 2,
11. ;

0 arg π

z

z

  


 
                                         

1 1
12. Re .

2z
  

 

 Задание 9.  Проверить дифференцируемость функции 

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y  , указать её область аналитичности и 

найти  
0( )f z : 
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2 2

0

1
1. ln( ), arctg , ;

2

y
u x y v z i

x
      

           

    02. cos sin , cos sin , π;x xu e x y y y v e y y x y z i    

     

02 2 2 2
3. , , 1;

x y
u v z

x y x y
    

 
 

02 2 2 2
4. , , 2 ;

y x
u v z i

x y x y
   

 
 

0
2 2 2 24 4

5. , , 4;
x y

u v z
x y x y

  
 

 

4 2 2 4 3 3

06. 6 , 4 4 , 2 ;u x x y y v x y xy z i       

 

   2 2 2 2

0

1
7. ln arctg , arctg ln , ;

2 2

y y y
u x x y y v x x y z i

x x
      

 

 2 2 2 2

0

π
8. sin 2 , sin cos , ;

2

x x i
u e y v e y y z      

09. ch cos , sh sin , π;u x y v x y z i    

 2 2

0

1
10. arctg , ln , ;

2 2

y i
u v x y z

x
     

2 2

02 2 2 2 2 2

2
11. , , ;

( ) ( )

x y xy
u v z i

x y x y


   

 
 

 
2 3 4 5 5 4 3 2

012. 10 5 , 5 10 , 2 .u x y x y y v x xy x y z i         

 

II. Повышенный уровень 

 Задание 1. 

1. Является ли множество комплексных чисел C упорядо-

ченным? 
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2. Проверить равенства: 1) 2Rez z z  ; 2) 

2 Imz z i z  ;  

    3) 2121 )( zzzz  ; 4) 2121 )( zzzz  ; 5) 

2121 /)/( zzzz   при 02 z . 

3. Докажите, что    
                                        































.0,0,arctg

,0,0,arctg

,0,0,2/

,0,0,2/

,0,arctg

)arg(

yx
x

y

yx
x

y

yx

yx

x
x

y

iyx  

4. Докажите для C
k

z  ),...,2,1( nk  : 1) 

2121 zzzz  ; 2) 



n

k

k

n

k

k zz
11

. 

 5. Докажите, что для C,...,,,..., 11  nnzz  имеет место 

неравенство (Коши–Буняковского) 
                                                     





n

k

k

n

k

k

n

k

kk zz
1

2

1

2

2

1

. 

6. Используя формулы Муавра и бинома Ньютона, докажите 

(для Nn ): 

                                       

 



 mnmm

n

n

m

mCn 222
]2/[

0

cossin)1(cos , 
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 121212
]2/)1[(

0

cossin)1(sin mnmm

n

n

m

mCn , 

где  

                                       
k

knnn
C k

n





...21

)1)...(1(
  

( nk ...,,2,1 ) 

– биномиальный коэффициент, 10 nC , а символом ][x  

обозначена целая часть действительного числа x , т.е. ближай-

шее к x  целое число, не превосходящее x . 

 7.  Проверьте верность формул: 
)(   iii eee , 

)(/   iii eee . 

 8. Сферическим расстоянием между двумя точками 
1

z  и 

2
z  из С  называется расстояние ),( 21 zz  (в пространстве )3

R  

между образами этих точек на сфере Римана. Докажите формулу 

2

2

2

1

21

21

11

),(

zz

zz
zz




 , C21, zz ; убедитесь, что эту 

формулу можно распространить на всю расширенную плоскость 

С , положив 
2

1

1
),(

z

z



 , Cz ; 0),(  . Проверьте, 

что метрика в С , определяемая полученными формулами для 

),( 21 zz , удовлетворяет аксиомам:  

а) тождества ( ),( 21 zz =0 )(
21

zz  );  

б) симметрии ( ),( 21 zz = ),( 12 zz );  

в) треугольника ( ),( 21 zz  ),( 31 zz + ),( 23 zz )  

и, следовательно, превращает С  в метрическое простран-

ство. 
 9. Что происходит со стереографической проекцией точки 

z , когда z  неограниченно возрастает? Как изменяется положе-

ние точки z  относительно начала координат, когда её стерео-
графическая проекция приближается к «северному полюсу» сфе-

ры S? 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Введение в комплексный анализ 

 

 

 
 

62 

 10. Убедитесь, что любой прямой или окружности на 
плоскости С при стереографическом проецировании на сфере Ри-

мана соответствует окружность. 
 

 Задание 2.  
1. Докажите, что множество F замкнуто, если его дополне-

ние до С является открытым, и обратно. Докажите также, что 

объединение 
n

k
kF

1

 любого конечного числа и пересечение 


F  

любого (конечного или бесконечного) множества замкнутых мно-
жеств  замкнуто. 

2. Приведите пример пары множеств K и M,  MK Ø, 

для которых расстояние 0)M,K( d . 

3. Найдите образ области 

}4/arg4/,2:{  zzzD  при отображении функцией 

2zw  . 

 4. Найдите образы прямых const cv  при отображении 

zw /1 . Убедитесь, что углы, под которыми пересекаются обра-

зы двух взаимно перпендикулярных прямых  constu  и 

constv , – прямые. 

5. Докажите, что если 0lim zzn
n




, то 0lim zzn
n




. Суще-

ствуют ли такие точки C0z , для которых верны следующие 

утверждения:  

1) 


0lim zzn
n

0argarglim zzn
n




;  

2) 00 limlim zzzz n
n

n
n




? 

6. Докажите, что если 0lim 


n
n

 ( ,...2,1,0  nn ) и 

0lim 


n
n

 ( ,...2,1,  nn R ), то 0

0)(lim





ii

n
n

ee n . 

 7.  Сформулируйте «на языке последовательностей» (по 

Гейне) и «на языке  » (по Коши) понятие бесконечного пре-

дела ФКП в бесконечности:  


)(lim zf
z

. 

 8.  Докажите, что если 0)]()([lim
0




zgzf
zz

и 
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0)(lim
0




zg
zz

, то 


)(lim
0

zf
zz

. 

 9.  Рассмотрите два пути ,tz   11  t , и 

,cosz 0 . Являются ли эти пути: а) жордановыми; б) 

эквивалентными друг другу? 

 10. Докажите, что функция 
zew   однолистна в любой 

полосе }2Im:{  azazDa
,  Ra ,  отображает  

aD    

на  всю  плоскость  
wC  с  разрезом по  

отрицательной части действительной оси. Найдите образы 

прямых }constIm:{ zz  и отрезков прямых }constRe:{ zz , 

лежащих в 
aD , при отображении 

zew  . 

 11. Докажите, что при гомеоморфном (взаимно однознач-

ном и взаимно непрерывном) отображении образом открытого 
множества является открытое множество. 

12. Докажите, что при непрерывном отображении образом 

компактного множества является компактное множество, образом 
связного множества – связное множество. 

 
Задание 3. 

1.  Найдите все значения степенно-показательной функции 
zz  при iz  . 

2. Докажите, что для C , C , Cz , 0z , 

выполняется: 

                                   
  ii ee )( ;  

  zzz ,  

zz Ln)(Ln 
. 

3. Убедитесь, что уравнение 2sin z  имеет на С бесконеч-

ное множество решений, и найдите все эти решения. 

4. Выразите действительные и мнимые части функций 

zsin , zcos , zsh , zch  комплексного переменного z  через три-

гонометрические и гиперболические функции действительных 

переменных zx Re , zy Im . 

5. Докажите, что функция 2/)/1( zzw   (функция Жу-

ковского): а) однолистна в областях }1:{ zz , }1:{ zz , но не 

является однолистной на множествах }1:{ zz , }1:{ zz ; б) 
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однолистна в области D тогда и только тогда, если D  не содер-

жит никакой пары точек 
1

z , 
2

z , для которых 1
21
 zz . Найдите 

образ окружности }:{ rzz  , 10  r , при отображении функ-

цией Жуковского. Убедитесь, что каждая из областей }1:{ zz , 

}1:{ zz  отображается функцией Жуковского на область 

}0Im1,Re1:{\С  www . 

6. Установите области однолистности функций zsin , zcos , 

zsh , zch . (Указание: воспользуйтесь результатом предыдущего 

упражнения.) 

7.  Докажите формулы: 

1) );cos(ch izz  );sin(sh 2) iziz  );(tg th3) iziz   

4 );(ctgcth ) iziz   

;shchchsh)sh( 5) 212121 zzzzzz 

;shshchсh)сh( 6) 212121 zzzzzz   

21

21
21

thth1

thth
)(th)7

zz

zz
zz




 ; 8) 1shch 22  zz  для 

Cz . 

8. Используя формулы (2.8), (2.9), докажите формулы: 

1) )1Ln(cosArc 2  zziz ;  

2) )1Ln(sinArc 2ziziz  ; 

3) 
iz

iz

i
z






1

1
Ln

2

1
Arctg ;            

4) 
1

1
Ln

2

1
Arcctg






iz

iz

i
z . 

 9. Докажите тождества: 

1) 
2π , cos( 2π) cos , sin( 2π) sin ;z i ze e z z z z       

2) 
π π

tg ctg , ctg tg ;
2 2

z z z z
   

        
   

 

3) 

     ch 2π ch , ch π ch , ch ch ;z i z z i z z z        
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4) 

     s h 2π sh , s h π sh , s h s h ;z i z z i z z z         

5) Ln Ln 2π ,nz n z k k  Ζ ; 

6)  ch s h ch s h ;
n

z z nz nz    

7)    tg th , c tg c th ;iz i z iz i z    

8) Arcsin Arcsh( ), Arccos Arcch ;z i iz z i z     

9)  
1 1

Arcth Arcctg , Arcth Ln ;
2 1

z
z i iz z

z


  


 

 10) 
22 2 2sin cos 1, ch sh 1.z z z z     

 
 Задание 4.  

1) Докажите, что моногенная в точке 
0z  функция непре-

рывна в точке 
0z . 

2) Найдите все точки z, в которых моногенны функции: 

zRe , 
2

z , 
nz ( n N), z/1 . Там, где это возможно, определите 

производные указанных функций. 

3) Докажите, что функция zln  моногенна в каждой точке 
z  плоскости С с разрезом по отрицательной части действитель-

ной оси. 

4) С помощью теоремы Коши – Римана исследуйте на моно-

генность функции: zRe , 
2

z , 
nz ( n N), z/1 . Там, где возмож-

но, определите производные указанных функций. 

5) Применяя правило дифференцирования обратной функ-

ции и формулу (3.13), докажите, что функция zln  моногенна в 

области 


L\С , }0Im,0Re:{  zzzL , и zz /1)(ln  . 

6) Используя формулу (3.13), определения тригонометриче-
ских, гиперболических, общих показательной и степенной ФКП и 

подходящие правила дифференцирования, выведите формулы: 

           

,sin/1)ctg(,cos/1)tg(,sin)(cos,cos)(sin 22 zzzzzzzz 
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zzzzzzzz 22 sh/1)cth(,ch/1)th(,sh)ch(,ch)sh(  , 

           aaa zz Ln)(   ( 0a ), 
1)(   zz .        

  7) Исследуйте на моногенность функции zsinArc , 

zcosArc , ztgArc , zctgArc , zshArc , zchArc , zthArc , 

zcthArc  и выведите формулы для производных указанных 

функций. 

 8) Проверьте гармоничность заданной функции ),( yxu , 

найдите моногенную функцию ivuzf )(  и укажите область 

её моногенности: 1) )/(),( 22 yxxyxu  ;  

2) )/arctg(),( xyyxu  . 

9) Докажите, что функции zzz arg,,  не голоморфны ни в 

одной точке z С. 
10) Докажите, что дробно-линейная функции 

dcz

baz
zw




)( , dcba ,,,  – произвольные комплексные посто-

янные, 0 cbda , однолистна в }{\ d/cC (при 0c ).  

11) Докажите, что если функция f  голоморфна в области 

D и 0)(  zf  всюду в D, то const)( zf . 

12) Докажите, что если f  голоморфна в области D и хотя 

бы одна из функций )(Re zf , )(Im zf , )(zf , Arg )(zf  посто-

янна в D, то const)( zf . (Указание: в случаях const)( zf , 

Arg const)( zf  рассмотрите функцию Ln )(zf ). 
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