
Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математика 

 
 

1 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

  
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

ДОНСКОЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 
 

УПРАВЛЕНИЕ ДИСТАНЦИОННОГО ОБУЧЕНИЯ И ПОВЫШЕНИЯ КВАЛИФИКАЦИИ 

 
Кафедра «Математика» 

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

и варианты заданий для выполнения                  
контрольной работы №1,2,3,4  

по дисциплине «Математика» 
для студентов заочной формы обучения               

технических направлений                                
(нормативный и сокращенный срок обучения) 

 
Составители : 

Волокитин Г.И., Ступникова Н.П.  

 

 

 

Ростов-на-Дону, 2013 

 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математика 

 
 

2 

 
 

 
Аннотация 
 

Методическая разработка предназначена для студентов заочной 

формы обучения  технических специальностей. Содержит программу  

курса математики по темам: «Линейная алгебра», «Векторная алгебра и 

аналитическая геометрия» , «Введение в анализ», «Дифференциальное 

исчисление». Указана рекомендуемая литература, варианты контрольной 

работы № 1,2,3,4  а также даны образцы решения задач. В контрольной 

работе представлены задачи, содержащие десять вариантов. Вариант за-

дания студент определяет по последней цифре номера зачетной книжки. 

Цифра 0 соответствует варианту 10. 

 
Составители: 
к. ф-м. н., доцент Волокитин Г.И., 
Ступникова Н.П. 
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ПЕРВЫЙ СЕМЕСТР 

 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №1 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

 

 Матрицы, виды матриц и действия с матрицами. Числовые характеристики мат-
риц. Определители второго и третьего порядков: определения, свойства и способы 
вычисления. Элементарные преобразования матриц. Обратная матрица: определение, 
критерий существования и способы  вычисления обратной матрицы. Базисный минор 
и ранг матрицы. Системы линейны алгебраических уравнений, их виды. Теорема Кро-
некера-Капелли. Решение определенных систем третьего порядка методом Крамера, 
матричным методом и методом Гаусса. Общее решение однородных и неоднородных 
неопределенных систем. Понятие линейного пространства. Линейный оператор, мат-
рица линейного оператора. 
 

ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

 Понятие геометрического вектора. Проекция вектора на ось. Линейные опера-
ции над векторами. Линейная независимость векторов, базис на плоскости и в про-
странстве. Координаты вектора, их геометрический смысл. Действия с векторами в 
координатах. Условие коллинеарности векторов. Скалярное произведение двух векто-
ров: определение, свойства, вычисление в координатах и приложения. Векторное 
произведение двух векторов: определение, свойства, вычисление в координатах и 
приложения. Смешанное произведение трех векторов, теорема о геометрическом 
смысле, вычисление в координатах и свойства. Условие компланарности трех векто-
ров. 
 Прямая на плоскости. Угловой коэффициент прямой. Различные виды уравне-
ний прямой (каноническое уравнение, общее, «в отрезках», нормальное). Угол между 
прямыми. Расстояние от точки до прямой. 
 Плоскость: нормальный вектор, общее уравнение плоскости. Различные виды 
уравнений плоскости («в отрезках»,  нормальное уравнение). Угол между плоскостя-
ми, расстояние от точки до плоскости. 
 Прямая в пространстве: канонические, параметрические уравнения. Прямая как 
пересечение двух плоскостей. Угол между прямыми и угол между прямой и плоско-
стью. 

Системы координат на плоскости: прямоугольная и полярная. Системы коорди-

нат в пространстве: прямоугольная, цилиндрическая и сферическая. Кривые второго 

порядка: определения и канонические уравнения эллипса, окружности, гиперболы и 

параболы. Поверхности второго порядка: Эллипсоиды, сфера, однополостный и дву-

полостный гиперболоиды, эллиптический и гиперболический параболоиды. Конус 

второго порядка. Цилиндры второго порядка. 

 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Беклемишев Д.В. Курс аналитической геометрии и линейной алгебры.  - М.: Наука, 
1984. 
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2. Данко П.В., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в упражнениях и 
задачах. – М.: Высшая школа, 1986. 

3. Волокитин Г.И., Ларченко В.В., Азаров Д.А., Редько Ю.С. Начала линейной алгеб-
ры. Учебное пособие. – Ростов-на-Дону: Издательский центр ДГТУ, 2012. 

4. Я.С. Бугров, С.М. Никольский. Элементы линейной алгебры и аналитическая гео-
метрия. Москва «Наука». Главная редакция физико-математической литературы, 
1980. 

5. В.А. Ильин, Э.Г. Позняк. Аналитическая геометрия. Издание четвертое, дополнен-
ное. Москва «Наука» Главная редакция физико-математической литературы, 1973. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ № 1 

 

Задача 1. Даны матрицы A  и B . E  - единичная матрица. Найти: 

а) матрицу  2A E B  ;   

б) обратную матрицу 
1A
 и проверить, что 

1A A E   : 
 

1.  

1 3 1 4

4 1 5 , 13

0 2 4 16

A B

   
   

    
   
   
    ;   

2.  

1 1 1 3

1 1 1 , 1

1 1 1 1

A B

   
   

   
   
        ; 

3. 

2 2 1 5

2 1 2 , 3

1 0 1 2

A B

   
   

   
   
        ;           

4.  

1 2 3 0

2 3 1 , 4

3 5 5 3

A B

   
   

  
   
       ; 

5.  

2 1 1 5

1 1 2 , 5

1 2 3 8

A B

   
   

 
   
   
    ;                

6.   

2 3 1 0

1 1 2 , 2

3 4 4 3

A B

   
   

  
   
       ; 

7.  

2 1 1 2

1 1 2 , 0

3 0 2 1

A B

    
   

  
   
       ;          

8.  

2 3 1 6

1 1 5 , 7

3 4 2 9

A B

   
   

  
   
       ; 
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9.  

3 1 1 3

2 2 1 , 1

1 1 4 6

A B

   
   

  
   
   
   ;            

10.

2 2 1 1

3 1 2 , 0

1 1 2 0

A B

    
   

  
   
       . 

 
Задача 2. Тремя методами (Крамера, матричным методом и методом Гаусса) решить 

систему линейных алгебраических уравнений: A X B  ,  где матрицы A  и B  заданы в 

условии задачи 1, а X  - матрица-столбец неизвестных 
1

2

3

x

X x

x

 
 


 
 
 

. 

Задача 3. Даны точки  

       1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4; ; , ; ; , ; ; , ; ;A x y z B x y z C x y z D x y z
.  Найти: 

а) Координаты, модуль  и направляющие косинусы вектора AB ;  

б) Проекцию вектора AB  на вектор CD ; 

в) Скалярное произведение векторов AB  и BС , а также угол между ними; 

г) Векторное произведение векторов AB  и AC , а также площадь треугольника     
ABC ; 

д) Смешанное произведение векторов , ,AB AC AD ,  а также объем пирамиды 

ABCD. 
 

1.  
       2;3;1;1;2;1;2;3;2;1;3;1 DCBA 

; 

2.  
       3;1;4;1;2;3;4;5;5;1;1;2 DCBA 

; 

3.  
       3;1;1;4;4;1;4;2;3;1;0;1 DCBA 

; 

4.  
       1;0;9;1;2;3;4;5;5;1;1;2 DCBA 

; 

5.  
       8;4;5;7;3;6;2;1;4;1;3;2  DCBA

; 

6.  
       8;3;2;6;0;0;0;3;0;0;0;2 DCBA

; 

7.  
       1;1;1;2;2;1;1;1;2;1;3;1 DCBA 

; 

8.  
       2;2;2;4;3;3;1;2;1;4;1;5 DCBA 

; 

9.  
       3;1;2;4;2;1;3;1;3;3;1;2  DCBA

; 

10. 
       6;2;5;4;0;3;4;6;9;3;2;1 DCBA

. 
 

Задача 4. На плоскости даны вершины треугольника ABC . Найти: 

а) Канонические уравнения сторон AB  и AC ; 
б) Уравнение высоты, опущенной из вершины B; 

в) Внутренний угол  A ; 
г) Уравнение медианы, проведенной из вершины B; 

д) Расстояние от точки В до стороны AC .  
Сделать чертеж: 
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1.   
     1; 3 , 2; 3 , 1; 2A B C 

; 

2.    
     2; 1 , 5; 5 , 3; 2A B C

;   

3.     
     1; 0 , 3; 2 , 1; 4A B C 

; 

4.     
     2; 1 , 5; 3 , 3; 2A B C 

; 

5.      
     2; 3 , 4;1 , 6; 3A B C

; 

6.      
     2; 0 , 0; 3 , 0; 0A B C

; 

7.      
     1; 3 , 2;1 , 1; 2A B C 

;  

8.       
     5;1 , 1; 2 , 3; 3A B C

;  

9.        
(2;1), (3; 1), (1; 2)A B C 

;  

10.      
(1;2), (9;6), (3;0)A B C

. 
 

Задача 5. Точки A , B , C , D , координаты  которых заданы в условии задачи 3, яв-
ляются вершинами пирамиды. Найти: 

а). Уравнения ребра AB ; 

б). Угол между ребрами AB  и AC ; 

в). Уравнение грани ABC ; 

г). Угол между ребром AD  и гранью ABC ; 

д). Уравнение высоты пирамиды, опущенной из вершины  D , а также проекцию этой 

вершины на плоскость ABC . 
 
 

ОБРАЗЦЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1 

 

 Пример 1.  Даны матрицы A   и B . E  - единичная матрица. Найти: 

а) матрицу  2A E B  ;   б) обратную матрицу 
1A
 и проверить, что 

1A A E   : 

 

 

1 2 3 2

2 3 1 , 0

3 5 2 0

A B

   
   

 
   
   
    . 

 
 Решение. а) Раскроем скобки, получим 

 2 2 2A E B A B E B A B B        
. 

Применяя правило умножения матрицы на матрицу, имеем 
 

1 2 3 2 1 2 2 0 3 0 2

2 3 1 0 2 2 3 0 1 0 4

3 5 2 0 3 2 5 0 2 0 6

A B

           
       

         
       
                   . 

Следовательно, 
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 

2 2 2 4 2

2 4 2 0 4 0 4

6 0 6 0 6

A E B

         
         

      
         
         
          . 

б) Обратную матрицу 
1A
 найдем, используя присоединенную матрицу A

. Элементы 
присоединенной матрицы - это алгебраические дополнения соответствующих элемен-

тов матрицы A , расположенные по столбцам: 
 

11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A

A A A A

A A A



 
 


 
 
  . 

Обратная матрица определяется формулой: 

1 1

det
A A

A

 
. 

Вычислим определитель матрицы, проверим, что матрица невырожденная, следова-
тельно, имеет обратную матрицу. Определитель найдем, раскрывая по элементам 
первой строки: 

   

1 2 3
3 1 2 1 2 3

det 2 3 1 1 2 3 1 2 4 3 3 10 9 2 0
5 2 3 2 3 5

3 5 2

A                

 
Находим алгебраические дополнения элементов исходной матрицы A : 

 
1 1

11

3 1
1 3 2 5 1 1;

5 2
A


      

       
   

1 2

12

2 1
1 4 3 1;

3 2
A


      

 

 
1 3

13

2 3
1 10 9 1;

3 5
A


    

 

21

2 3
11;

5 2
A   

  
22

1 3
7;

3 2
A   

                  
23

1 2
1;

3 5
A   

 
31

2 3
7;

3 1
A   

                        

32

1 3
5;

2 1
A   

                      
33

1 2
1

2 3
A   

 
 
 
 
 
 
Итак, присоединенная матрица имеет вид: 

1 11 7

1 7 5

1 1 1

A

 
 

  
 
   . 

Таким образом, обратная матрица равна 

1

1 11 7 1 2 11 2 7 2
1

1 7 5 1 2 7 2 5 2
2

1 1 1 1 2 1 2 1 2

A

    
   

     
   
        . 

Проверим, что обратная матрица найдена  правильно,  должно выполняться  условие 
1A A E   .  Вычислим элементы произведения матриц: 
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11

1 11 7 23 21
1 2 3 1

2 2 2 2
e

 
         

    -   верно, 

21

1 7 5 1 14 15
1 2 3 0

2 2 2 2
e

   
          

       -  верно, 

31

1 1 1
1 2 3 0

2 2 2
e

 
        

        -   верно. 
 

Пример 2.  Тремя методами (Крамера, матричным методом и методом Гаусса) 

решить систему линейных алгебраических уравнений: A X B  ,  где матрицы A  и B  

заданы в условии задачи 1, а X  - матрица-столбец неизвестных 
1

2

3

x

X x

x

 
 


 
 
 

. 

Решение. Учитывая правило перемножения матриц, запишем подробный вид 
системы: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2

2 3 0

3 5 2 0

x x x

x x x

x x x

  


  
    . 
 

Получим решение по формулам Крамера: 

1 2 3
1 2 3, ,x x x

  
  
   . Здесь 

det 2A    - определитель матрицы системы, он найден в задаче 1 при нахождении 

обратной матрицы. 1 2 3, ,  
 - определители, полученные из определителя мат-

рицы системы заменой соответственно первого, второго, третьего столбца матрицы 
столбцом правых частей: 

1 2 3

2 2 3 1 2 3 1 2 2

0 3 1 2, 2 0 1 2, 2 3 0 2

0 5 2 3 0 2 3 5 0

         

 
Таким образом, получаем, 

1 2 3

2 2 2
1, 1, 1

2 2 2
x x x


      

. 
 Получим решение матричным методом. В этом случае решение определяется 
формулой: 

1X A B  . 
Обратная матрица была найдена при решении задачи 1. Поэтому сразу запишем 

1

2

3

1 2 11 2 7 2 2 1 2 2 11 2 0 7 2 0 1

1 2 7 2 5 2 0 1 2 2 7 2 0 5 2 0 1

1 2 1 2 1 2 0 1 2 2 1 2 0 1 2 0 1

x

x

x

              
         

            
         

                        
Сравнивая соответствующие элементы матриц слева и справа, снова находим 

1 2 31, 1, 1x x x   
. 

 Получим решение методом Гаусса. При помощи элементарных преобразований 

строк расширенной матрицы 
 A B

 последовательно исключаем неизвестные в урав-

нениях системы. На месте клетки A  получим единичную матрицу E , при этом на ме-

сте клетки B  появится вектор решения. 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математика 

 
 

10 

   

1 2 31 2 3 2 1 2 3 2 2
2 2 1

2 3 1 0 0 1 5 4 2 1 0 1 5 4
3 3 1

3 5 2 0 0 1 7 6 0 1 7 6

c c
A B c

c c

    
      

                       

 

1 0 7 6 1 0 7 6 1 0 0 1
1 2 2 2 5 3

0 1 5 4 3 : 2 0 1 5 4 0 1 0 1
3 2 1 7 3

0 0 2 2 1 0 0 1 10 0 1

c c c c
c

c c c c

        
       

                   

 E X
. Итак, 

1

2

3

1

1

1

x

x

x

   
   

 
   

  
   . 

 
 
  Пример 3. Даны точки  

       1; 0; 1 , 2; 2; 3 , 3;1;1 , 4; 3; 5A B C D  
.  Найти: 

а) Координаты, модуль  и направляющие косинусы вектора AB ;  

б) Проекцию вектора AB  на вектор CD ; 

в) Скалярное произведение векторов AB  и BС , а также угол между ними; 

г) Векторное произведение векторов AB  и AC , а также площадь треугольника     
ABC ; 

д) Смешанное произведение векторов 
, ,AB AC AD

,  а также объем пирамиды 
ABCD. 
 

Решение. а) Вектор AB  найдем по формуле  ; ;B A B A B AAB x x y y z z    : 

    2 1;2 0; 3 1 1;2; 2AB         . 

 
 

 Модуль вектора    1 2 3, ,a a aa  определяется соотношением 
2 2 2

1 2 3a a a  a . По-

лучаем  отсюда  
22 21 2 2 3AB      . Направляющие косинусы – это координа-

ты орта вектора AB . Т.е. вектора 
 0 1;2; 2 1 2 2

; ;
3 3 3 3

AB
AB

AB

  
    

 
. Направляю-

щие косинусы равны: 
1 2 2

cos , cos , cos
3 3 3

      . 

б)  Проекцию вектора вычислим с помощью скалярного произведения: 

CD

AB CD
пр AB

CD




. 
 

Найдем вектор  1; 4;4CD   . Учитывая формулу вычисления скалярного произведе-

ния векторов в координатах 

1 1 2 2 3 3a b a b a b   a b
, 

найдем проекцию 
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   

 
22 2

1 1 2 4 2 4 15

331 4 4
CD

пр AB
       

 
  

. 

 в) Найдем вектор BC  и вычислим скалярное произведение векторов AB  и 

BC .   1; 1;4BC   .    
       1;2; 2 1; 1;4 1 1 2 1 2 4 9AB BC              

. 

Косинус угла   между векторами AB  и BC  определяется  равенством 

 
22 2

9 1
cos

23 1 1 4

AB BC

AB BC


 
   

  
. 

Отсюда заключаем, что угол 
3

4
  . 

 Найдем вектор AC   и вычислим векторное произведение векторов с помощью 
формулы 

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

 

i j k

a b

. 

 2;1;2AC 
.  

   1 2 2 6 6 3 6;6; 3

2 1 2

AB AC        

i j k

i j k

. Учитывая, что модуль 
векторного произведения – площадь параллелограмма, для площади треугольника 
имеем соотношение 

   
22 21 1 1 9

6;6; 3 6 6 3
2 2 2 2

ABCS AB AC         
 

 д) Найдем вектор AD  и вычислим смешанное произведение по формуле 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,

a a a

b b b

c c c

a b c

. 

Имеем  3; 3;6AD   .  
1 2 2

, , 2 1 2 18

3 3 6

AB AC AD



 



.  

Учитывая, что модуль смешанного произведения численно равен объему параллеле-
пипеда, построенного па векторах-сомножителях, а объем пирамиды составляет ше-
стую часть объема параллелепипеда, получаем  

18
3

6
пирV  

. 
 

 Пример 4. На плоскости даны вершины треугольника ABC . Найти: 

а) Канонические уравнения сторон AB  и AC ; 
б) Уравнение высоты, опущенной из вершины B; 

в) Внутренний угол  A ; 
г) Уравнение медианы, проведенной из вершины B; 
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д) Расстояние от точки В до стороны AC . Сделать чертеж: 

     1;0 , 2;2 , 3;1A B C
. 

 Решение. а) Уравнения сторон найдем, используя уравнение прямой, прохо-

дящей через две заданные точки:  

1 1

2 1 2 1

y y x x

y y x x

 


 
. 

0 1
: , 2 2.

2 0 2 1

y x
AB y x

 
  

        

0 1 1 1
: , .

1 0 3 1 2 2

y x
AC y x

 
  

    

Угловой коэффициент прямой AC   равен 
1

2
ACk  . 

 б) Угловой коэффициент высоты  BH  связан с угловым коэффициентом сторо-

ны AC  соотношением 
1AC BHk k  

. Отсюда находим, 
2BHk  

. Уравнение высоты 
составим, используя уравнение прямой, имеющей заданный наклон и проходящей че-

рез заданную точку:  0 0y y k x x   . 

 : 2 2 2 , 2 6BH y x y x      
. 

 в) Для нахождения внутреннего угла A   используем формулу 

1

AB AC

AB AC

k k
tg A

k k


 

 
. 

Получаем, 
2 1 2 3

1 2 1 2 4
tg A


  

 
.  

3

4
A arctg  . 

 г) Чтобы составить уравнение медианы, найдем координаты точки M  - середи-

ны стороны AC : 

1 3 0 1 1
2,

2 2 2 2 2

A C A C
M M

x x y y
x y

   
     

. 

2 2
: , 2
1 2 2 2 2

y x
BM x

 
 

 
 (каноническое уравнение вертикальной прямой). 

 д) Расстояние от вершины B  до стороны AC  найдем по формуле: 

0 0

2 2

Ax By C
d

A B

 



, где 

0Ax By C  
 - общее уравнение прямой, 

 0 0;x y
 -  

точка, от которой определяется расстояние. Общее уравнение стороны AC   имеет 

вид: 2 1 0x y   . Поэтому 
 

22

2 2 2 1 3

51 2
d

  
 

 
. 

 Строим треугольник в координатных осях: 
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Пример 5.  Точки (1;2;3), (3;0;2), (6;3; 1), (4;1;5)A B C D  являются вер-

шинами пирамиды. Найти: 

а) Уравнения ребра AB ; 

б) Угол между ребрами AB  и AC ; 

в) Уравнение грани ABC ; 

г) Угол между ребром AD  и гранью ABC ; 

д) Уравнение высоты пирамиды, опущенной из вершины  D , а также проекцию этой 

вершины на плоскость ABC . 
 Решение.  а) Канонические уравнения прямой в пространстве, проходящей 
через две заданные точки, определяются соотношениями 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z

x x y y z z

  
 

   . 

Следовательно, уравнения ребра AB  имеют вид 
1 2 3

3 1 0 2 2 3

x y z  
 

   ,     или       

1 2 3

2 2 1

x y z  
 

  . 

 б) Угол между ребрами -  это угол   между векторами AB  и AC . 

Эти векторы соответственно равны  2; 2; 1AB     и  5;1; 4AC   . Поэтому 

     

     
2 2 22 2 2

2 5 2 1 1 4 4
cos

422 2 1 5 1 4

AB AC

AB AC


       
  

      
 

 в) Составим уравнение грани ABC , используя условие компланарности векто-

ров AB , AC  и текущего вектора   1; 2; 3AM x y z    : 

 
1 2 3

, , 2 2 1 0

5 1 4

x y z

AM AB AC

  

   


 

Раскрывая определитель, получим 
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     
2 1 2 1 2 2

1 2 3 0
1 4 5 4 5 1

x y z
   

     
 

,         или 
3 4 17 0x y z   

. 
 г) Угол   между прямой с направляющим вектором a  и плоскостью с нормаль-

ным вектором N  определяется формулой 

sin



a N

a N
. 

Направляющий вектор ребра равен  3; 1;2AD  a ,  координаты нормального 

вектора плоскости – это коэффициенты в общем уравнении плоскости, т.е. 

 3;1;4N . Отсюда получаем 

 

 
22 2 2 2 2

3 3 1 1 2 4 8
sin

913 1 2 3 1 4


     
 

    
,        

8
arcsin

91
 

. 

 д) Направляющим вектором высоты пирамиды, опущенной из вершины D , яв-

ляется нормальный вектор плоскости 
 3;1;4N

. Поэтому канонические уравнения 
высоты следующие  

4 1 5

3 1 4

x y z  
 

. 

Проекцию P  вершины D  на плоскость основания найдем как пересечение прямой 

DP  и плоскости ABC . Для этого от канонических уравнений высоты перейдем к па-
раметрическим уравнениям: 

4 1 5
, 3 4, 1, 4 5

3 1 4

x y z
t x t y t z t

  
        

 

Подставляя последние соотношения в уравнение плоскости ABC , получаем уравне-

ние для определения значения параметра t , соответствующего точке P : 

   
8

3 3 4 1 4 4 5 17 0,
13

t t t t       
. 

Подставляя полученное значение t  в параметрические уравнения высоты, находим 

координаты точки P : 

8 28 8 5 8 33
3 4 , 1 , 4 5

13 13 13 13 13 13
x y z

   
              

     
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №2 

 

Введение в анализ 

 Функция одной переменной. Предел последовательности и функции. Бесконеч-
но малые и бесконечно большие величины. Сравнение бесконечно малых. Теоремы о 
первом и втором специальных пределах. Число e , экспонента, натуральный лога-
рифм. Непрерывность функции. Точки разрыва, их классификация.  Свойства непре-
рывных на отрезке функций. 
 

Дифференциальное исчисление 

 Задачи, приводящие к понятию производной (о касательной к кривой и о ско-
рости). Определение производной, ее геометрический и механический смысл.. Прави-
ла дифференцирования. Таблица производных основных элементарных функций. По-
вторное дифференцирование. Вычисление производных функций, заданных неявно и 
параметрически. Дифференциал функции: определение, свойства, геометрический 
смысл, инвариантность. Применение дифференциалов в приближенных вычислениях. 
Теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа и Коши. Правило Лопиталя раскрытия неопреде-
ленностей. Приложение дифференциального исчисления к исследованию функций: 
монотонность, экстремумы, направление выпуклости кривых  и  точки перегиба. 
Асимптоты. Общая схема исследования функции. Формула Тэйлора для многочлена и 
для функции с остаточным членом в форме Лагранжа, формулы для основных эле-
ментарных функций. 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ № 2 

 

 Задача 1. Найти области определения функций: 
 

1.  а)  
2

5 4

2

x
y

x x




 
; б)    1 lg 2y x x    . 

2.  а)  4
2

3 4

9

x
y

x





;  б)  21 arcsin 2 1y x x    . 

3.  а)  
65

3
2 




xx

x
y ; б)  )9(lg 2  xy . 

4.  а)  
23

12
2 




xx

x
y ; б)   xxy  521 . 

5.  а)  
4

1
2 




x

x
y ;  б)   

12 


xx

xtg
y . 

6.  а)  
16

2
2

2




x

x
y ;  б)   

x

x
y




1

2
arcsin . 

7.  а)  lg( 3)y x x   ;         б)   
3

21
arccos

x
y


 . 

8.  а)  
8

13
3 




x

x
y ;                  б)   232  xxy . 

9.  а)  

1

2 2
2

1
xy x e

x
          б) )3lg()3(lg  xxy . 

10. а)  
2

)1(
2

2






x

x
y ;                б)   

2 1
1

lg
y x

x
   . 

 

Задача 2. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1.а)  
149

21112
lim

2

2

7 



 xx

xx

x
;  б)  

2

321
lim

4 



 x

x

x
; 

в)  
4

22

0

sin
lim

x

xtgx

x




;  г)  

23

2

2

5

2
lim

x

x x

x



















. 

2.а)  
53

432
lim

2

2





 x

xx

x
;  б)  

2

210
lim

3

2 



 x

x

x
; 

в)  
x

xx

x cos1

sin2
lim

0 
 ; г)  xxx

x
ln)2(lnlim 


. 

3.а)  
86

45
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
;      б)

2 2lim( 3 4 )
x

x x x x


    ; 
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в)  
xx

x

x sin

6cos1
lim

0




 ;        г)  

x

x x

x
2

2

5
lim 














. 

4.а)  
12

1
lim

2

2

1 



 xx

x

x
;         б)

x

xx

x

3459
lim

2

0




; 

в)  
)2cos1(

sin
lim

0 xx

xxtg

x 




;         г)  )31(lnlim

x
x

x



. 

5.а)  
1

12
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
;         б)


















 2343
lim

2

2

3

x

x

x

x

x

; 

в)  
2

3

0 12

cos1
lim

x

x

x




 ;  г)  

23

2

2

4

4
lim

x

x x

x



















. 

6.а)  
1

1
lim

21 



 x

x

x
;   б)  

31 1

1
lim

x

x

x 




; 

в)  
x

xx

x

sin22sin
lim

0




;  г) )31(lnlim

x
x

x



. 

7.а)  
16

2
lim

24 



 x

x

x
;   б)





















x

x

xx

x 1

3
lim

2

23

; 

в)  
30

sin
lim

x

xxtg

x




;  г) 

x

x x

x
2

34

14
lim 














. 

8.а)  

















 1

21
lim

21 x

xx

x
;         б)   )12ln()12ln(23lim 


xxx

x
; 

в) 
x

xx

x 20 sin

3cos5cos
lim




; г)  

x

x x

x
2

53

23
lim 














. 

9.а)  
9

1213
lim

23 



 x

xx

x
; б) 


















 1

21
lim

21 x

xx

x
; 

в)
xx

xxtg

x sin

sin
lim

0




;         г)  xxx

x
ln)3(ln)12(lim 


. 

10.а)  











 8

12

2

1
lim

32 xxx
; б)  

3

2
lim 1

1x

x
x

x

 
  

 
; 

в)  
xtg

xx

x 2

cos3cos
lim

20




;  г) 

38

2

2
2

52

32
lim



 
















x

x x

x
. 

Задача 3. Найти производную 
dy

dx
: а) исходя из определения производной 

функции ( )y y x ; б) используя правила дифференцирования и формулы таблицы 

производных основных элементарных функций; в) сложной функции ( ( ( )))y y u v x ; 

г) функции, заданной в неявном виде; д) функции, заданной параметрически: 
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1. а) 
22y x x 

;        б) 
5 lg(2 1)

2 sin
arcsin

x
y x x x

x


   ;        в) 

2cos xy e
;   г) 

 
3

2 2x y xy 
;   д) 

3

2 2

1
,

1 1

t t
x y

t t


 

  . 
 

2. а) 
23y x 
;          б) 

2 5
1 tg

sin

x

y x x
x x

    ;       

в) 
 2lg 3 4y x 

;    г)
 arcsiny x y 

;  

д) 
2 21

ln , tx t y e t
t

    . 

3.  а) 
1

1y x
x

   ;    б) 
2 arccos

1
3

x x
y x e

x

   ;        

в)   2 3arctg 6 1y x  ;      г)  2ln x y x y   ;        

д)  
,t tx te y te 

. 

4.  а)  
2 1xy e 

;    б) 
sin3

2 10 ln
x

y x x
x

   ;      

в) 
2

5
1

3 arctg2
2

xy x
 

   
 

;     г)  4 4 2 29x y x y   ;       д) 

2

3 3

3 3
,

1 1

t t
x y

t t
 

 
. 

5.  а)  
3 2y x 

;        б) 
4 4

3 lg
2x x

y x
x x

   ;            

в)  
3 21

cos xy e
x

 
  

 
;     г) 

 arctg -x y xy
;                

д) 
4cos 2cos2 , 4sin 2sin2x t t y t t   

. 

6.  а)  
26 5y x x 
;       б) 

10 sin
3 ln

2 cos

x x x
y x x

x x


  


;       в)  

 2sin 1
2

x
y




;    г)  

1 yy xe 
;          

д)  
3 32sin , 2cosx t y t 

. 

7.  а)  
22y x x 
;     б) 

5 34 tg
1 4 x x

y x x e
x

    ;      

в) 
2 3 1

arcsiny x
x

 
  

 
;     г)  

3 3

2x y xy 
;          

д)  
3 33 1, 3 1x t t y t t     

. 

8. а)
31

2
3

y x  ;    б) 
2 2 ctg

1 3 2 x x
y x x

x
    ;     

в)   
4

5 2arccos 1y x x   ;      г)  
3 3 3 lnx y xy y  

;       д)  

cos , sint tx e t y e t 
. 
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9. а)
siny x

;       б) 
4 ln

12 3 arcctg
x

y x x x
x

    ;             в)  
 1cos 2 xy 

;   г)  

0cossin   xeye yx

;       

д) 
2lnctg , tg ctgx t y t t  

. 
 

10.  а)  
cosy x

;   б) 

23 6
5 3 sin

1

x x x
y x

x


  


;      

в)  
 2ln 1y x 

;      г)   
2 0x x y y   

;       

д)  

2 ln
1 ,

t
x t y

t
  

. 
 

Задача 4.  

1. Найти уравнение  касательной и нормали к кривой 
21 xey   в точках пересе-

чения  с  прямой 1y . 

2. Найти уравнение касательной и нормали к кривой 
2 2 2 8 0x y x       в точке 

с ординатой 3y . 

3. Найти уравнения касательной и нормали к кривой  
2

1
arcsin




x
y   в точке 

пересечения с осью Ox . 

4. Найти уравнения касательной и нормали к кривой: 


















tt
y

t

t
x

2

1

2

3

1

2

3
     в точке (2;2). 

5. Найти уравнения касательной и нормали к кривой 122  xxy  в точке её 

пересечения с параболой 
22xy  . 

6. Составить уравнения касательной и нормали к кривой 
21

1

x
y


  в точке с 

абсциссой  2x . 

7. Найти уравнения касательной и нормали к кривой 163 24  xxy  в точках её 

пересечения с параболой 
23 xy  . 

8. Найти уравнения касательной и нормали  к кривой 








tty

ttx

sin

cos
 

в точке 
4


t . 

9. Найти уравнение касательной и нормали к кривой 
21

2

x

x
y


  в точке  с абс-

циссой  2x . 
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10. Найти уравнение касательной и нормали к кривой 
3 3 2 6 0x y y     в точке с 

ординатой 3y . 

 

Задача 5. Провести полное исследование функции y=f(x) и построить ее график. 
 

План исследования функции. 

 
1) Находим область существования функции. 
2) Проверяем функцию на четность и нечетность и периодичность. 
3) Находим точки пересечения графика функции с осями координат. 
4)  Находим асимптоты графика функции. 
5) Вычисляем первую производную функции. Находим интервалы возрастания, убы-
вания функции и точки экстремума. 
6) Вычисляем вторую производную функции. Находим интервалы выпуклости, вогну-
тости графика функции и точки перегиба. 
7) Если для построения графика функции полученных данных недостаточно, берем 
несколько дополнительных точек из области существования функции. 
 
Строим график функции: 
 

1.               
2

1

1
y

x



. 

2.               
21

x
y

x



. 

3.               
21

x
y

x



. 

4.               

3

23

x
y

x



. 

5.              
 

2

2 1

1

x
y

x





. 

6.              

4

3 1

x
y

x



. 

7.              
 

 

2

3

1

1

x
y

x





. 

8.              

3 2

2

2 7 3

2

x x x
y

x

  
 . 

9.              

2

x

x
y

e
 . 

10.             2 / 2x

x
y

e
  
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ОБРАЗЦЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №2 

 

Пример 1.  Найти область определения функции   4
2

5 2

5 6

x
y

x x




 
. 

 Решение. Область определения функции в данном случае находим из условия 
неотрицательности  подкоренного выражения: 

2

5 2
0

5 6

x

x x




 
. 

Это дробно-рациональное неравенство. Решаем его методом интервалов. Нули числи-
теля и знаменателя: 

2

1 2 3

2
5 2 0 , 5 6 0 2, 3

5
x x x x x x          .

 

                            2/5           2                  3 

Область определения:    2 5, 2 3,x   . 

 

Пример 2.  Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя: 

а)  

2

3

( 3 4)( )
lim

(3 5)x

x x x x

x

  


; б)  

3

31

2 1
lim

1x

x

x

 


; 

в)  
0

4tg arcsin 2
lim

1 cosx

x x

x 
;  г)  

3
2

2

1
lim

1

x

x

x x

x x

  
 

  
. 

Решение. а) Это неопределенность типа 
 

 
 

. «Раскроем» ее: 

  

 

2

3

2

2

3 3

3

в каждом сомножителе выносим за скобки старшую степень
( 3 4)( )

lim
(3 5)

3 4 1
1 1

1 0 0 1 0 1
lim

273 05
3

x

x

x x x x

x

x x
x x x

x
x





  
 



  
             

 
 

 

 

б) Это неопределенность типа 
0

0

 
 
 

. Чтобы ее раскрыть, выражения, не содержащие 

радикалы,  раскладываем на множители. Среди них обязательно появится скобка, 

предельное значение которой 0:  1x  . При этом используются известные формулы 

сокращенного умножения. Выражение с радикалами, предельное значение которого 
0, умножаем и делим на соответствующее выражение, чтобы в результате примене-
ния формулы также появилась такая же скобка. 

+ − + − 
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      
      

      
 
 

2 3 1 33
3

3 2 3 1 3 21 1

3 3 3

2 3 1 3 21 1

2 1 2 2 12 1 0
lim lim

1 0 2 2 1 1 1

1(2 ) 1 1
lim lim

3 1 3 92 1 2 1 1 1 1 1 1

x x

x x

x x xx

x x x x x x

xx

xx

 

 

        
   

         

 
   

      

 

в) В примерах этого типа используется «первый замечательный предел» или его 
следствия. Можно применять цепочку эквивалентных бесконечно малых: 

sin tg arcsin arctgx x x x x . Бесконечно малый сомножитель можем заменить 

более простой эквивалентной величиной. 
2 2

2 20 0 0 02

4tg arcsin 2 0 4 2 4 16
lim lim lim lim 16

1 cos 0
2 sin

2 2

x x x x

x x x x x x

xx xx   

 
     

    
 
 

 

г)  Здесь следует применить «второй замечательный предел» или его следствия. 

 

2 2
2

2

3 3 3
2 2 2 2

2 2 2

2
3

1 1
3 6

2

2 2

1 1 1 1
lim 1 lim 1 1 lim 1

1 1 1

2 2
lim 1 lim 1 lim

1 1

x x x

x x x

x
x

x x x x
x x

x
x x

x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x

x x x x
e



  

 
 

    





  

              
           

          

 
                   

  

61 e 

  

Пример 3. Найти производную 
dy

dx
: а) исходя из определения производной функции 

( )y y x ; б) используя правила дифференцирования и формулы таблицы производ-

ных основных элементарных функций; в) сложной функции ( ( ( )))y y u v x ; г) функ-

ции, заданной в неявном виде; д) функции, заданной параметрически: 

а)  
3 1

y x
x

  ;    б)  
41 sin5

3ctg 10
2

x x
y x x

x
    ;     

в)    9lg arcsiny x x  ;    г)   2arctg x y xy  ;      

д)     sin , 1 cosx a t t y a t    . 

 
 
 
Решение. 

 а)    3 31 1
, ( )y x x y x x x x

x x x
       

 
. Отсюда следует 
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     

  

 

3 3

2 2

2 2

1 1
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

y y x x y x x x x
x x x

x x x
x x x x x x x x x

x x x

x
x x x x x x x

x x x

           
 

  
           

 


        

 

 

Используя определение производной, получаем 

   2 2 2

20 0

1 1
lim lim ( ) ( ) 3

( )x x

y x
y x x x x x x x x x

x x x x x x   

  
             

    
 

б) Применяя правила дифференцирования, получим 

   

   
   

 

4 4

4 4

22

3 4

2

1 sin5 1 sin5
3ctg 10 3 ctg 10

2 2

sin5 sin51
0 3 10 10

sin

sin5
5cos5

3 24 10 10 ln10
sin

x x

x x

x x

x x
y x x x x

x x

x x x x
x x

x x

x
x x

xx x
x x

                   
    

    
       

 



    

 

в)  Применим формулу дифференцирования сложной функции: 

     u v xy u v x y u v


     . 

       

 
 

 

 
 

9 8

8

8

2

lg arcsin 9lg arcsin lg arcsin

1
9lg arcsin arcsin

arcsin ln10

1 1
9lg arcsin 1

arcsin ln10 1

xy x x x x x x

x x x x
x x

x x
x x x

        

    


 
    

  

 

г)  Если в уравнение, задающее неявную функцию, подставить решение  y y x ,  то 

уравнение превращается в тождество. Тождество можно дифференцировать – равен-

ство не нарушится. Дифференцируем обе части соотношения  2arctg x y xy  , учи-

тывая, что y  - функция x : 

    2arctg x y xy
   ,         2arctg arctgx y x y x y xy      , 

 
 

 2

1
2arctg 1

1
x y y y xy

x y
    

 
,     

 

 

 

 
2 2

2arctg 2arctg

1 1

x y x y
y y xy

x y x y

 
   

   
, 

 

 

 

 
2 2

2arctg 2arctg

1 1

x y x y
y x y

x y x y

  
    
     

, 
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Получили уравнение относительно неизвестной y . Решая его, находим 

 

 
 

 

2

2

2arctg

1

2arctg

1

x y
y

x y
y

x y
x

x y




 
  




 

. 

д)  Производную функции, заданной параметрически, определим по формуле 

t
x

t

y
y

x


 


. 

Получаем:              
 

  2

2sin cos1 cos sin 2 2 ctg
1 cos 2sin 2sin

2

x

t t
a t t t

y
tta t t


    


. 

 

Пример 4. Найти уравнение касательной и нормали к кривой 

06233  xyx  в точке с абсциссой 3x  . 

Решение. Найдем сначала ординату точки с абсциссой 3x  . Из уравнения 

линии имеем: 
3 3 33 2 3 6 0, 27, 3y y y         . Касательная в точке 

 0 0 0,M x y  определяется уравнением 

  0 0 0y y y x x x   . 

Нормаль определяется уравнением 

 
 0 0

0

1
y y x x

y x
   


. 

Определим значение производной    0 3; 3y x y   . Функция в данном случае зада-

на неявно. Имеем  3 3 2 6 0x y x


    ,   
2 23 3 2 0x y y   , 

2

2

2 3

3

x
y

y


   ,     

 

2

2

2 3 3 29
3; 3

273 3
y

 
     


.    

 Подставляя найденные значения в уравнения касательной и нормали, получим 

 
29 29 2

3 3 ,
27 27 9

y x y x          - касательная.  Нормаль: 

 
27 27 168

3 3 ,
29 29 29

y x y x     . 

Пример 5.  Построить график функции 

3

21

x
y

x



. 

Решение. Проведем полное исследование данной функции по вышеуказанной 
схеме. 
Областью определения функции является вся числовая ось, кроме точек х=1; х=-1. 
Функция нечетная т.к. f(-x)=-f(x). Для построения графика данной функции y=f(x) до-
статочно исследовать ее для 0x  , а затем воспользоваться ее симметричностью. 

Находим точки пересечения графика функции с осями координат: х=0, у=0, О(0,0)- 
график функции проходит через начало системы координат. 
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Находим асимптоты вертикальные, горизонтальные и наклонные. 
3

21

x
y

x



Т.к. знаменатель обращается в нуль в точках х=1, х=-1, то 

1 0
lim ( )
x

f x
 

  ,  

1 0
lim ( )

x
f x

 
   и  прямые х=1; х=-1. являются вертикальными асимптотами. 

Находим наклонные асимптоты y=kx+b.  
2

2

( )
lim lim 1

1x x

f x x
k

x x 
   


,   

 
3

2 2

1
lim ( ) lim lim 0

1 1x x x

x
b f x kx x

x x  

 
      

  
. 

Кривая имеет двустороннюю наклонную асимптоту y=-x. 
Вычислим производную. Находим интервалы монотонности и точки экстремума функ-

ции:
 

 

2 2

2
2

3
( )

1

x x
f x

x


 


. Производная существует во всех точках числовой оси, кроме 

x=1, x=-1  и равна нулю в точках 0, 3x x   . Следовательно, критическими 

точками будут: 1 2 33, 0, 3x x x    . 

Исследуем поведение f'(x) в окрестности каждой критической точки. Т.к. данная 
функция f(x) нечетная, достаточно рассмотреть знак f'(x) на промежутках (-1,0); (0,1); 

(1, 3 ); ( 3 ,  ).  

Для наглядности результаты соберем в таблицу 1. 
 
Таблица 1. 
 
x -

1<x<
0 

x=0 0<x<
1 

1<x<

3  
x= 3  3 <x<

  

( )f x

 

+ 0 + + 0 - 

f(x) Воз-
рас-
тает 

Нет 
экс-
тре-
мума 

Воз-
рас-
тает 

Воз-
рас-
тает 

Макси-
мум 

Убывает 

 
В точках x=1, x=-1 функция не имеет экстремума, так как эти точки не принадлежат 

области определения данной функции. Т.к. функция f(x) нечетная,то в точке х=- 3  

функция достигает минимума данной функции: 

;
2

33

)3(1

)3(
y

2

3

min 



  

Найдем интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графика данной функции 
y=f(x). 

Вычислим вторую производную: 

2

2 3

2 ( 3)
( )

(1 )

x x
f x

x


 


. 

Критические точки данной функции по второй производной х=0, х=1, х=-1. Точки 
х=1, х=-1 не принадлежат области определения функции, поэтому точкой перегиба 
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кривой является только точка с абсциссой х=0. Результаты исследования запишем в 
таблицу 2. 
 
 
Таблица 2. 
 

x x<-1 -1<x<0 x=0 0<x<1 x>1 

Знак ( )f x  + - 0 + - 

f(x) Кривая  
вогнута 

Кривая  
выпукла 

Точка  
перегиба 

Кривая  
вогнута 

Кривая  
выпукла 

 
Строим график функции:     
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ВТОРОЙ СЕМЕСТР                                                             

 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №3 

 
1. Функции нескольких переменных. 

Основные определения. Геометрический смысл функции двух переменных. Понятие 
предела и непрерывность функции двух переменных. Определение частной произ-
водной и ее геометрический смысл. Полный дифференциал функции двух перемен-
ных. Необходимые и достаточные условия дифференцируемости. Дифференцирова-
ние сложных функций. Касательная и нормаль к поверхности. Экстремумы функции 
двух переменных: необходимые и достаточные условия экстремума. Градиент скаляр-
ного поля, производная по направлению. 

2. Неопределенный интеграл. 
Первообразная, неопределенный интеграл и его свойства. Таблица интегралов. Ос-
новные приемы интегрирования: непосредственное интегрирование, метод подста-
новки, интегрирование по частям. Интегралы группы «четырех». Интегрирование 
дробно-рациональных функций. Интегралы от тригонометрических функций. Интегри-
рование некоторых иррациональностей. 

3. Определенный интеграл. 
Задача о площади криволинейной трапеции. Понятие определенного интеграла, его 
геометрический и механический смысл. Свойства определенного интеграла, выражае-
мые равенствами. Свойства определенного интеграла, выражаемые неравенствами. 
Теорема о среднем. Связь определенного и неопределенного интегралов, формула 
Ньютона-Лейбница. Замена переменной в определенном интеграле. Формула инте-
грирования по частям. 

4. Несобственные интегралы. 
Несобственные интегралы первого рода. Несобственные интегралы второго рода. 

5. Приложения определенного интеграла. 
Вычисление площадей плоских фигур. Вычисление длины дуги плоской кривой. Вы-
числение объема тела вращения. 
 6. Основные определения и понятия теории дифференциальных урав-
нений 
 7. Задача Коши для ДУ первого порядка.  
Геометрический смысл решений задачи Коши. Понятие общего, частного и особого 
решений. 
 8. Основные типы ДУ первого порядка.  
ДУ с разделяющимися переменными, однородные, линейные 1-го порядка, ДУ Бер-
нулли, ДУ в полных дифференциалах. 
 9. ДУ второго порядка, допускающие понижение порядка.  
Три основных типа – правая часть не содержит функции и её производных, правая 
часть не содержит функции, правая часть не содержит аргумент.  
 10. Линейные ДУ высших порядков.  
Постановка задачи Коши и краевой задачи. Структура общего решения однородного и 
неоднородного ДУ. 
 11. Линейные однородные и неоднородные ДУ с постоянными коэф-
фициентами.  
 12. Частные решения ЛНДУ специального типа. Метод вариации про-
извольных постоянных. 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №3  

 

Задача №1.  Вычислить неопределенные интегралы: 
 
Вариант 1. 
 

а)  
6 5 2

dx

x 
 ;                                  б)  

 
2

3 2

2 3

x dx

x




 ;                           в)  3 2 xx e dx ; 

г) 
3 2

3

6 13 15

5

x x x
dx

x x

  

 ;            д) cos23 sin 2x xdx ;                       е)  
41

x
dx

x
 . 

 
Вариант 2. 

а)  
2cos

sin 2
x

x
dx

e
 ;                                б)  

2

2 3

1

x
dx

x x



  ;                          в)  

 2 sin 2x xdx ; 

г)  
  2

3

1 1

x
dx

x x x



  
 ;            д)  cos sin 2x xdx ;                       е)  

1 1

1

x
dx

x

 


 . 

 
Вариант 3. 

а)  
 

cos 2

15 sin 2

x
dx

x ;                     б)  
2

3

7 1

x
dx

x




 ;                           в)   9 2 lnx xdx ; 

г)  
  

3

2

5

1 4

x
dx

x x



 
 ;                  д)  4sin

2

x
dx ;                                 е)  

3 2 3

xdx

x 
 . 

 
 
Вариант 4. 

а)  
 

2

1 2 cosx x x
dx

x

 

 ;        б)  
2

4 3

2 1

x
dx

x




 ;                          в)   2 2 2xx dx ; 

г)  
  

2

2
2 1

x
dx

x x 
 ;                    д)  4cos xdx ;                              е)  

41 1

xdx

x x  
 . 

 
Вариант  5. 

а)  
   2 1 ln 2 1

dx

x x  ;                    б)  
2

5

5 3

x
dx

x



 ;                          в)  sin cosx x xdx ; 

г)  
2

3 2

2 3

2 3

x x
dx

x x x

 

  ;                         д)  6sin
2 2

x x
cos dx ;                  е)  

31 1

dx

x 
 . 

 
Вариант  6. 

а)  
2

2
sin

dx

x x ;                                      б)  
2

8 3

4 4 5

x
dx

x x



 
 ;              в)  

 2 1 cos2x xdx ; 
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г)  
 
 

2

4

3 1

1

x
dx

x




 ;                                д)  3cos xdx ;                               е)  

32

dx

x x
 . 

 
Вариант  7. 

а)  

 

3

1
2 2

arcsin

1

x
dx

x
 ;                               б)  

2

1

8 4

x
dx

x x




 ;                      в)   2 1 sinx xdx ; 

г)  
2

3

6

8

x x
dx

x

 

 ;                              д)  3s in xdx ;                                 е)  
2

1

x
dx

x




 . 

 
Вариант  8. 

а)  
5

24sin

ctg x
dx

x ;                                 б)  
22 4 3

dx

x x 
 ;                     в)  

 2 4 sin3x xdx ; 

г)    
3

3

1

4

x
dx

x x



 ;                               д)  3 2sin cosx xdx ;                      е)  

41 1

dx

x x  
 . 

 
Вариант  9. 

а)  
3 2

sin

2 cos

xdx

x
 ;                                 б)  

22 3 2

xdx

x x  ;                           в)  xarctgxdx ; 

г) 
2

4 16

x dx

x  ;                                       д)  
3cos sin

dx

x x ;                             е)  
1

x
dx

x  . 

 
 
Вариант  10. 

а)  
4cos3

4 sin 3

xdx

x ;                                  б)  
24 4 5

dx

x x  ;                          в)  arccos xdx ; 

г)  
5 4

3

8

4

x x
dx

x x

 

 ;                             д)  
3

4

cos

sin

xdx

x ;                                 е)  
 6

dx

x x 
 .    

 

 Задача 2. Приложения определенного интеграла: а) вычислить площадь плос-
кой фигуры, ограниченной линиями; б) вычислить длину дуги плоской кривой; в) 
найти объем тела, полученного вращением фигуры, ограниченной линиями. 
 
Вариант 1. 

а) , , 1;x xy e y e x         б) 3 2 , 1
2

y x x


   ;       в) 

cos , 0, 2 2y x y x      .                            

 
Вариант 2. 

а) 2 , 2 , 0;y x y x y       б) lncos , 1 4;y x x                        в) 3, .y x y x                                    
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Вариант 3. 

а) 2 , , 1;y x y x x             б)  1 lnsin , 4 2;y x x            в) 
2 2 2, 2.y x x y     

 
Вариант 4. 

а)  2 23 , 3 ;y x x y                б)    21 1
ln , 1 2;

4 2
y x x x                в)     

2 2

1
9 4

x y
  . 

 
Вариант 5. 

а)  2, 2 5 0;yx x y           б)    
3

2 , 2 6y x x    ;                 в)   2 , 2 .y x y x    

 
Вариант 6. 

а) 2 6 5, 0, 0;y x x x y        б) ln , 1 3;y x x                    в) 

4 , 1, 2.xy y x    

 
Вариант 7. 

а) 
1

, , 4;y x y x
x

          б) 
1

ln cos 2 , 8 6;
2

y x x           

в) sin , 0, .
2

x
y y x     

 
Вариант 8. 

а) 2 , 2 , 0;y x y x x        б)  1 lncos , 0 4;y x x                 в)    
2 2

1.
5 4

x y
   

 
Вариант 9. 

а)  22 , 2 4;y x y x              б)   3 27 , 0 1;y x x                       в) 
2 , 2, 0.y x x y y     

 
Вариант 10. 

а)  2 , , 2;
2

x
y x y yx          б) 

1
lnsin3 , 12 6;

3
y x x       в) 2 , 4.y x y   

 

Задача 3. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 

1. dxxyydyxydyxdx 22 2334   

2. 011 22  xyyyx  

3. ydyxydydxy 224   

4. ydyxydydxy 223   

5. dxxyydyxydyxdx 22 3266   

6. 023 22  dyxydxyx  

7.   05 22  dxyedye xx  

8. 01
1

1
2

2







y

x
yy  

9. dxxyydyxydyxdx 22 2366   
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10. 045 22  dyxydxyx  

 

Задача 4.  Однородные дифференциальные уравнения 

1.   02  xdydxyx  

2.   02 22  dyxdxxyy  

3. yxyyxy  22  

4.   0222  xydydxyx  

5. 
yx

y
y


  

6. 
xy

dy

xy

dx





 

7. 0
2

22





yx

xy
y  

8. 
x

y
yyx ln  

9. 

x

y
x

y

x

y
y

sin

cos

  

10. 
x

y
ey x

y

  

Задача 5.   Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

 
 

Задача 6.  Линейные неоднородные уравнения второго порядка с постоянными 
коэффициентами 

212554 2  xxyyy  

xyyy 2cos44   

)1( 2  xeyy x  
xeyyy 42   

xexyyy 2244   

xxeyy x 5sin3 2  
xx xeeyyy   443  



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математика 

 
 

32 

xxyy 3sin3cos29   

xeyy x 2sin9 3   
xx eeyyy 316496   

 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №3 

 В задаче 1 требуется вычислить неопределенные интегралы. При этом интеграл 
в задании  1 а) вычисляется методом подведения выражений под знак дифференциа-
ла. Интеграл задания 1 б) относится к интегралам «группы четырех». Для приведения 
таких интегралов к табличным необходимо выделять в знаменателе подынтегральных 
дробей полные квадраты и применить далее соответствующую подстановку. Можно, 
также, сразу выполнить замену переменной интегрирования по такому правилу: но-
вая переменная интегрирования равна старой переменной интегрировании плюс по-
ловина коэффициента при первой степени старой переменной интегрирования в при-
веденном квадратном трехчлене. Для решения примера 1 в) надо применить формулу 
интегрирования по частям: 

udv uv vdu   . 

В задании 1 г) требуется проинтегрировать дробно-рациональную функцию. Если 
дробь под интегралом неправильная, надо выделить сначала целую часть. Это можно 
сделать, например, с помощью приема деление многочлена на многочлен «уголком». 
Затем правильную дробь следует представить суммой простых дробей в соответствии 
с корнями знаменателя. Неизвестные вначале коэффициенты простых дробей опре-
деляются методом неопределенных коэффициентов. Интеграл 1д) содержит тригоно-
метрические  функции  и решается соответствующей подстановкой. Замену перемен-
ной интегрирования необходимо выполнить и для решения последнего примера этой 
группы заданий. Подстановка должна быть такой, чтобы избавиться от иррациональ-
ностей. 
  Приведем образцы решений примеров задачи 1, где более детально разъясня-
ются вышеуказанные рекомендации. 
 

 Пример 1.  Вычислить неопределенный интеграл 
2

6 4

x
dx

x  . 

 Решение.  

  3 32 2 3

6 6 6 2 22

,1 3 1 1 1 1 1

4 3 4 3 4 3 2 3 2 2 6 23

d x x tx x dt t x
dx dx arctg C arctg C

x x x tdt x dx


        

   
   

. 

 

 Пример 2.  Вычислить неопределенный интеграл 
2

3
.

3 2

x
dx

x x



 
  

 Решение.  
 

 

 

 

 
 

2 2 2 2 2

2

2

2

1 ,1 43 4
4

3 2 4 4 44 1

41 1
4arcsin 4 1 4arcsin .

2 2 24

x txx t tdt dt
dx dx dt

dx dtx x t t tx

d t t x
C x C

t

   
     

     

 
         



    



 

 

 Пример 3.  Вычислить неопределенный интеграл 
arcsin

1

x
dx

x 
 . 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математика 

 
 

33 

 Решение. 

 
  

 

2

2

arcsin ,
arcsin 1

2 1 arcsin 2 1
1 1

, 2 1
1

1
2 1 arcsin 2 2 1 arcsin

1 1

1
2 2 1 arcsin 4 1 .

1

dx
u x du

x dxx
dx x x x

dxx x
dv v x

x

x dx
x x x x

x x

d x
x x x C

x

 


      
 

  



       

 


      



 





 

 

 Пример 4.  Вычислить неопределенный интеграл 
3

3 2

1
.

x
dx

x x



  

 Решение. Выделяем сначала целую часть подынтегральной дроби: 
3 3 2 2 2

3 2 3 2 3 2

1 1 1
1

x x x x x

x x x x x x

    
  

  
. 

 

 Знаменатель правильной дроби имеет один простой корень 1x   и один крат-

ный корень 0x  . 

Поэтому дробь заменим суммой простых дробей вида: 
2

3 2 2

1

1

x A B C

x x x x x


  

 
. 

Неизвестные вначале коэффициенты находим следующим образом (метод неопреде-
ленных коэффициентов). Просуммируем дроби  в правой части, приводя их к общему 
знаменателю. Сравнивая числители дробей, справа и слева, имеем тождество 

   2 21 1 1Ax B x Cx x x      . 

Поочередно задавая удобные значения x , составим уравнения для нахождения неиз-

вестных коэффициентов. Пусть 0x  , тогда 1 1B B     . Пусть 1x  , тогда 2A  . 

Пусть 1x   , тогда 2 2 2 1A B C C      .  Таким образом, 
2

3 2 2

1 2 1 1

1

x

x x x x x


  

 
.  

Следовательно, 

 
23

3 2 2

11 2 1 1 1
1 ln .

1

xx
dx dx x C

x x x x x x x

  
        

  
   

 
 

    Пример 5. Вычислить неопределенный интеграл 4cos .xdx  

 Решение.  
2

4 21 cos 2 1 1 1
cos cos 2 cos 2

2 4 2 4

1 1 1 1 cos 4 3 1 1
cos 2 cos 2 cos 4

4 2 4 2 8 2 8

3 1 1
sin 2 sin 4 .

8 4 32

x
xdx dx x x dx

x
x dx x x dx

x x x C

   
       

   

   
         

   

   

  

   

 

Пример 6. Вычислить неопределенный интеграл .
5

x
dx

x 
  
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Решение. 

  

       

2 2 2

22

5 5, 2 25 25 25
2 2

5 5 5 525

2 5 50 5 50ln 5 5 50ln 5 .
5

t tx tx t t
dx dt dt dt

t t t tdx tdtx

dt
t dt t t C x x C

t

    
      

     

            


   

 

 

 В задаче 2 контрольной работы требуется вычислить определенные интегралы. 
Определенный интеграл вычисляется по формуле Ньютона-Лейбница: 

       
b

b

a

a

f x dx F b F a F x    

Здесь  F b ,  F a  - значения первообразной функции  f x , вычисленные на концах 

промежутка интегрирования. Отметим, также, при использовании подстановок в 
определенном интеграле заменяется не только «старая» переменная интегрирования 
и ее дифференциал, но и границы промежутка интегрирования. Однако, обратная за-
мена при этом не нужна. При решении задачи 2 б)  следует применить формулу инте-
грирования по частям: 
b b

b

a

a a

udv uv vdu   . 

Пример 7. Вычислить 
1

2

0

.
4 5

dx

x x   

Решение. 

   

1 3 3

22 2

0 2 2

3

3

22

2

2,

2, 34 5 4 4 4 8 52 4 2 5

3 2.
1

н в

t x dt dxdx dx dx

t tx x t t tt t

dx
arctgt arctg arctg

t

  
   

          

   


  



 

Пример 8. Вычислить определенный интеграл 
1

2

0

1 .x dx  

 
 

Решение. 
Интеграл можно вычислить, применяя тригонометрическую подстановку sinx t . Од-

нако, здесь будем использовать прием интегрирования по частям: 

21 1 2
2 2 12

0
2

0 0

1 1 12
2 1

0
2 2

0 0 0

1 ,
1 11

1
,

1
0 1 arcsin .

1 1

xdx
u x du x dx

x dx x xx
x

dv dx v x

x dx
dx x dx x

x x


  

     


 


      

 

 

  

 

Итак, получено реккурентное соотношение для искомого интеграла: 
1 1

2 2

0 0

1 1 arcsin1 arcsin 0.x dx x dx       

1

2

0

2 1 0.
2

x dx


    Окончательно 
1

2

0

1 .
4

x dx


   

 В задаче 3 необходимо вычислить несобственные интегралы или установить 
их расходимость. Различают несобственные интегралы первого рода – интегралы на 
бесконечном промежутке и несобственные интегралы второго рода – интегралы от 
неограниченных функций. Эти интегралы являются обобщениями определенного ин-
теграла: несобственный интеграл первого рода определяется как предел собственных 
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интегралов, рассматриваемых на конечном промежутке, когда граница промежутка 
интегрирования устремляется в бесконечность 

   lim .

b

b
a a

f x dx f x dx




   

Если x a  - особая точка подынтегральной функции, то 

   
0

lim .

b b

a a

f x dx f x dx







   

В случае, когда найдена первообразная подынтегральной функции, исследование 
сходимости несобственных интегралов достаточно простое. 

Пример 9. Вычислить несобственный интеграл  
10

1

dx

x



 или установить его расхо-

димость. 
Решение. Это несобственный интеграл первого рода. По определению, 

110 10 9 9

1 1

1 1 1 1
lim lim lim .

9 9 9 9

b

b

b b b

dx dx

x x x b



  
    

 
 

 
Пример 10. Вычислить несобственный интеграл  

 

2 2

2

12 20 0 0
1 1

1 1 1
lim lim lim

ln ln ln ln 1 ln 2

dx dx

x x x x x


  





  


 
       

 
   

Интеграл расходится. 
 В заключение, приведем примеры решений заданий, касающихся приложений 
определенного интеграла.  
 

Пример 11 Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линиями   
22 , , 1.y x x y x x      

Решение.  

Используем формулу     1 2

b

a

S y x y x dx    ,   где ,a b  - абсциссы точек пересечения 

граничных линий.  1y x  - уравнение «верхней» кривой (   2

1 2y x x x  ),   2y x  - урав-

нение «нижней» кривой (  2y x x   ). 0, 1a b  .   Получаем 

     
1 1 3

2 2 2 1

0

0 0

3 3 1 7
2 3

2 3 2 3 6

x
S x x x dx x x dx x

 
             

 
   кв.ед. 

 Пример 12.   Вычислить длину дуги плоской кривой – цепной линии y chx  от 

точки  0;1A  до точки 
5

ln 2;
4

B
 
 
 

. 

 Решение.  Используем формулу: 

 
2

1 .
B

A

x

AB
x

l y dx
   

Далее,    .
2 2

x x x xe e e e
y chx shx

        
 

 Здесь ,chx shx  - соответственно косинус и 

синус гиперболический. Учитывая, что 

 
 

2
2 22 4 2

1 1
4 4

x x x x x xe e e e e e
y chx

          , 

Получаем 
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 

1
lnln 2 ln 2 2

ln 2

0

0

3
ln 2 0 .

2 4AB

e e
l chxdx shx sh sh


     

 
 

Пример 13. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси абсцисс 

фигуры, ограниченной линией 4 4 2.x y x   

Решение. Т.к. переменные входят в уравнение в четной степени, то фигура 
симметрична относительно обеих координатных осей. Поэтому можно рассмотреть 

вращение «четвертинки» фигуры, которая ограничена линией от точки  0;0 до точки 

 1;0  и прямой 0y  .  Объем тела вращения вокруг оси абсцисс определяется форму-

лой  2

b

a

V y x dx  . Поскольку в данном случае 2 21y x x  , то половина искомого 

объема определяется соотношением 

 
 

3
21 1 2

2 2 2 1

. . 0

0 0

11
1 1 1 .

32 2 2 3

2

т вр

x
V x x dx x d x

  



                 

. .

2
.

3
т врV   

 

Общие понятия и положения теории дифференциальных уравнений. 

 

В математике часто встречаются уравнения, в которые, кроме неизвестной перемен-
ной (или нескольких переменных) входит неизвестная функция и ее производные 
(частные производные). Такие уравнения называются дифференциальными урав-
нениями. 
Если функция зависит от одной переменной, то такое уравнение называют обыкно-
венным дифференциальным уравнением – ОДУ.  Если же функция зависит от не-
скольких переменных, то такое уравнение называют (дифференциальным) уравнени-
ем в частных производных – ДУвЧП.  Исторически дифференциальные уравнения 
возникли из задач механики, в которых участвовали координаты тел, их скорости и 
ускорения, рассматриваемые как функции времени. 
В данном пособии будут рассматриваться обыкновенные дифференциальные уравне-
ния. 
Уравнение вида  

(n)F(x,y,y',y''...y ) 0       (1) 

называется ОДУ n-го порядка из-за того, что максимальный порядок производной в 
этом уравнении равен n. 
Пример: второй закон Ньютона представляется в виде ОДУ второго порядка 

mx F(x, t) , 

где где m — масса тела, x — его координата, F(x,t) — внешняя сила, действующее на 

тело с координатой x в момент времени t, x  вторая производная x по времени t. Ре-
шением этого уравнения является траектория движения тела под действием указан-
ной силы.  
Общим решением дифференциального уравнения называют функцию 

0 1 2 n 1y f (x,C ,C ,C ...C ) , которая при подстановке в дифференциальное уравнение 
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вида 
(n)F(x,y,y',y''...y ) 0  обращает его в тождество. Постоянные  0 1 2 n 1C ,C ,C ...C   

являются константами интегрирования. 
Пример:  

Рассмотрим уравнение 
2y' 6x . Это ОДУ первого порядка. Очевидно, что функция, 

например, 
3

1y 2x 5  является решением этого уравнения (это легко проверить, 

просто посчитав производную функции). Но решением будет также и функция  
3

2y 2x 11   и 
3

3y 2x 554,8  . Аналогично можно показать, что любое решение 

вида 
3y 2x C  , где С – произвольная постоянная, является решением данного 

уравнения.  Функции такого вида и являются общим решением ДУ 
2y' 6x . 

Частным решением ДУ называют функцию вида y f (x) , которая при подстановке 

ее в дифференциальное уравнение вида 
(n)F(x,y,y',y''...y ) 0  обращает уравнение 

в тождество. 
Пример: 
Все функции y1, y2 и y3 из предыдущего примера являются частными решениями 

уравнения 
2y' 6x . 

Таким образом, можно сказать, что общее решение ДУ это совокупность всех его 
частных решений. 
Задачей Коши или начальной задачей для ОДУ n-го порядка называется совокуп-
ность самого дифференциального уравнения и начальных условий, т.е. значений 
функции и ее производных до n-1 порядка включительно, заданных в одной точке: 

(n)

0 0

0 0

0 2

(n 1)
0 n 1

F(x, y, y ', y ''...y ) 0

y(x ) y

y '(x ) y

y ''(x ) y

...

y (x ) y


 



 








     (2) 

При определенных, достаточно общих ограничениях на функцию F (которые здесь 
оговаривать не будем) задача Коши имеет решение, и оно является единственным. 
Число начальных условий задачи Коши должно соответствовать порядку дифферен-
циального уравнения для однозначного нахождения всех неизвестных постоянных ин-

тегрирования 0 1 2 n 1C ,C ,C ...C  . Решение задачи Коши является частным решением 

ОДУ. 
Пример: поставлена задача Коши для ОДУ первого порядка. 

2y' 6x

y(1) 2

 


 
 

Общее решение этого ОДУ, как показано выше, имеет вид 
3y 2x C  . Подставляя в 

него начальное условие, получаем: 
32 2 1 C    , откуда находим значение постоян-

ной  C 4  . Таким образом, решение задачи Коши примет вид 
3y 2x 4  . 
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На рисунке представлены несколько графиков, соответствующих четырем частным 
решениям некоторого ОДУ. Допустим, надо найти решение задачи Коши с начальны-

ми условиями  y(2) 3 , т.е. изо всей совокупности частных решений (общее реше-

ние) надо выбрать то, график которого проходит через точку с координатами (2,3). 
Очевидно, что это будет график, 
выделенный синим цветом. 

 

Классификация ОДУ. 

 

К основным видам дифференци-
альных уравнение, рассматривае-
мых в данном пособии относятся. 
I. ОДУ первого порядка 

1. С разделяющимися пере-
менными 

2. Однородные ДУ 
3. Линейные ДУ 
4. Уравнения Бернулли 
5. Уравнения в полных диф-

ференциалах. 
II. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение поряд-
ка 
III. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэф-
фициентами. 

1. Однородные. 
2. Неоднородные. 
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ОДУ первого порядка 

 

ОДУ первого порядка с разделяющимися переменными. 

  

Если в результате каких-либо преобразований ДУ первого порядка 
F(x,y,y') 0

 уда-
лось привести к виду  

(x)dx (y)dy 
,      (3) 

то говорят, что это дифференциальное уравнение является уравнением с разделяю-
щимися переменными (переменные «разделились» по разные стороны от знака ра-
венства). Тогда решение этого ДУ может быть найдено в квадратурах: 

(x)dx (y)dy     
(x) (y) C  

, где 
(x) и (y) 

- первообразные функций 
(x)

и 
(y)

 соответ-
ственно. 
Пример: 

Найти общее решение ДУ:   
2 2y y'sin x 0 

 

Представим производную как отношение дифференциалов: 

dy
y'

dx


 

2 2dy
y sin x 0

dx
 

 
Разнесем слагаемые по разные стороны от знака равенства: 

2 2dy
y sin x

dx


, откуда 
2 2

dx dy

sin x y


.  
Получили уравнение с разделяющимися переменными, откуда, интегрируя правую и 
левую части, получим: 

2 2

dx dy 1
       ctgx C

ysin x y
      

. Знак постоянной С выбран отрицательным 
для того, чтобы можно было чуть упростить решение, отбросив знак минус. 

1
ctgx C

y
 

. 
Это выражение и является общим решением ДУ. 
 
Пример: 
Найти решение задачи Коши для ДУ: 

23y' 3 y
 с начальным условием 

y(2) 0
. 

23dy
3 y

dx


 

23

dy
3dx

y


 

23

dy
3dx

y
 
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2
 
3y dy 3dx



   
1

33y 3x 3C 
 

3 y x C 
 

Подставим в полученное выражение начальное условие: 
3 0 2 C   
C 2   

Решение задачи Коши: 
3 y x 2 

 

 

 

Однородные ДУ 

 

Обыкновенное дифференциальное уравнение называется однородным если при за-
мене x kx , а y ky оно не меняется. 

Другими словами, если уравнение можно привести к виду   

y
y' f

x

 
  

 
        (4) 

где f – любая функция, то оно является однородным. 
Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными ти-

па (3) с помощью подстановки 
y

u
x

 .  

Пример: решить уравнение xdy (x y)dx  . 

Покажем, что это уравнение однородное. Для этого поделим его обе части на xdx . 

dy x y

dx x


  

Поделив почленно правую часть на x: 

y
y' 1

x
  . 

Слева стоит производная y, а справа функция, зависящая только от 
y

x
. Уравнение 

является однородным. Применим замену 
y

u    y=ux   y'=u'x+u
x

   . 

u'x+u 1 u   

Сократим на u и поделим на x: 

du 1

dx x
  

dx
du

x
  

dx
du

x
   

u ln | x | C   
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Возвращаясь к исходной неизвестной функции 
y

u
x

  

y
ln | x | C

x
   

y xln | x | Cx  . 

Кроме этого, есть еще решение x 0 , которое было потеряно при делении на x. 

 

Линейные ДУ первого порядка. 

 

Если обыкновенное дифференциальное уравнение можно привести к виду  

y' p(x)y q(x)  ,      (5) 

где p(x) и q(x) функции, не зависящие от y, а только от переменной x, то такое урав-
нение называется линейным (относительно y). 

Линейные ОДУ первого порядка решают с помощью замены y(x) U(x) V(x)  ,  

    (6) 
где U(x) и V(x) две пока неизвестные функции.  

Найдем теперь производную y'(x)по правилу дифференцирования произведения:  

y'(x) U'(x) V(x) U(x) V'(x)      (7) 

Подставив выражения (6) и (7) для y и y' в уравнение, получим: 
U' V U V' U V p(x) q(x)        

Одной из функций U или V можно распорядиться по нашему усмотрению так, чтобы 
максимально упростить полученное уравнение. Чтобы понять, как наиболее удобно 
это сделать, вынесем из второго и третьего слагаемых общий множитель U за скобку: 

U' V U (V' V p(x)) q(x)       

Теперь видно, что если положить V' V p(x) 0   , то оставшееся уравнение приобре-

тет максимально простой вид. Таким образом, это уравнение распадается на два 
уравнения, каждое из которых является уравнением с разделяющимися переменными: 

V' V p(x) 0    

U' V q(x)   

 Теперь, найдя из первого уравнения функцию V(x), подставим ее во второе и найдем 
функцию U(x). А так как неизвестная функция y(x)=UV, то, значит, мы нашли и ее. 
 

Пример: решить ДУ:  
2x y' xy 1 0    

Поделим уравнение на 
2x  и перенесем слагаемое 

2

1

x
 в правую часть: 

2

y 1
y'

x x
    

Следуя процедуре, изложенной выше, подставим в уравнение замену 
y(x) U(x) V(x)  : 

2

U V 1
U' V U V'

x x


       

2

V 1
U' V U (V' )

x x
       

Уравнение распадается на два уравнения с разделяющимися переменными: 
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V
V' 0

x
   

dV V

dx x
   

dV dx

V x
   

Интегрируем 

dV dx

V x
    

ln | V | ln | x |   

Находим V 
1ln | V | ln | x |  

1
V

x
  

Подставляем во второе уравнение   

2

1
  U' V

x
     

2

1 1
U'

x x
    

dU 1

dx x
   

dx
dU

x
   

dx
dU

x
    

U ln | x |   

 

Итак: U ln | x |  , а 
1

V
x

 . Тогда 
1

y ln | x | C
x

    . 

Уравнения Бернулли. 

 

Уравнение Бернулли имеет вид: 

    ,y p x y q x y                                              (8)            

где  0, 1.  

При 0  получаем уравнение с разделяющимися переменными, а при 1  - линей-

ное ДУ. 
Метод решения уравнения Бернулли тот же, что и для линейных уравнений. 
Пример Найти общее решение ДУ: 

2

2
2 .

cos

y
xy y

x
   

Решение. Разделим уравнение на 0x  (х = 0 не является решением данного ДУ): 

2

22
.

cos

yy
y

x x x
   

Полученное уравнение имеет вид (9), следовательно, это уравнение Бернулли. Сде-

лаем замену     , .y UV y U V UV  Получим: 

 

2

2

2 2
,

cos

2 2
.

cos

UV UV
U V UV

x x x

V UV
U V U V

x x x

   

   
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2

2

2
0

2

2

ln 2ln |

1

V
V

x

dV V
dx x

dV dx
V x

V x

V x

V
x



 

 

 

 





 



 

 

2

2
'

2 2

'

2 2 2

'

2

2

2

2

2

cos

2
1

cos

2

cos

2

cos

2

cos

1
2 cos

UV
U V

x x

U

xU
x x x

U U

x x x

U
U

x

dU U
dx x

dU dx

xU

U tgx

U tg x

 

 













 

 

 
Таким образом, общее решение ДУ: 

2

2
  

tg x
y C

x
 

Случай V = 0 и y = 0 является решением ДУ, и так как оно не может быть получе-

но из общего решения, то является особым решением. 
 

Дифференциальные уравнения второго порядка 

 

Как было сказано выше, дифференциальным уравнением n-го порядка называет-

ся уравнение вида 
(n)F(x,y,y',y''...y ) 0 , связывающее независимую переменную, 

искомую функцию и ее производные до n-го порядка включительно.  

Основным способом интегрирования ДУ n-го порядка является понижение по-

рядка. Рассмотрим три случая, когда это возможно.  
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ДУ, допускающие понижение порядка. 

 

1) Если дифференциальное уравнение имеет вид: 

 ( ) ,ny f x                                               (9) 

т. е. правая часть не содержит у, у n-1 производной функции y, то ДУ ре-
шается n-кратным последовательным интегрированием:  

 

  

( 1)
1

( 2)
1 2





 

  



 

n

n

y f x dx C

y f x dx C dx C
 

и т.д. пока не будет найдена искомая функция y(x). 
Пример: решить ДУ ''' sin2 ,y x  

Интегрируем это выражение в первый раз 

1
1

'' sin2 cos2
2

  y xdx x C  

И далее 

 
 
 

1 1 2

2

1 2 1 2 3

1 1
' cos2 sin2

2 4

1 1
sin2 cos2

4 8 2

     

       





y x C dx x C x C

x
y x C x C dx x C C x C

 

Итак:  
2

1 2 3
1

cos2
8 2

   
x

y x C C x C  

 
 
2) Если дифференциальное уравнение имеет вид: 

( 1) ( )( , , ) 0 n nF x y y                                               (10) 

т.е. в уравнении отсутствуют все младшие производные и сама функция, кроме двух 

последних производных ( 1)ny  и ( )ny . Тогда, введя новую функцию ( 1) nz y  и, соот-

ветственно ( )' nz y  получим ОДУ первого порядка вида ( , , ') 0F x z z . Это уравнение 

можно решать одним из вышеописанных способов для уравнений первого порядка. 
 
 
Пример 

2y''' ( y'')  

Решение 
Данное дифференциальное уравнение второго порядка не содержит явно искомую 
функцию y  и ее первую производную y’. Введем новую функцию   ''z y , тогда 

' '''z y . Получим уравнение:  

2z' z  

2
dz

z
dx    ; 

    
2


dz
dx

z      ;    
1

1
  x C

z     ; 1

1
 


z

x C
 

 
 
Вернемся к первоначальной переменной: 

1

1
 


y''

x C
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Последовательно интегрируя, получим: 

1 2   y' ln( x C ) C  

1 1 1 2 3       y ( x C )ln( x C ) ( x C ) C x C  

1 1 2 1 31       y ( x C )ln( x C ) x(C ) C C  

Для простоты можно переобозначить 
2 1C  на 

2C , а 
1 3C C  на 

3C , тогда общее ре-

шение примет вид: 

1 1 2 3     y ( x C )ln( x C ) C x C  

 
3) Если дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид: 

( , ', '') 0F y y y ,       (11) 

т.е. если в уравнении отсутствует явно переменная x. 
Тогда проведем замену ' ( )y p y , считая производную функцией от y. Тогда  по фор-

муле дифференцирования сложной функции: 
( ) ( )

'' '  
dp y dp y dy

y p p
dx dy dx

. И, подста-

вив все эти выражения в исходное ДУ, получим его в виде дифференциального урав-

нения первого порядка относительно функции p и переменной y : ( , , ') 0F y p p . Его 

можно решать методами, описанными выше. 

Пример: решить ДУ 22( ') ( 1) '' y y y  

Видно, что в этом уравнении второго порядка отсутствует в явном виде переменная x. 
Тогда, применяя описанную выше замену ' ( )y p y  и '' 'y p p , получим:  

22 ( 1) ' p y p p  

2 ( 1) ' p y p    

или  0   ' 0       p y y C   - первое решение ДУ. 

Продолжая решать первое уравнение  

2 ( 1) 
dp

p y
dy

 

1 2




dy dp

y p
 

1
1

ln( 1) ln ln
2

  y C p  

1( 1) C y p  
2 2

1 ( 1) p C y  

Возвращаемся к исходной функции y(x):  
2 2

1' ( 1) y C y  

2 2
1 ( 1) 

dy
C y

dx
 

2 2
1 ( 1)




dy
dx

C y
 

2 2
1 ( 1)


 

dy
dx

C y
 

22
1

1

( 1)
  


x C

C y
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22
1

1
( )( 1)   x C y

C
 

1 2( )( 1)  C x C y , где переобозначили  12
1

1
 C

C
 

Итак, первое решение ДУ y C , второе 1 2( )( 1)  C x C y . 

 

Линейные дифференциальные уравнения  второго порядка с постоянными 
коэффициентами 

 

Однородные. 

 

Линейные однородные ДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами имеют вид: 

   1 2 0,y p y p y                                            (12) 

где р1 и р2 — действительные числа. 
Согласно теореме о структуре общего решения линейного однородного ДУ достаточно 

найти два линейно независимых частных решения  1y x  и  2y x  уравнения (12), 

чтобы записать общее решение: 

      00 1 1 2 2 .y x C y x C y x  

Где y00 – общее решение однородного уравнения. 

Будем искать решение уравнения (12) в виде ,xy e  где —  некоторая постоянная. 

Чтобы определить ,  подставим , ,y y y   в уравнение (12).  

В результате подстановки получим уравнение  2
1 2 0.xe p p      

Так как 0,xe   то  
2

1 2 0.p p                                        (13) 

Квадратное уравнение (13) называют характеристическим уравнением для ДУ (15), а 

его корни 1  и 2  характеристическими числами. При решении характеристического 

уравнения (16) могут возникнуть три случая: 

а) Корни 1  и 2  действительные и различные. Тогда общее решение уравнения (15) 

будет иметь вид: 
1 2

00 1 2 .x xy C e C e                                           (14) 

б) Корни 1  и 2  действительные и равные, 1 2 .    Общее решение уравнения 

(15) будет иметь вид: 

  00 1 2 .xy e C C x                                         (15) 

в) Корни 1  и 2 комплексно сопряженные, 1,2 .a ib    Тогда общее решение уравне-

ния (12) примет вид: 

  00 1 2cos sin .axy e C bx C bx                        (16) 

Пример 2.2. Найти общие решения линейных однородных ДУ 2-го порядка с посто-
янными коэффициентами: 

а) 4 9 2 0;y y y      б)    10 25 0;y y y  

в)    2 17 0;y y y   г) 1,69 0;y y   

Решение.  

а) 4 9 2 0.y y y     Составим характеристическое уравнение: 
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24 9 2 0.     

Решим его, используя формулу корней квадратного уравнения: 
2

2
1,2

4
0, .

2
b b ac

a b C
a

  
                                      

Получим корни: 

        
   


   

     

2

1,2

1 2

9 9 4 4 2 9 49 9 7
;

2 4 8 8
9 7 9 7 1

2, .
8 8 4

 

Поскольку   1 2, R  и 1 2,   то общее решение запишем в виде (14): 

2 4
00 1 2 .

x
xy C e C e

   

б)    10 25 0.y y y  

Характеристическое уравнение: 

   2 10 25 0,  

его корни найдем по формуле корней квадратного уравнения: 
2

1,2
10 10 4 1 25 10 0

5.
2 2

    
     

Поскольку 1 2 ,R    то общее решение запишем в виде (15): 

  5
00 1 2 .xy e C C x  

в)    2 17 0.y y y  

Характеристическое уравнение: 

   2 2 17 0, 

его корни найдем по формуле корней квадратного уравнения: 

 
2

1,2

2 2 4 1 17 2 64 2 8
1 4 .

2 1 2 2
i

i
       

     


 

Получим комплексно сопряженные корни 1,2 ,a ib    где а=1, b=4. 

Решение запишем в виде (16): 

  00 1 2cos4 sin4 .xy e C x C x  

г) 1,69 0.y y   

Характеристическое уравнение: 
2 1,69 0.    

Решим его: 
2

1,2 1,21,69; 1,69; 1,3 .i        

1,2  — комплексно сопряженные корни вида 1,2 ,a ib    где а = 0, b = 1,3. Решение 

запишем в виде (16), при этом учтем, что 0 1:e  

00 1 2cos1,3 sin1,3 .y C x C x   

 

Неоднородные линейные ДУ. 

 

Линейные неоднородные ДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами имеют 
вид: 

    1 2 .y p y p y f x                                               (18) 
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Здесь  f x  — известная функция, непрерывная на некотором промежутке. 

Согласно теореме о структуре общего решения линейного неоднородного ДУ общее 

решение ДУ (18)  oнy x  есть сумма общего решения  ooy x  соответствующего одно-

родного уравнения (15) и любого частного решения  чнy x неоднородного уравнения 

(18), т. е. 

      oн oo чн .y x y x y x                                          (19) 

Рассмотрим, в каком виде можно искать частное решение  чнy x  ДУ (18), когда пра-

вая часть уравнения  f x  имеет специальный вид. 

Пусть 1  и 2  корни характеристического уравнения (13), а правая часть уравнения 

имеет вид: 

      cos sin ,x
n mf x e P x x Q x x                       (20) 

где    ,n mP x Q x  — многочлены от х степеней n и m соответственно с известными 

коэффициентами. 

Тогда частное решение чнy  следует искать в виде: 

    чн cos sin ,k x
l ly x e R x x S x x                      (21) 

где k — кратность корня  i  характеристического уравнения: 

 
  

 
 




0, если ± не является корнем;

1, если ± — однократный корень;

2, если ± — двукратный корень (этот

случай реализуется только при 0).

i

i
k

i
 

При этом    , —l lR x S x многочлены от х степени  max ,l n m  с  

некоторыми, пока неизвестными, коэффициентами. Неизвестные коэффициенты мно-

гочленов  lR x  и  lS x  находят методом неопределенных коэффициентов. 

Пример 2.3. Найти общее решение линейных неоднородных ДУ 2-го порядка с по-
стоянными коэффициентами: 

а) 4 sin4 ;y y x     б)  2 2 .xy y y e x      

Решение.  

а) 4 sin4 .y y x    

Найдем общее решение соответствующего однородного ДУ: 

4 0.y y    

Характеристическое уравнение: 

 2
1 24 0 4 0 0, 4.            

Поскольку 1 2, R    и 1 2,   то общее решение запишем в виде (17), при этом учтем, 

что 0 1:e   
4

00 1 2 .xy C C e   

Найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая часть уравнения 

  sin4 .f x x   

Сравнивая ее с видом (20)          cos sin ,x
n mf x e P x x Q x x  заключаем, что 

0, 4, 0, 0.n m     Определим параметры частного решения (21). Учитывая, 

что 0,  а 4,  получим, что  4 —i i не является корнем характеристиче-
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ского уравнения, поскольку корни 1 20, 4.     Следовательно, k = 0. Найдем 

  max 0, 0 0.l  Следовательно, порядок многочленов R и S равен 0, т. е. R0 = A, а S0 = 

B, где А и В — некоторые неизвестные пока коэффициенты. Подставив полученные 

параметры в     чн cos sin ,k x
l ly x e R x x S x x     имеем:  

 0 0
чн 0 0cos4 sin4 cos4 sin4 .y x e R x S x A x B x     

Коэффициенты А и В определим из условия, что функция учн — решение уравнения и 

поэтому должна ему удовлетворять. Найдем чнy  и чн :y  

чн

чн

4 sin4 4 cos4 ,

16 cos4 16 sin4

y A x B x

y A x B x

   

   
 

и подставим в исходное уравнение: 

16 cos4 16 sin4 16 sin4 16 cos4 sin4 .A x B x A x B x x      

Приравняем коэффициенты при sin4x  и cos4x  в правой и левой частях полученного 

равенства:  

sin4

cos4

x

x

       

      

1
16 16 1, 16 16 1, ,

32
1

16 16 0. .
32

B A A A A

A B B A B

 

Итак, чн
1 1

cos4 sin4 .
32 32

y x x   

Тогда согласно (19) общее решение неоднородного ДУ имеет вид: 

4
он 1 2

1 1
cos4 sin4 .

32 32
xy C C e x x     

б)  2 2 .xy y y e x      

Найдем общее решение соответствующего однородного ДУ: 

2 0.y y y     

Характеристическое уравнение: 
2 2 0.    

Найдем его корни по формуле (17): 

     
  


 

     

1,2

1 2

1 1 4 1 2 1 3
;

2 1 2
1 3 1 3

1, 2.
2 2

 

Поскольку 1 2, R    и 1 2,   то общее решение запишем в виде (17): 
2

00 1 2 .x xy C e C e   

Найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая часть уравнения 

   2 .xf x e x   Сравнивая ее с видом (20)          cos sin ,x
n mf x e P x x Q x x  

заключаем 1, 0, 1, 0.n m     Определим параметры частного решения (21). 

Учитывая, что 1,  а 0,  получим, что 1—i  однократный корень характе-

ристического уравнения, поскольку корни 1 21, 2.     Следовательно, k = 1. Найдем 

  max 1, 0 1.l  Следовательно, порядок многочленов R и S равен 1, т. е. 1 ,R Ax B   

а  1 ,S Cx D  где А, В, С, D — неизвестные коэффициенты. Подставляя полученные па-

раметры в     чн cos sin ,k x
l ly x e R x x S x x     имеем:  

                 1 2
чн cos0 sin0 .x x xy x e Ax B Cx D xe Ax B e Ax Bx  
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Для определения коэффициентов А и В найдем чнy  и чн :y  

   

     

   

2
чн

2
чн

2

2 ,

2 2 2

2 2 2

x x

x x x x

x x x

y e Ax Bx e Ax B

y e Ax Bx e Ax B e Ax B e A

e Ax Bx e Ax B e A

 

   

  

     

        

    

 

и подставим в исходное уравнение: 

     
     

   

  

      

     

2 2

2

2 2 2

2 2 2 .

x x x x

x x x

e Ax Bx e Ax B Ae e Ax Bx

e Ax B e Ax Bx e x
 

Разделим обе части уравнения на 0xe   и приведем подобные члены: 

      

    

3 2 2 2

6 3 2 2.

Ax B A x

Ax B A x
 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х в правой и левой частях урав-
нения: 

1

0

x

x  

1
6 1, ,

6
1 7 7

3 2 2. 3 2 2 3 .
6 3 9

A A

B A B B B

   

           
 

Итак,  2
чн

1 7
.

6 9
xy e x x    

Тогда согласно (19) общее решение неоднородного ДУ имеет вид:  

 2 2
oн 1 1

1 7
.

6 9
x x xy C e C e e x x       

 

Литература 

1. Н.С. Пискунов, Дифференциальное и интегральное исчисление. Том 1,2. 1972-
2000. 

2. А.Ф. Бермант, И.Г. Араманович. Краткий курс математического анализа для вту-
зов. Москва: “Наука”. Главная редакция физико-математической литературы, 
1973. 

3. Г.М. Берман, Сборник задач по курсу математического анализа (для втузов). 
Москва: “Наука”. 1985. 

4. П. Е. Данко, и др. Высшая математика в упражнениях и задачах: Учебное пособие 
для втузов. В 2-х ч. 1980 – ч.1, 1984 – ч.2. 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математика 

 
 

51 

 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №4 

 

1. Числовые ряды. 
Определение суммы ряда и основные свойства. Примеры геометрического и гармо-
нического рядов. Необходимый признак сходимости. 

2. Положительные ряды. 
Критерий сходимости положительных рядов. Достаточные признаки сходимости: 
первый и второй признаки сравнения, признак Даламбера, радикальный и инте-
гральный признаки Коши. 

3. Знакочередующиеся ряды. 
Понятие абсолютной и условной сходимости знакопеременных рядов. Теорема 

Лейбница о сходимости знакочередующихся рядов и следствие из этой теоремы об 
оценке остатка ряда. 

4.Степенные ряды. 
Теорема Абеля и следствие из этой теоремы о существовании для степенных рядов 
интервала сходимости. Радиус сходимости степенного ряда и его вычисление. 
Свойства степенных рядов: теоремы о непрерывности суммы степенного ряда, о 
почленном интегрировании  и почленном  дифференцировании. Логарифмический 
ряд. Ряды Тэйлора и Маклорена. Условия представимости функции ее рядом Тэйло-
ра. Единственность представления заданной функции степенным рядом. Разложе-
ние элементарных функций ex, cos x, sin x, (1+x) в степенные ряды. Применение 

степенных рядов к приближенным вычислениям. 

5. Ряды Фурье. 

Понятие тригонометрического ряда. Определение ортогональных систем функций  
и тригонометрическая система функций. Формулы Эйлера-Фурье и определение ря-

да Фурье. Достаточные условия представимости функции с периодом T=2 ее ря-
дом Фурье (теорема Дирихле). Ряд Фурье для четных и нечетных функций. Перио-

дическое продолжение функций. Ряд  Фурье в случае произвольного периода T=2  
и ряд Фурье для функции, заданной на несимметричном интервале. 

6. Основные понятия.  
Случайные события. Алгебраические операции над событиями. Множество элементар-

ных событий. 
7. Алгебра событий.  
Аксиоматическое определение вероятности события. Вероятностное пространство. 
8. Классическое определение вероятности события. 
9. Статистическое определение вероятности события. 
10. Геометрическое определение вероятности события. 
11. Задачи классической вероятности.  
Элементы комбинаторики. Комбинаторный метод вычисления вероятностей в классиче-

ской схеме. 
12. Теорема умножения. 
Определение условной вероятности. Независимость событий. 
13. Вероятности сложных событий.  
Формулы умножения вероятностей. Теоремы сложения вероятностей. 
14. Формула полной вероятности, формулы Байеса. 
15. Схема независимых испытаний Бернулли.  
Формула Бернулли. 
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16. Предельные теоремы в схеме Бернулли.  
Формулы Муавра-Лапласа и Пуассона. 

17. Случайные величины.  
Определение случайной величины. Дискретные случайные величины (ДСВ) и случайные 

величины непрерывного типа (СВНТ). 
18. Задание случайных величин.  
Закон распределения ДСВ. 

19. Числовые характеристики ДСВ.  
Математическое ожидание, дисперсия и другие моменты. Свойства математического 

ожидания и дисперсии. 
20. Примеры ДСВ. 
Гипергеометрическое распределение, биномиальное распределение, закон Пуассона. 

21. Задание СВНТ.  
Функция распределения и функция плотности вероятностей. Свойства этих функций. 

22. Числовые характеристики СВНТ. 
23. Совместное распределение нескольких случайных величин.  
Функции случайных величин и их числовые характеристики. 

24. Независимость случайных величин. 
25. Примеры непрерывных распределений.  
Равномерное, нормальное и показательное распределения. 

26. Ковариация, коэффициент корреляции. 
27. Закон больших чисел.  
Неравенство Чебышева. Теорема Чебышева. 

28. Предельные теоремы. 
Понятие о предельных теоремах. Центральная предельная теорема для суммы одинако-

во распределенных слагаемых. Теорема Ляпунова. 
29. Математическая статистика.  
Выборка и способы ее представления. Числовые характеристики выборочного распре-

деления. 
30. Точечные оценки и их свойства.  
Статистическое оценивание характеристик распределения генеральной совокупности по 

выборке. 
31. Интервальные оценки. 
Доверительный интервал, надежность и точность оценки. 

32. Доверительный интервал для центра нормального распределения при из-
вестной дисперсии. 

33. Доверительный интервал для среднего квадратичного  отклонения нор-
мального распределения. 

34. Проверка статистических гипотез.  
Критерий согласия Пирсона. 

35. Линейная регрессия.  
Элементы регрессионного анализа и метод наименьших квадратов. Характер связи и 

его оценивание по коэффициенту корреляции. 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №4 

 

Задача №1. Исследовать сходимость положительного ряда, применяя какой – 
либо из достаточных признаков сходимости (сравнения, Даламбера, радикальный 
или интегральный): 

   

 

 

     

 

 

 

 

 

 Задача №2. Найти интервал сходимости степенного ряда, исследовать его поведе-
ние на концах интервала сходимости и указать область сходимости: 
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Задача №3  (Комбинаторный метод вычисления вероятностей в классической схеме). 

 

Варианты 1, 2 

     В магазин поступило n телевизоров. Из них k имеют скрытые дефекты. Покупателю для 
выбора наудачу предложено l телевизоров. Какова вероятность того, что все предложенные 
покупателю изделия  не содержат дефектов? 

     1.       n=30,      k=3,       l=2. 

     2.       n=20,      k=2,       l=3. 

 

Варианты 3,4 

     Из партии, содержащей n  изделий, среди которых  k бракованных, наудачу извлекают m 
изделий для контроля. Найти вероятности следующих событий: А={в полученной выборке ровно l  
бракованных изделий}, B={в полученной выборке нет бракованных изделий}. 

     3.       n=10,      k=3,       l=1,   m=4. 

     4.       n=12,     k=3,       l=2,    m=5 

 

Варианты 5,6 

     Имеются два ящика с деталями. В первом n деталей, из них m годных. Во втором ящике N 
изделий, из них M годных. Сборщик наудачу выбрал по одной детали из каждого ящика. Найти 
вероятность того, что обе выбранные детали годные. Какова вероятность того, что обе выбран-
ные детали бракованные? 

     5.       n=12,     m=8,      N=8,      M=7. 

     6.      n=14,     m=10,     N=6,     M=4. 
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Варианты 7,8 

     Группа, состоящая из 8 человек, занимает места с одной стороны прямоугольного стола. 
Найти вероятность того, что два определенных лица окажутся рядом, если: 

     7.     число мест равно 8. 

     8.     число мест равно 12. 

 

Варианты 9,10 

     Из урны, содержащей m+n шаров, из которых m белых и n черных, на удачу отбирают k 
шаров и откладывают в сторону. Найти вероятности следующих событий: A={все отложенные 
шары белые}, B={среди отложенных шаров ровно l белых}. 

     9.        m=10,     n=6,      k=5,      l=3. 

     10.      m=8,      n=12,     k=6,     l=4.                               

                                      

Задача № 4 (Вероятности сложных событий и применение теорем сложения и умножения) 

 

     Электрическая цепь прибора составлена по схеме, приведенной на рисунке Вашего варианта. 
Событие Ak={k-ый элемент вышел из строя}. k=1,2,…,6. Отказы элементов являются независимы-

ми в совокупности событиями. Известна надежность ( )k kp P A k-го элемента (соответственно 

1k kq p    - вероятность отказа). Событие B={разрыв цепи}. Выразить событие B в алгебре 

событий Ak. Найти вероятность отказа прибора и вероятность надежности схемы. p1=p2=0.9, 
p3=p4=0.8, p5=p6=0.85. 

Вариант 1 
 
        
 
 
 
 
 
 

 
   Вариант 2 

 
 
 
 
 
 
 
 

   Вариант 3 
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   Вариант 4 
 
 
 

    Вариант 5 
 
 
 
 
 
Вариант 6 
 
 
 

                                               
 
 
 
 Вариант 7 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   Вариант 8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 Вариант 9 
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Вариант 10 
 
 
 
 
 
 
 
Задача № 5 (Формула полной вероятности и формула Байеса) 
 

Варианты № 1, 2 

      В сборочный цех поступает некоторая деталь с трёх станков-автоматов. Сре-

ди изделий первой линии 1m %  стандартных, у второй линии 2m %, 3m  %  - у третьей 

линии. Объём продукции  первой линии 1n %,  второй линии 2n %. Определить веро-

ятность того, что наудачу взятая сборщиком деталь окажется бракованной. Опреде-
лить вероятность того, что деталь изготовлена на третьей линии, если оказалось, что 
она бракованная. 

     1.             1m =98% ,  2m =95% , 3m =92% ,  1n =40% ,  2n =30%. 

     2.           1m =97%,   2m =96%,   3m =95% ,  1n =45% ,   2n =35%. 

Варианты № 3, 4 

     В тире имеется три вида винтовок: 1n - первого типа, 2n   - второго типа, 3n  -

третьего типа. Вероятность попадания в цель из винтовок первого типа 1p , второго 

типа 2p , третьего типа 3p . После выстрела из винтовки, выбранной наудачу, цель 

была поражена. Какова вероятность того, что выстрел был сделан из винтовки треть-
его типа? 

     3.      1n =3,     2n =4,    3n =3,      1p  =0.9,      2p =0.85,      3p  =0.65. 

    4.       1n =1,     2n =3,     3n =5,      1p  =0.65,    2p =0.7,       3p  =0.75. 

                 

Варианты № 5,6 

       В магазин поступают телевизоры с трёх заводов. С первого завода поступа-
ет 1m  % телевизоров со скрытыми дефектами, 2m %  со второго завода и 3m %  с тре-

тьего завода. Какова вероятность того, что в магазин привезут исправный телевизор, 
если известно, что с первого завода поступило телевизоров 1n , со второго 2n , с тре-

тьего 3n ? 

      5.      1m =10%,      2m =5%,      3m =6%,      1n =3,   2n  =3,      3n =4. 

      6.      1m =15%,       2m =10%,    3m =15%,     1n =5,    2n =3,      3n =2. 

 

Варианты №  7,8 

     В ящике n теннисных мячей. Из них игранных m. Для первой игры наудачу 
взяли два мяча и после игры их положили обратно. Для второй игры также наудачу 
взяли два мяча. Какова вероятность того, что вторая игра будет проводиться новыми 
мячами?                              
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     7.              n=10,               m=2. 
     8.              n=12,               m=4.                                                                        
 

Варианты № 9,10 

 
Три стрелка произвели по выстрелу в одну и ту же мишень. Вероятность попада-

ния у них соответственно р1,  р2,  р3. В мишени оказались две пробоины. Определите 
вероятность промаха n-го стрелка. 

      9.              р1 =0.5,       р2=0.7,      р3 =0.9,        n=1. 
     10.             р1 =0.6,       р2=0.8,      р3 =0.9,        n=2. 
 
 
 
Задача №6  Дискретные случайные величины. 
 
Составить закон распределения дискретной случайной величины Х. Записать 

функцию распределения, построить её график. Вычислить числовые характеристики 

М(Х), D(Х), (Х)). 
 

Варианты №1,2,3,4 

     Х-число отказавших элементов в одном опыте с устройством, состоящим из n 
независимо работающих элементов. Вероятность отказа  каждого элемента р. 

      1.           n=3,      p=0.1. 
      2.         n=4,     p=0.15. 
      3.         n=3,     p=0.15. 
      4.         n=4,     p=0.2. 
 

Варианты №5,6,7 

     В партии k% бракованных изделий. Наудачу отобрано n изделий. Х- число 
бракованных изделий среди отобранных.  Дискретная случайная величина Х распре-
делена по биномиальному закону: 

     5.              k=15%,       n=4.   
     6.              k=10%,       n=5. 
     7.              k=20%,       n=3.   
 

Варианты №8,9,10 

     В партии из n деталей имеется m стандартных. Наудачу отобрали k деталей. 
Х-число стандартных деталей среди отобранных. 

      8.             n=10,        m=8,          k=3. 
      9.             n=9,          m=7,          k=3. 
      10.           n=12,        m=10,        k=3. 
 
Задача № 7 (Выборка, выборочные характеристики) 
     Из изучаемой налоговыми органами обширной группы населения случайным 

образом отобраны 10 человек и собраны сведения об их доходах за истекший год в 
тысячах рублей: х1, х2,…, х10. Найти выборочное среднее, исправленную выбороч-
ную дисперсию. Считая распределение доходов в группе нормальным и принимая в 
качестве его параметров выборочные характеристики, определить, какой процент 
населения имеет годовой доход, превышающий 70 тыс. рублей. 
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№ 
вар 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 

1 50 40 60 80 40 50 60 120 70 50 

2 45 65 85 45 55 65 95 75 65 55 

3 80 70 60 50 70 90 50 60 70 100 

4 65 55 45 65 85 55 45 65 100 80 

5 50 60 70 100 80 70 60 50 70 90 

6 100 40 80 90 50 60 80 70 70 50 

7 100 50 80 90 100 130 55 60 100 80 

8 70 40 45 90 110 60 50 40 110 90 

9 80 110 90 80 70 60 60 50 65 50 

10 90 40 60 40 80 65 90 70 50 60 

 
 

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ И ОБРАЗЦЫ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ 

 
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ РЯДОВ 

 
     1. Понятие числового ряда. Необходимый признак сходимости.              

Определение. Бесконечная сумма членов числовой последовательности {un} 
называется числовым рядом:  

Здесь un ( n=1, 2, 3, … ) – n-ый член ряда. 

     Сумма конечного числа  n первых членов ряда  
1

n

n k

k

S u


   называется n-ой ча-

стичной суммой ряда. 

Если существует конечный предел последовательности {Sn} частичных сумм 

lim n
n

S S


 , 

то этот предел называется суммой ряда, а сам ряд  называется  сходящимся. 
Если конечный предел частичных сумм не существует,  то ряд называется расхо-
дящимся. 

     Необходимый признак сходимости ряда: если ряд 
1

n

n

u




   сходится, то общий 

член ряда стремится к нулю: lim 0n
n

u


 . 

Ряд может сходиться лишь в том случае, когда его общий член un при n являет-
ся бесконечно малой величиной.  

     Если необходимое условие сходимости ряда не выполнено: lim un  0, либо пре-
дел не  

                                                                                                          n 

существует, то ряд расходится (достаточный признак расходимости рядов). 







1
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n
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     Пример 1. Найти общий член ряда 

 

 Доказать ,что этот ряд расходится. 

     Решение. Последовательно рассмотрим члены ряда: 

 

Подмечая закономерность, можно видеть, что общий член ряда выражается фор-

мулой 

Представим общий член ряда в виде 

Ясно, что при  n  un  , поскольку все сомножители-дроби, кроме первых 

трех, больше  1. 

Отсюда следует lim 0n
n

u


 ,  необходимое условие сходимости не выполнено,  ряд 

расходится. 

                                        

     2. Положительные ряды. 

     Для исследования сходимости положительных рядов (т.е. рядов с неотрица-

тельными членами: un) применяют достаточные признаки сходимости рядов. 
Среди них наиболее часто используют признаки сравнения, Даламбера, радикаль-
ный и интегральный признаки Коши  

(Табл. 1). 

     Пример 2.  Исследовать сходимость  ряда 

 

     Решение.  Применим  первый признак сравнения. В качестве «эталонного» ря-
да возьмем обобщенный гармонический ряд 
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Показатель степени  гармонического ряда  p=4/5,  поэтому «эталонный» ряд 

расходящийся.  Члены исходного ряда для всех n превосходят соответствующие 

члены «эталонного» ряда: 

Применяя первый признак сравнения, получаем, поскольку расходится  «меньший» 
эталонный ряд, то расходится и «больший» исходный ряд. 

     Пример 3. Исследовать сходимость ряда 

Решение. Преобразуем общий член исходного ряда 

Исходный ряд сравним с “эталонным” рядом 

Это “геометрический ряд, он сходится, т.к. знаменатель прогрессии q=2/3<1. По-
скольку 

конечное число, отличное от 0, то в силу второго признака сравнения заключаем, 
что исходный ряд сходится. 

 

 

     Пример 4.  Исследовать сходимость ряда 

Решение.  Применим признак Даламбера. Записываем n-ый  член ря-

да:
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     Пример 5. Исследовать сходимость ряда 

Решение. Здесь удобно применить радикальный признак Коши:  

Следовательно, ряд сходится. Подчеркнем, здесь использовали известный  « вто-
рой замечательный» предел 

     Пример 6. Исследовать сходимость ряда 

Решение. Рассмотрим функцию  

Она при x2 положительная, непрерывная и монотонно убывает. (Заметим, что эта 
функция получается из выражения общего члена  ряда при замене  n  на  x). Мож-

но применять  интегральный признак. Исследуем  сходимость несобственного инте-
грала: 

Из интегрального признака заключаем, поскольку несобственный интеграл сходит-
ся, то сходится и исследуемый ряд. 

 

     3. Знакочередующиеся ряды. 

     Ряд, составленный из положительных и отрицательных членов (знакоперемен-
ный ряд) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный 
из абсолютных величин его членов. Если же знакопеременный ряд сходится, а ряд, 
составленный из модулей его членов, расходится, тогда знакопеременный ряд 
называется условно (неабсолютно) сходящимся. 
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     Рассмотрим далее числовые ряды, любые два соседние члены которых имеют 
противоположные знаки (знакочередующиеся ряды): 

 

Исследование сходимости знакочередующихся рядов можно начинать с проверки 
абсолютной сходимости. Если ряд, составленный из абсолютных величин, сходится, 
то и сам знакопеременный ряд сходится. Если же окажется, что данный знакочере-
дующийся ряд не обладает абсолютной сходимостью, то исследование продолжают 
с помощью признака Лейбница: 

     Теорема Лейбница. Если  члены знакочередующегося ряда монотонно убы-

вают по абсолютной величине  и стремятся к нулю при n  , то ряд сходится. Его 
сумма имеет знак первого члена, абсолютное значение этой суммы не превышает  
абсолютное значение первого из членов. 

     Важное значение имеет следствие из  теоремы Лейбница: для сходящегося  

знакочередующегося ряда абсолютная ошибка приближенного равенства S  Sn  

(абсолютная величина остатка ряда) не превосходит модуль первого из отбро-
шенных членов: 

     Пример 7. Исследовать сходимость ряда 

Решение. Данный ряд знакочередующийся, т.к.  

Исходный ряд можно переписать в виде 

Рассмотрим сначала ряд , составленный из абсолютных величин исходного ряда: 

 

 

Сравним его с гармоническим рядом  1+1/2+1/3+…+1/n+…, о котором известно, 
что он расходится. Так как 

то по второму признаку сравнения заключаем, что ряд из модулей расходится и, 
следовательно, исходный ряд абсолютно  не сходится. Продолжим исследование с 
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помощью признака  Лейбница: члены исходного ряда удовлетворяют  условиям 1) 
монотонного убывания абсолютных величин членов ряда; 2) общий член ряда 

стремится к нулю. В самом деле, в промежутке  [0, /2] функция y = tg x монотонно 
возрастает, а при n = 1, 2, … выполняются неравенства 

Окончательно заключаем, исходный ряд сходится условно. 

 

     4.Степенные ряды.  

Степенным рядом называется функциональный ряд вида: 

где множители при степенях (x–x0) – коэффициенты ряда, число x0 – центр ин-
тервала сходимости.  При частном значении  переменной x  степенной ряд стано-
вится числовым. Сходимость степенного ряда зависит от величины x. Из теоремы 
Абеля для степенных рядов следует, что  область сходимости всякого степенного 
ряда – некоторый интервал (x0–R, x0+R), называемый интервалом сходимости. 
Во всех точках этого интервала степенной ряд сходится и притом абсолютно, вне 
интервала – ряд расходится. На границе интервала различные степенные ряды ве-
дут себя по-разному. Число R – половина длины интервала сходимости – радиус 
сходимости. Если степенной ряд сходится лишь в одной точке, то радиус R = 0. 
Если ряд сходится при любом x, то R = .  Радиус сходимости степенного ряда 

можно найти по формуле: 

 

 

если соответствующие пределы существуют – конечные или бесконечные. При этом 

R = 0, если L = 0 и R = , если L = 0. 

     Пример 8. Найти область сходимости степенного ряда  

Решение. В развернутом виде ряд выглядит следующим образом 

 

Коэффициенты ряда: 
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Заключаем, что интервал сходимости (-1/3, 1/3). 

     Исследуем далее сходимость степенного ряда в граничных точках интервала: 

     а) при x=1/3 получим числовой положительный ряд: 

Этот ряд расходится, что видно из сравнения его с гармоническим рядом. 

     б) при x= -1/3 получим знакочередующийся ряд: 

Члены этого ряда удовлетворяют условиям теоремы Лейбница: 

Знакочередующийся ряд сходится, т.е. при X = -1/3  степенной ряд сходится и 
окончательно область сходимости степенного ряда определяется неравенствами –
1/3  X   1/3. 

     При решении примеров на применение степенных разложений к приближенным вы-
числениям (задача5) следует использовать известные формулы разложения элементарных 
функций в ряды Маклорена. Они помещены в таблице 2. Заметим, что важную роль здесь 
выполняет следствие из теоремы Лейбница: для сходящегося знакочередующегося ряда 
остаток по абсолютной величине не превосходит первого из отброшенных членов. Опира-
ясь на это следствие легко установить, сколько членов ряда нужно просуммировать, что-
бы получить результат с заданной  точностью. Разумеется, все расчеты надо проводить в 
рамках этой точности. 

          Пример 9. С точностью до  = 0.0001 вычислить exp(-0.1). 

Решение. Используем разложение (табл. 2) 

Полагая x= -0.1, имеем 

Получили знакочередующийся ряд. Величина его остатка по абсолютной величине 
не превосходит первого из отброшенных  членов. Возьмем 4 члена ряда, тогда по-
грешность не превышает величины 0.0000042, т.е. 
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Каждое из оставленных четырех слагаемых учитываем, удерживая 5 цифр после 
запятой. При этом, округляя, в ответе будем иметь 4 верных десятичных знака: 
exp(-0.1)= 0.9048. 

     Пример 10. С точностью до  = 0.0001 вычислить интеграл 

Решение. Интеграл вычислим, разлагая подынтегральную функцию в степенной 
ряд. При этом воспользуемся формулой (табл. 2): 

Имеем 

Степенной ряд можно почленно интегрировать и почленно дифференцировать лю-
бое число раз, при этом радиус сходимости не меняется (основное свойство сте-
пенных рядов). Выполняя почленно интегрирование, имеем 

Получился знакочередующийся ряд, причем |R3|  1/15120 0.00007  . Поэтому с 

заданной точностью имеем 

 

         5. Ряды Фурье. 

Функциональный ряд вида 

где l >0, an, bn – постоянные, называется тригонометрическим рядом. Все члены 
тригонометрического ряда и его сумма, если она существует, являются периодиче-
скими функциями от  x с периодом T=2l. 

     Рядом Фурье для функции  f(x) в интервале (-l, l) называется тригонометриче-
ский ряд, у которого коэффициенты an, bn вычисляются по формулам Эйлера-
Фурье: 
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Обозначают 

Достаточные условия, при выполнении которых данную функцию f(x) можно раз-
ложить в ряд Фурье, сформулированы в следующей теореме. Теорема Дирихле: 
если в интервале (-l, l) функция f(x), для которой  существуют предельные значе-
ния f(-l+0) и f(l-0) , непрерывна всюду, кроме, быть может, конечного числа точек 
разрыва первого рода, и имеет конечное число точек экстремума (либо не имеет их 
совсем), то соответствующий ей ряд  Фурье сходится. Сумма этого ряда равна 1) 
f(x) в тех точках  х интервала, в которых  функция непрерывна; 2) полусумме одно-
сторонних пределов функции слева и справа ½[f(xk-0)+f(xk+0)] во всех точках 
разрыва xk; 3) ½[f(-l+0)+f(l-0)] на концах интервала.  

     Для четной функции все коэффициенты bn = 0  и соответствующий ряд Фурье 
не содержит синусов: 

Для нечетной функции f(x) все коэффициенты an = 0 и соответствующий ряд 
Фурье содержит только синусы: 

     Функцию f(x), заданную в промежутке (0, l) можно произвольно продолжить в 
интервал (-l, 0) и поэтому она представима различными рядами Фурье. Так, при 
четном доопределении  f(x) в  интервале (-l, 0),  получаем ряд по косинусам, при 
нечетном – ряд по синусам.  Однако, все эти ряды на основном интервале (0, l)  
сходятся именно к  f(x) (разумеется,  при выполнении условий представления 
функции ее рядом Фурье). Если в интервале задания  (0, l) функция f(x) непрерыв-
на, то при четном ее продолжении кривая, представляющая 2l – периодическую  
функцию, не имеет разрывов. 

     При разложении в ряд Фурье функция f(x) может быть задана на произвольном 
(не обязательно симметричном) интервале (a, a+2l). В этом случае коэффициенты 
an, bn вычисляются по формулам с другими пределами интегрирования: 

 

 

     Если  функция f(x)  определена несколькими различными формулами на 
разных участках интервала, то при вычислении  коэффициентов ряда Фурье 
учитывается  свойство аддитивности определенного интеграла. 
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Пример 11. Функция f(x) определена в интервале (0,π) графиком 

                             

 

Найти выражение заданной функции в виде ряда Фурье по косинусам. 

Решение. 1) Составим аналитическое выражение функции f(x) на отрезке (0, 
π): 

1) Так как  требуется разложить f(x) в ряд по косинусам, то в соседний интервал (-π, 
0) ее продолжим четным образом. Полупериод в данном случае определяется ве-
личиной l = π. Ряд Фурье приобретает вид: 

 График функции f(x) c ее четным продолжением в интервал (-π, 0) последующим 
2π – периодическим  продолжением  выглядит следующим образом: 

 

 

2) Вычислим коэффициенты ряда Фурье: 
 

 

 

Остальные коэффициенты найдем, интегрируя по частям первый из интегралов:  
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4) Поскольку функция f(x) удовлетворяет всем трем условиям теоремы Дирихле, то 
она представима рядом Фурье. В силу непрерывности периодического продолже-
ния f(x) ряд Фурье  сходится к самой функции f(x) в каждой точке x. Используя 
найденные значения коэффициентов ряда, получим искомое разложение: 

 

5) Поскольку функция, получившаяся при четном продолжении f(x) в точке х = 0 
непрерывна, то сумма ряда Фурье принимает значение 0. 

     Ниже в таблицах 1 и 2 помещены некоторые справочные сведения, необходи-
мые при решении задач контрольной работы №9. 

     Примечание. Из трех признаков (Даламбера, радикальный и интегральный)  
наиболее сильным является интегральный признак. Возможности радикального 
признака и признака Даламбера примерно равны. 
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Таблица 1. Достаточные признаки сходимости положительных рядов 

 

Название                      

признака 
Формулировка признака Примечание 

1. Первый 

признак срав-
нения 

Пусть сравниваются два положительных ряда 

Σun и Σvn . Если для всех n, начиная с некото-

рого N, выполняются неравенства unvn, то из 

сходимости «большего» ряда vn следует схо-

димость «меньшего» ряда un; если расходится 

«меньший» ряд  un,, то расходится также 

«больший» ряд vn.   

При сравнении могут полезны-
ми оказаться известные нера-

венства: sin      tg , если 

0    /2 

ln  n  n, если  n   2 

 

2.Второй при-

знак сравне-
ния 

Если существует конечный отличный от нуля 
предел 

                   

,lim
n

n

n v

u


 

 то ряды  

                  un  ,    vn   

одновременно сходятся, либо расходятся. 

В качестве эталонного ряда 
часто используют обобщен-

ный гармонический ряд  

(1/np) который сходится при 

p1, а расходится при p1, а 

также “геометрический”  ряд     

qn , который сходится при  

q1. 

 

3. Признак Да-
ламбера 

Если для положительного ряда   un существу-

ет конечный предел 

                              

,lim 1

n

n

n u

u
D 




 

 тогда при  D ряд сходится, а  при  D - рас-

ходится. 

 

 

В случае D = 1 признак «не 

работает»; нужен другой, бо-

лее сильный признак. 

4. Радикаль-
ный признак 

Коши 

Если для положительного ряда un существует 

конечный предел  

                          

n
n

n
uK ;lim




 

 

то при K1 ряд сходится, а при  K1 – расхо-

дится. 

Если K = 1, нужен другой при-
знак 

5. Интеграль-
ный признак 

Коши 

Пусть при  х   f(x) -  непрерывная монотонно 

убывающая положительная функция, а члены 
ряда 




1n

nu

 

являются значениями этой функции  натураль-

ного аргумента: un=f(n). Тогда ряд сходится, 

если сходится несобственный интеграл 




1

;)( dxxf

 

Если интеграл расходится, то и ряд расходится. 

 

Интегральный признак удобно 

применять к исследованию  

положительных рядов, для ко-
торых признаки Даламбера или 

радикальный не приводят к 
цели, а несобственный инте-

грал  легко исследовать на 
сходимость 
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Таблица 2.Разложения элементарных функций в степенные ряды 

 

Функция Ряд Маклорена функции 
Область сходимо-

сти 

xe  ...
!

...
!3!2

1
32


n

xxx
x

n

 
 << x  
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12
1
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)!2(
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arctgx   
3 5 2 1
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n n
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ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

 

1. Элементы комбинаторики  Размещениями m из n  элементов называются m - элемент-
ные подмножества множества Е={a1,a2,…,an}, различающиеся либо набором элементов, 
либо порядком их следования. Общее число таких различных комбинаций обозначается 

символом  
m

nA . 

     Перестановками называются размещения из n по n элементов. Общее число перестано-

вок обозначают символом 
nP . 

Сочетаниями из n по m элементов называются  m- элементные подмножества множе-
ства Е={a1,a2,…,an}, имеющие различный состав элементов. Два сочетания  считаются 
различными, если хотя бы один элемент входит в одну комбинацию, но не входит в дру-

гую. Общее число различных сочетаний обозначают символом 
m

nC . 

Число размещений, перестановок и сочетаний определяются  формулами:  

   
! !

, !,
! ! !

m m

n n n

n n
A P n C

n m m n m
  

 
 

2. Классическое определение вероятности 

 

 
m

P A
n

 ,  где n – общее число элементарных событий (исходов, которые в данном опыте 

образуют конечную полную группу      равновозможных попарно несовместных событий), m 
– число элементарных событий, благоприятствующих наступлению события  А.                 

3. Геометрическое определение вероятности  

      
 
 

мера A
P A

мера



.  Вероятность попадания точки в какую либо часть А области Ω про-

порциональна мере (длине, площади, объему и т.д.) этой части и не зависит от ее распо-
ложения и формы. 

4.  Основные свойства вероятности 

     Вероятность любого события  А  - число, заключенное между 0 и 1. Вероятность невоз-
можного события равна 0. Вероятность достоверного события равна 1. 

     Сумма вероятностей противоположных событий равна 1: 

    1P A P A   

Вероятность появления одного из двух несовместных событий равна сумме вероятно-
стей этих событий: 

     P A B P A P B    

Для любых двух событий A и B имеет место формула (теорема сложения для произ-
вольных событий): 

       P A B P A P B P AB    . 
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Для полной группы несовместных событий  
1 2, , ..., nA A A  

     1 2 ... 1nP A P A P A     

Вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности одного из 
них на условную вероятность другого, вычисленную при условии, что первое имело место:                  

                     P AB P A P B A       - теорема умножения. 

Если события  А и В – независимые, то 

                     P AB P A P B         - теорема умножения. 

5. Формула полной вероятности. Формулы Байеса 

Если известно, что событие А может произойти с одним из событий 
1 2, , ..., nH H H  

(гипотез), образующих полную группу попарно несовместных событий, то вероятность со-
бытия А определяется по формуле полной вероятности: 

     
1

n

i i

i

P A P H P A H


   

Вероятности гипотез после того как имело место событие  А   переоценивают по фор-
мулам Байеса: 

 
   

   
1

, 1,2,..., .i i

i n

i i

i

P H P A H
P H A i n

P H P A H



 


 

 

6.  Если производится n независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления 
события А одна и та же  и  равна  p  (вероятность «успеха»), то вероятность того, что  в 
этих  n  испытаниях событие А наступит ровно k раз,  выражается формулой Бернулли: 

   1
n kk k

n nP k C p p


   

Число k0 называется наивероятнейшим  числом наступления события А  

в n испытаниях по схеме Бернулли, если значение   nP k  при   
0k k  

не меньше остальных значений. Число 
0k   можно найти из двойного неравенства: 

01np p k np p     . 

7. Предельные теоремы в схеме Бернулли 

         Теорема 1 (Локальная теорема Лапласа). При больших n            

     
2 21 1

, ,
2

x

n

k np
P k x где x e x

npq npq
 



 
    

 

     Теорема 2 (Интегральная теорема Лапласа). При больших n вероятность того , что в 

серии испытаний событие  А появится от 1k  до  
2k  раз, выражается приближенной фор-

мулой: 
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            1 2 2 1 , , 1i
n i

k np
P k k k x x где x q p

npq


       , 

 
2 2

0

1

2

x

tx e dt


    - функция Лапласа. 

     Теорема 3 (Закон «редких» явлений Пуассона). При 1n ?  и малых p, если среднее 

число успехов ,np const   , имеет место приближенная формула 

 
!

k

nP k e
k

  . 

                    

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ ПО 
РАЗДЕЛУ «ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ» 

 

Пример 1. В ящике находится 10 деталей. Из них 3 дефектные. Наудачу ото-

браны 3 детали. Какова вероятность того, что: 

а) все детали дефектные (событие А); 

б) только одна деталь дефектная (событие В); 

в) все три детали годные (событие С); 

г) хотя бы одна деталь дефектная (событие D). 

Решение.  Используем классическое определение вероятности. 

а) Событие А = {выбранные три детали дефектные}; 

N

M
AP )(  

Элементарное событие в данной задаче - комбинация (сочетание) из трех дета-

лей. 3

10CN  - общее число способов выбрать 3  детали из имеющихся 10 деталей. 

1M  (имеется всего один вариант выбора 3 дефектных деталей) 

120

1

!10

!3!7

!3)!310(

!10

11
)(

3

10









C

AP . 

б) Событие В = {из трех выбранных деталей 1 деталь дефектная, две детали 

без дефекта}; 

N

M
BP )( , 
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20 600

y

x

20

60

где 2

7

1

3 CCM   - количество вариантов, благоприятствующих появлению события 

В, при которых 1 дефектная деталь выбирается из группы 3 дефектных и 2 безде-

фектные детали выбираются из группы 7 бездефектных деталей 3

10CN   

Следовательно, 
45

7

!3!7

!10
!2!5

!7

!1!2

!3

)(
3

10

2

7

1

3 










C

CC
BP . 

в) Событие С = {выбранные три детали бездефектные} 

24

7

!3!7

!10
!3!4

!7

)(
3

10

3

7 




C

C
CP . 

г) Событие D = {хотя бы одна из трех выбранных деталей бездефектная}. Рас-

смотрим противоположное событие D . 

CD  = { среди трех выбранных деталей нет дефектных}. Так как 

)(1)( DPDP  , то 
24

17

24

7
1)(1)(  CPDP . 

Пример 2. Два студента (Петров и Иванов) договорились о встрече в опреде-

ленном месте между 12.00 и 13.00 часами. Пришедший первым до истечения часа 

ждет второго в течение 20 минут, после чего уходит. Построить множество элемен-

тарных исходов   по описанию эксперимента и подмножество, соответствующее со-

бытию А = {встреча состоится}. Найти вероятность этого события. 

Решение. Используем геометрическое определение вероятности. Наблюдае-

мый результат- пара координат (х, у), где х - время прихода Петрова, а у – время 

прихода Иванова.  Время исчисляется в минутах, начиная с 12.00 часов 

 

 

 

 

 

 

 

 

{( , ) : 0 60,0 60}x y x x     . Точки (х,у)  заполняют квадрат стороной 60. 

Встреча состоится, если 20y x   (пришедший первым ждет не более 20 минут). Не-

равенство с модулем заменим двойным неравенством 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математика 

 
 

76 

20 20y x     

20

20

y x

y x

 


  , 20 20x y x    . 

Решения неравенства 20y x   - это точки нижней полуплоскости, ограничен-

ной прямой 20y x  .  

Совокупность решений неравенства 20y x   образует верхнюю полуплоскость 

с границей 20y x  . 

Решения системы неравенств – это точки области, полученной пересечением 

полуплоскостей. Т.к. 0 60x  , 0 60y  , то точки, когда состоится встреча, заполня-

ют фигуру А (показана штриховкой). Используем геометрическое определение веро-

ятности: 

.
( )

.

пл А
P A

пл



. 

Площадь фигуры 
2

2 (60 20)
. 2 60 2 3600 1600 2000

2
A пл S


        . Здесь S - 

площадь не заштрихованных треугольников. 

2000 5
( ) .

3600 9
P A    

Пример 3. Электрическая цепь прибора составлена по схеме, приведенной на 

рисунке. Отказы элементов являются независимыми и совоку4пными событиями. Из-

вестна надежность pk  k- го элемента p1=p2=0.7; p3=0.8; p4=0.9. Найти вероятность 

надежности схемы P(A). 

 

Решение. Разобьем схему на блоки, состоящие из последовательных соедине-

ний. Блок I состоит из элемента 1 .  

Блок II состоит из параллельного соединения элементов 2 и 3.  

Блок III – из элемента 4. 

Вероятность того, что схема работает, равна P(A)=PI·PII·PIII.  

PI – вероятность того, что I блок исправен. 

PII·- вероятность того, что II блок исправен. 

PIII - вероятность того, что III блок исправен. 
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PI =p1 

Вероятность того, что II блок исправен: 2 31IIP q q   

Вероятность того, что III блок исправен: 4IIIP p  

Искомая вероятность что цепь сработает:  

1 2 3 4( ) (1 ) 0,7 (1 0,3 0,2) 0,9 0,5922P A p q q p         

Пример 4. В ящике лежат 20 теннисных мячей, в том числе 15 новых и 5 иг-

ранных. Для игры наудачу выбираются два мяча и после игры возвращаются обратно. 

Затем для второй игры также наудачу извлекается ещё 2 мяча. Какова вероятность 

того, что вторая игра будет проводиться новыми мячами? 

Решение. Рассмотрим предположения (гипотезы): 

Н1={на первую игру выбирают два новых мяча}. 

Н2={на первую игру выбирают один новый мяч, и один игранный}. 

Н3={на первую игру выбирают два игранных мяча}. 

Вероятности гипотез соответственно равны: 

38

21

!2!18

!20
!2!13

!15

)(
2

20

2

15
1 




C

C
HР , 

38

15
)(

2

20

1

5

1

15
2 




C

CC
HР , 

38

2

!2!18

!20
!2!3

!5

)(
2

20

1

5
3 




C

C
HР . 

Проверка: 1)(  iHp  - выполняется: 1
38

2

38

15

38

21
 . 

Пусть, событие А = {вторая игра проводится двумя новыми мячами}. Тогда 

условные вероятности следующие: 

95

39

!2!18

!20
!2!11

!13

)(
2

20

2

13
1 




C

C
HAР , 

190

91

!2!18

!20
!2!12

!14

)(
2

20

2

14
2 




C

C
HAР , .

38

21
)(

2

20

2

15
3 

C

C
HAР  

Вероятность события А найдем по формуле полной вероятности: 

.4450138,0
38

21

19

1

190

91

38

15

95

39

38

21
)( AР  

 

Пример 5. а) На грядке высажено 8 луковиц определенного сорта тюльпанов. 

Всхожесть луковиц 80%. Какова вероятность, что взойдет не менее 5, но не более 7 

растений. 

Решение. Событие А = {взойдет  отдельный тюльпан}. 

Событие В = {взойдет  от 5 до 7 растений}. 

Пусть событие В5={взойдет ровно 5 тюльпанов}, событие В6= {взойдет ровно 6 

тюльпанов}, событие В7 ={взойдет ровно 7 тюльпанов}. 
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Вероятность события kB ,  состоящего в том, что событие А произойдет ровно k  

раз при  n  независимых испытаниях, рассчитывается по формуле Бернулли: 

knkk

nnk qpCkPBР  )()( , где pq 1 . 

В частности, 

   
5 3

5

5 8 8

4 1
5 0,147

5 5
P B P C

   
     

   
, 

   
6 2

6

6 8 8

4 1
6 0,294

5 5
P B P C

   
     

   
, 

   
7 1

7

7 8 8

4 1
7 0,335

5 5
P B P C

   
     

   
. 

 В данном случае имеем 765 BBBВ  . По теореме сложения для несовместных 

событий получаем 

5 6 7( ) ( ) ( ) ( ) 0,147 0,294 0,335 0,776P B P B P B P B       . 

в) Посажено 100 луковиц. Вероятность всхода 80%. Какова вероятность, что 

взойдут не менее 75, но не более 90. 

Решение. Испытания проводятся по схеме Бернулли. Если число испытаний n 

велико, то используют интегральную теорему Лапласа: 

)()()( 1221 xxkkkPn  , где )(x - функция Лапласа, значение которой бе-

рем из таблицы. 

npq

npk
x i

i


 , )2,1( i . 

По условию n=100, p=0,8, q=0,2, k1=75, k2=90. Следовательно, 

.5,2
4

10

2,08,0100

8,0100902
2 









npq

npk
x  

.25,1
4

5

2,08,0100

8,0100751
1 









npq

npk
x  

Имеем: 

.8882,0)3944,0(4938,0)25,1()5,2()9075(100  kP  (Здесь учтено, что 

функция Лапласа нечетная )()( xx  ). 

Пример 6. Составить закон распределения дискретной случайной величины 

(ДСВ)  Х - оценки, полученной на экзамене наугад выбранным студентом. Известно, 

что в группе из 20 человек 2 студента получили оценку – «2», 6 студентов – «3», 10 
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студентов – «4» и 2 студента – «5». Построить график функции распределения. Вы-

числить числовые характеристики ).(),(),( XXDXM   

Решение: ДСВ Х -отметка студента, которая может принять значения 2; 3; 4 

или 5. Вероятность события {X=2} равна P(X=2)=p1=2/20, (число двоек - 2, а общее 

число студентов 20). Вероятности других возможных значений равны: 

2

6
( 3)

20
P X p   , 

3

10
( 4)

20
P X p   , 

4

2
( 5)

20
P X p   . 

Следовательно, закон распределения ДСВ имеет вид: 

X  2 3 4 5 

P  0,1 0,3 0,5 0,1 

Контроль: 0,1+0,3+0,5+0,1=1 

Найдем числовые характеристики данной случайной величины. Математическое 

ожидание: 

1

( ) 2 0,1 3 0,3 4 0,5 5 0,1 0,2 0,9 2 0,5 3,6
n

i i

i

M X x p


              . 

Дисперсия:  

2 2 2

1

2 2

( ) ( ( )) . (2 3,6) 0,1 (3 3,6) 0,3

(4 3,6) 0,5 (5 3,6) 0,1

2,56 0,1 0,36 0,3 0,16 0,5 1,96 0,1 0,64

n

i i

i

D X x M X p


         

      

        



 

Среднее квадратическое отклонение: 

.8,064,0)()(  XDX  

Функция распределения )(XF  имеет вид: 

  

0, 2

0,1, 2 3

( ) 0,1 0,3, 3 4

0,1 0,3 0,5, 5

1, 5

если x

если x

F x если x

если x

если x

 


  


     
     


 

 

График функции распределения имеет вид: 
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Пример 7. Длительность времени безотказной работы элемента имеет показа-

тельное распределение, определяемое плотностью xexf  )(  при 0x , 0)( xf  

при 0x . Найти вероятность того, что за время t=25 часов элемент не откажет, если 

известно что 04,0 . 

Решение. X  - непрерывная случайная величина-время безотказной работы 

устройства, которое работает с момента х=0, а в момент х происходит отказ. Дли-

тельность времени безотказной работы имеет показательное распределение с функ-

цией распределения 
 

x

xtt eedtexXPxF
0

x

0 1|)()(  . 

)(xF - это вероятность отказа элемента за время длительностью x . 

Вероятность безотказной работы за время длительностью x  – это вероятность 

противоположного события. Эта функция  называется функцией надежности: 

xexFxXPtR  )(1)(1)( . Вероятность безотказной работы за х=t=25 часов 

равна .358,0)25( 12504,0   eeR  

Пример 8. Из группы населения случайным образом отобрано 10 человек и 

собраны их доходы за истекший год в тысячах рублей х1, х2, х3…х10. Найти выборочное 

среднее исправленную выборочную дисперсию. Считая распределение доходов в 

группе нормальным и, применяя в качестве его параметров выборочные характери-

стики, определить, какой процент населения имеет годовой доход, превышающий 100 

тыс. рублей. 

х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 х8 х9 х10 

80 110 130 100 70 90 150 60 90 70 

Решение. 

Найдем выборочную среднюю: 
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110 130 100 70 90 150 60 80 130 950
95

10 10
X

       
    

Вычислим выборочную дисперсию вD . 

10
2

1

1
( )в i в

i

D x M
n 

  , n=10. 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1
[(80 95) (110 95) (130 95) (100 95) (70 95)

10

(90 95) (150 95) (60 95) (90 95) (70 95) ]

1 7250
[225 225 1225 25 625 25 3025 1225 25 625] 725

10 10

вD           

          

           

 

Исправленная выборочная дисперсия: 

2 10
725 805,56

1 9
в

n
S D

n
   


. 

2 28,4S   . 

Чтобы найти процент группы населения, которая имеет доход, превышающий 

100 тыс. руб. используем формулу попадания значений нормально распределенной 

случайной величины в заданный промежуток: 

( )
a a

P X
 

 
 

    
       

   
, где  – функция Лапласа.  

 В данном случае принимаем следующие значения параметров: 

  = 100 тыс.руб., 95a x  тыс.руб., 2 28,4S S    тыс. руб., 

100 ? тыс. руб. (нет ограничений сверху). Имеем: 

95 100 95 5
( 100) (100 ) ( ) 0,5 (0,176)

28,4 28,4 28,4
P X P X

      
                

     

 

По таблице находим: (0,176) 0,07  , следовательно, ( 100) 0,43P X   . 
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