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ЭКЗАМЕНАЦИОННАЯ ПРОГРАММА ДЛЯ 

СТУДЕНТОВ ЗАОЧНОЙ ФОРМЫ ОБУЧЕНИЯ. 

1. Модели и моделирование 

2. Системы, их общее описание и классификация.  Типы 
моделей 

3. Динамические модели системы  
4. Системы с непрерывными во времени переменными 

5. Описание систем дифференциальными уравнениями  
6. Классические методы решение дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами 

7. Однородные уравнения 
8. Неоднородные уравнения 

9. Интегральные преобразования Лапласа 
10. Преобразование Лапласа и дифференциальные уравнения 

11. Операторное описание дискретных по времени систем  

12. Прямой и обратный разностные операторы 
13. Разностные линейные уравнения динамики 

14. Решение однородных уравнений.  Решение неоднородных 
уравнений 

15. Дискретное преобразование Лапласа.  Z-преобразование 

16. Разностные уравнения и Z -преобразование  
17. Автоматное описание систем. Теория конечных автоматов 

18. Основные понятия. Способы задания автоматов 
 

 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 

 

Систе́мой (др.-греч. σύστημα «целое, составленное из ча-
стей; соединение») — называется множество элементов, находя-

щихся в отношениях и связях друг с другом, которое образует 

определённую целостность, единство. Изучением систем занима-
ются такие инженерные и научные дисциплины как общая теория 

систем, системный анализ, системология, кибернетика, системная 
инженерия, термодинамика, ТРИЗ, системная динамика и т. д.  

Динамика системы  описывается ее математической  моде-

лью, например  обыкновенными дифференциальными уравнения-
ми и/или алгебраическими соотношениями. Математическая  мо-

дель отражает зависимость между тремя множествами перемен-
ных: переменные входа G, состояния X и выхода Y. 

 

https://ru.wikipedia.org/wiki/0%020%A00�0%97
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Если преобразование сигналов происходит непрерывно по 
времени, то динамические объекты именуются непрерывными, а 

математический инструментарий преобразования сигналов стро-
ится на базе аппарата дифференциальных уравнений. Если пре-

образование сигналов происходит дискретно по времени с интер-

валом дискретности t  в моменты времени 
 tkt 

, где k  –

дискретное время, выраженное в числе интервалов дискретности, 

то динамические объекты именуются дискретными, а математиче-
ский инструментарий преобразования сигналов строится на базе 

аппарата рекуррентных (разностных) уравнений. Так как аппарат 
дифференциальных и разностных уравнений связывает входной 

сигнал, размещаемый в правой части уравнений, а выходной – в 
их левой, то математические модели, основанные на указанных 

уравнениях, принято называть моделями «вход–выход» (ВВ). 

 

 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ВВ НЕПРЕРЫВНЫХ 

ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ. 

Классический способ решения  

Рассмотрим  общий случай нелинейного непрерывного од-
номерного динамического объекта (ДО), то есть объекта, имею-

щего один вход и один выход, динамика которого в терминах 
«вход–выход» описываются нелинейным обыкновенным диффе-

ренциальным уравнением n -го порядка: 
       0,,...,,,...,, 1  tggyyyF mnn

,   

  (1) 

где  tg  – входной (независимая переменная) сигнал объ-

екта,  ty  – выходная зависимая переменная объекта. Если  осу-

ществить линеаризацию уравнения (1) относительно некоторой 

траектории, принятой за номинальную и зависимые переменные 
оставить в левой части, а независимые переменные в правой, то 

получим каноническое представление линейного (линеаризован-
ного) дифференциального уравнения 
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                      tgtbtgtbtytatytatyta m
m

n
n

n
n 00

1
1 ......  


.   (2) 
 Выражение (2) называют уравнением в отклонениях или 

уравнением в вариациях. Динамические объекты, математические 
модели которых могут быть представлены в виде уравнения (2), 

называются непрерывными линейными (точнее линеаризованны-

ми) объектами. 
Если объект является стационарным по времени, то все 

коэффициенты уравнения (2) являются постоянными величинами, 
так, что уравнение (2) может быть записано в виде 

            tgbtgbtyatyatya m
m

n
n

n
n 00

1
1 ......  
 . 

   (3) 

Уравнение (3) является первой математической моделью 
линейного непрерывного динамического объекта с постоянными 

параметрами типа «вход–выход». 

 Уравнение (3) допускает алгебраизацию. Для этого введем 
обозначения: 

i
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dt
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d
p
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d
 ...,, 2
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Теперь левая часть уравнения (3) имеет следующее опера-
торное алгебраическое представление: 
               typDtyapapapatyatyatya n

n
n

n
n

n
n

n  



 01

1
10

1
1 ......

. 

Аналогично, правая часть уравнения (3) принимает вид 
                  tgpBtgbtpbtpbtgbtgbtgb m

m
m

m
m

m
m

m  



 0

1
10

1
1 ......

. 

В результате дифференциальное уравнение (3) получает 

алгебраическое операторное представление 

       tgpBtypD  .     (4) 

Для решения дифференциального уравнения (3) необходи-
мо задать начальные условия, в которых пребывал объект на мо-

мент 00  tt , т.е. задать значения 

           1
0

11
0

1
0 0,...,0,0

 
nn yyyyyy .  (5) 

 tg  - входная  независимая переменная является вынуж-

дающей  силой. Тогда  общее  решение  уравнения  (3)  на  осно-

ве принципа суперпозиции  представимо  в виде суммы двух сла-
гаемых. Первая составляющая решения носит название свободная 
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составляющая движения и  обозначается  как   tyc ,  а  второе  

слагаемое  носит  название  вынужденная  составляющая  движе-

ния  и  обозначается  как  tyв . Очевидно,  общее  решение  

дифференциального  уравнения  (3)  

     tytyty вc  , 

может  быть  сформировано покомпонентно.  Компонент  

 tyc   ищется  при  условиях (5) и   0tg , то есть при нулевой 

правой части (3). Компонента   tyв , напротив,   ищется при ну-

левых начальных условиях          00,...,00,00 11  nyyy    и 

при ненулевой правой части, равной    tgpB . 

Экспоненциальная функция 

  t
k

kety


       (6) 

является частным решением однородного дифференциаль-
ного уравнения 

        0... 0
1

1  
 tyatyatya n

n
n

n    (7) 

полученного  из  неоднородного  дифференциального  

уравнения  (3) подстановкой в его правую часть   0tg , если 

величина  k    обнуляет характеристический полином   D   

так, что    0kD  . 

Экспоненциальная  функция  (6) является  частным  ре-
шением  однородного  уравнения  (7).  Общим  решением  урав-

нения  (7),  очевидно,  является  линейная  комбинация решений 

вида (6) так, что для   tyc  можно записать 

  



n

k

t
kc

keCty
1


 ,      (8) 

где все k  являются корнями характеристического уравне-

ния   0D .  В  (8)  коэффициенты kC  определяются  как ре-

шение системы алгебраических уравнений 

 
  

  

















 tyCCC

tyCCC

yCCC

n
n

n
n

nn

nn

n

11
2

1
21

1
1

1
2211

21

...

..............................................

...

0...




   (9) 

Общее решение однородного дифференциального урав-

нения (7), в форме (8) справедливо для случая, когда все корни 
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k  характеристического уравнения   0D , вещественны и не 

кратны. Если среди решений уравнения есть хотя бы одна пара 
комплексно–сопряженных корней, скажем, определенности ради 

 i2,1 , то этой паре будет соответствовать два частных ве-

щественных решения однородного дифференциального уравне-
ния (7) вида 

       tetytety tt   sin,cos 21  . 

Если спектр корней уравнения    0D   вещественный, 

но один из  них,  скажем  1    имеет  кратность,  равную  µ,  то  

этому  корню соответствуют  µ  частных  вещественных  решений  

однородного дифференциального уравнения вида 

     
 

 
ttt

e
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tytetyety 111
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,...,,

1

21







 




 . 

И наконец, если среди решений уравнения есть хотя бы 
одна пара комплексно–сопряженных  корней,  скажем,  опреде-

ленности  ради  i2,1  и эта пара характеризуется кратно-

стью равной µ, то этой паре  будет  соответствовать 2µ  линейно  

независимых  вещественных решений  однородного дифференци-
ального уравнения 
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Каждому корню k  характеристического уравнения 

  0D  соответствует частная  составляющая вынужденного  

решения  неоднородного дифференциального уравнения (3) , 

равная 
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  .

  (10) 
Отсюда следует, что результирующая вынужденная  со-

ставляющая решения неоднородного  дифференциального  урав-

нения  (3)  на  основании справедливости принципа суперпозиции 
и соотношения (10)  может быть представлена в форме 
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 (11) 

Окончательно, общее  решение  неоднородного  диффе-

ренциального  уравнения (3)  как  аддитивная  композиция  сво-
бодной  и  вынужденной составляющей решения принимает вид 
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.  

  (12) 

Решение с помощью преобразования Лапласа 

В теории управления широко применяется операционное  
исчисление, под которым понимается   совокупность методов 

прикладного математического анализа, позволяющих значительно 
упростить решение линейных дифференциальных уравнений. 

Сущность операционного метода заключается в следующем. Пусть 

задана некоторая функция  tf  действительной переменной t , 

причем   такая, что для нее существует преобразование Лапласа: 

   



0

dtetfsF st
.                             (13) 

Это преобразование переводит функцию  tf  действитель-

ного переменного t   t0 , называемую оригиналом, в функ-

цию  sF  комплексного переменного s , называемую изображе-

нием функции  tf . 

Операция определения изображения по оригиналу сокра-

щенно записывается в следующем виде: 

   }{ tfLsF  , 

где L  – символ прямого преобразования Лапласа. 

Наряду с прямым преобразованием возможно обратное 

преобразование Лапласа, позволяющее по изображению функции 

 sF  найти ее оригинал  tf . 

Преобразование Лапласа позволяет дифференциальное 

уравнение, записанное относительно искомой функции  tf , за-

менить в пространстве изображений на алгебраическое уравне-

ние относительно изображения    }{ tfLsF  . Решив это алгеб-

раическое уравнение и найдя  sF , получим изображение реше-

ния исходного уравнения. Далее, выполняя обратное преобразо-
вание Лапласа, устанавливающее связь между изображением  и 

соответствующим ему оригиналом, определяют саму искомую 
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функцию  tf . 

На практике для выполнения прямого и обратного преоб-
разований Лапласа используются таблицы изображений типовых 

функций. 
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Таблица 1 

           Изображение по Лапласу типовых функций 

Оригинал  

 tf  

Изображение  

 sF  

Оригинал  

 tf  

Изображение  

 sF  

1 2 3 4 

 t1  
s

1
 te t  cos    22









s

s
 

te   
s

1
 nt  1

!
ns

n
 

tsin  
22 



s
 tnet     1

!
n

s

n


 

tcos  
22 s

s
 tt sin  

 222

2





s

s
 

 

 
Решение дифференциального уравнения производится 

следующим образом.  

Пусть задано дифференциальное уравнение (например, 2-
го порядка) с постоянными коэффициентами 

       tgtyatyatya  012 .    (14) 

Требуется найти решение этого уравнения, удовлетворя-

ющее начальным условиям: 

    10 0,0 yyyy  . 

Пусть    sFsY   является изображением искомого реше-

ния (оригинала)    tfty  . Используя теорему о дифференциро-

вании оригинала, находим изображения производных, входящих в 

уравнение. В нашем случае  

             00;0 2 ysysYstyyssYty   (15) 

tsh  
22 
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tt cos  

 222
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22 s
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  te t sin
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Далее находим изображение     tgLsG   или 

   sGtg   правой части уравнения (14). Наконец, применяя 

преобразование Лапласа к обеим частям уравнения (14) и поль-

зуясь свойством линейности преобразования Лапласа, получаем 
операторное уравнение 

               sGsYayssYaysysYsa  01
2

2 000 .

   (16) 

Решая операторное уравнение (16), находим  sY , и за-

тем, по  sY , с помощью обратного преобразования Лапласа, вос-

станавливаем искомую функцию, оригинал  ty . 

 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ВВ ДИСКРЕТНЫХ 

ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ 

Классический способ решения  

В теории управления рассматривается класс систем, у ко-
торых выходные сигналы одного или нескольких элементов пред-

ставляют набор импульсов. Для математического описания рабо-
ты таких систем используется специальный математический аппа-

рат, рассмотренный ниже.  
Процесс перевода непрерывной (аналоговой) функции 

(сигнала) в дискретную  называется дискретизацией. Процесс, 

обратный этому, называется восстановлением. Исходная непре-

рывная функция  tf  преобразуется в последовательность дис-

кретных значений  ktf , где kt  – это дискретные моменты време-

ни. Чаще всего, имеет место случай периодической дискретиза-

ции с постоянным периодом  T . При этом  kTtk  , где число k  

может принимать все целые значения от –∞ до +∞. Обратная 

периоду 
0T
 

величина называется частотой дискретизации: 

0
0

1
T

 . 

Числовую последовательность, в которой аргумент изме-

няется через равные интервалы, можно также представить в виде 

решетчатой функции  kTf , т.е. функции, значения которой 

определяются только в дискретные равноотстоящие друг от друга 

моменты времени. решетчатая функция   kTf , или в сокращен-

ной форме записи  kf , это функция, значения которой опреде-



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Математические основы теории систем 

 

 13 

лены в дискретные моменты времени kTt  , где T  – период по-

вторения: 

   
kTt

tfkf


 . 

Для описания импульсных процессов используют 

разностные уравнения, основу которых составляют так 

называемые прямые и обратные конечные разности. 
Прямая конечная разность – это разность между 

значениями функции в последующем и текущем тактах: 

      kTfTkfkTf  1                              

(17) 

или сокращенно                         kfkfkf  1 . 

Обратная конечная разность – это разность между 
значением функции в текущем такте и значением функции в 

предыдущем такте: 

      TkfkTfkTf 1  

или сокращенно                            1 kfkfkf . 

Прямые (17) и обратные разности являются аналогами 

первых производных непрерывных функций. 
Аналогами вторых производных непрерывных функций для 

решетчатых функций служат вторые прямые и обратные 
разности. Прямая конечная разность второго порядка 

определяется через первые прямые разности:  

          

               kfkfkfkTfTkfTkfkTf

kfkfkTfTkfkTf





122122

11

2

2

 

       kfkfkfkf  1222
   

  (18)

 

Аналогичным образом вычисляются обратные конечные 
разности 2-го порядка. 

Конечные разности произвольного порядка определяются 
из рекуррентных выражений. Например, прямая конечная 

разность m-го порядка: 

        kfkfkfkf mmmm 111 1   .  

 (19) 

При исследовании непрерывных систем пользуются 
дифференциальными уравнениями, определяющими связь между 
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непрерывной функцией  ty  и ее производными 
 

m

m

dt

tyd
. 

Аналогично, соотношение между решетчатой функцией  ky  и ее 

разностями  kym  или  kym  определяет уравнение в 

конечных разностях или разностное уравнение. 

При использовании прямых разностей неоднородные 
линейные разностные уравнения имеют вид: 

       kgkyakyakya m
m  0

1
1... ,    (20) 

где  kg  –  заданная решетчатая функция;  ky  – искомая 

решетчатая функция. Используя значения прямых разностей 

решетчатое уравнение можно также записать в виде: 

       kgkymkymky mm   01 ...1  .     (21) 

Рекуррентное уравнение (21) является первой математи-

ческой моделью отношения «вход-выход» дискретного объекта 
(ДО) или дискретной математической моделью «вход-выход» не-

прерывного объекта. 
Решение разностных уравнений аналогичны классическим 

методам решения дифференциальных уравнений. Как и в  случае  
непрерывных  объектов,  опираясь  на  суперпозицию свободного  

и  вынужденного  движений  дискретного  объекта, общее реше-

ние уравнения (21) можно записать в форме 

     kykyky вс  . 

Первое  слагаемое в  выражении  для переменной   ky   

носит название свободная составляющая движения и обозначает-

ся как  kyс , а второе слагаемое  носит названия вынужденная  

составляющая  движения  и  обозначается  как  kyв .  Очевидно,  

общее  решение  рекуррентного  уравнения  (21), записанное  в  

форме       kykyky вс    может  быть  сформировано покомпо-

нентно.  Компонент   kyс   ищется  при  условиях 

  1,0;0  miiy   и    0kg , то есть при нулевой правой части 

(21). Компонент   kyв  ищется при условиях    1,0;0  miiy   и  

  0kg . И всякий раз для каждого вида    0kg   он свой. 

Показательная (степенная) функция  

  k
ii ky                                                              (22)  

является решением однородного рекуррентного уравнения  

      0...1 01   kymkymky mm 
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  (23) 

полученного  из  неоднородного  рекуррентного  уравнения  

(21) подстановкой в его правую часть    0kg , если величина  

i  обнуляет характеристический полином   D   так, что  

  0 i
D  .  

После подстановки в уравнение (23) частного решения (22), 

уравнение (23) принимает вид 

0... 0
1

1  


 k
i

mk
im

mk
im              

  (24) 

  0... 0
1

1  


k
i

m
im

m
im   

Выражение в скобках является характеристическим поли-

номом   D : 

  0
1

1 ...   


m
m

m
mD .   

  (25) 
Показательная функция  (22)  является частным  решени-

ем однородного уравнения  (23). Пусть все корни m ,...,, 21  

характеристического уравнения 

  0D        

  (26) 
вещественны и попарно различны. Тогда общим  решением 

уравнения (23), очевидно,  является  линейная  комбинация  ре-

шений вида (22) так, что для  kyc   можно записать  

  



m

i

k
iic Cky

1

                                                          (27) 

где все  m ,...,, 21    являются корнями характеристиче-

ского уравнения   0D . 

В  (27)  коэффициенты  mCCC ,...,, 21   определяются  как 

решение системы алгебраических уравнений 

 
 

 

















 1...

..............................................

1...

0...

1
2

1
21

1
1

2211

21

myCCC

yCCC

yCCC

m
m
m

mm

mm

m




  (28) 

Если характеристическое уравнение (26) имеет s кратных 
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корней s ,...,, 21  соответственно кратностей smmm ,...,, 21 , 

причем  mmmm s  ...21 , то общее решение линейного одно-

родного разностного стационарного уравнения имеет вид: 

   





s

j

k
j

m

jmjjjc
j

j
kCkCkCCky

1
,1

2
210

1...  ,        (29) 

где ijC  – произвольные постоянные. 

Если характеристическое уравнение (26)  имеет комплекс-

ные корни, то в этом случае формула (29) дает общее комплекс-
ное решение. Если   i  – комплексный корень кратности т 

характеристического уравнения и,   sincos i где   – 

модуль числа, а   – аргумент числа  , причем  20  , то 

общее решение линейного однородного разностного уравнения 

записывается в виде: 

  sincos ikkky klkl
lk   

для всех 1...,,2,1,0  ml . 

Частная  составляющая   kyвi  общего  вынужденного  

решения  неоднородного рекуррентного  уравнения  (21)  может  
быть  сформирована  в  силу соотношения  

   kky i
k
iвi  . 

в  котором  неизвестная  функция   ki  ищется  путем  

подстановки  гипотетического решения в исходное рекуррентное 
уравнение (21) с целью получения соотношения относительно 

искомой функции  ki , допускающего его явного разрешения 

относительно последней. 

Общее  решение  неоднородного  рекуррентного  уравне-
ния  (21) как аддитивная композиция свободной и вынужденной 

составляющей решения принимает вид  

       



n

i

k
il

n

i

k
iiвc kCkykyky

11

 .   (30) 

 

Решение с помощью Z-преобразования 

Для исследования импульсных систем управления, а также 
решения других прикладных задач, связанных с решетчатыми 

функциями и разностными уравнениями, используется дискретное 
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преобразование Лапласа. Для решетчатых функций  kTf  преоб-

разование Лапласа определяется формулой:  

          ...20 2

1

*  





 TfeTfefkTfesF TssT

k

skT  (31) 

Введем новую комплексную переменную sTez  . Тогда 

функцию  sF*
 можно представить в виде ряда 

            ...20 21

1

*  







 zTfzTffzkTfzFsF
k

k

zesT

. 

Обычно для решетчатой функции используется краткая за-

пись     kfkTf  . 

Функция 

   





1k

kzkfzF  

называется Z-преобразованием решетчатой функции. 

Условно Z-преобразование записывается следующим образом: 

    kfZzF  . 

Нахождение оригинала решетчатой функции выполняется 
с помощью обратного Z-преобразования с использованием теоре-

мы обращения, которая заключается в следующем. Если  zF  

есть  Z-преобразование функции  kf , то эта функция определя-

ется как: 

   


 dzzzF
i

kf k 1

2

1


 ,                         (32) 

где Г  – замкнутый контур, охватывающий все особые точки (по-

люсы) функции  zF .  Нахождение  kf  по формуле (32) назы-

вается обратным Z-преобразованием. Интеграл (32) вычисляется 
на основе теоремы о вычетах: 

    






 
m

i
i

kk zzzFsdzzzF
i 1

11 ;Re
2

1



 

где 
iz  – корни знаменателя функции  zF ; m – количество кор-

ней полюсов.  

Тогда для оригинала решетчатой функции 
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m

i
i

k zzzFskf
1

1;Re

   (33) 

Для полюсов первого порядка вычеты находятся с помощью  
формулы 

       11 lim;Re 



  k
i

zz
i

k zzFzzzzzFs
i

 . 

Если есть m одинаковых корней функции  zF , т.е. 
iz  яв-

ляются полюсом  m-го порядка функции, то: 

  
 

    1

1

1
1 lim

!1

1
;Re 







 


 km
im

m

zz
i

k zzFzz
dz

d

m
zzzFs

i

. 

Для выполнения Z-преобразования решетчатых функций 

удобно пользоваться таблицами Z-преобразования (табл.2). В 
случае, когда Z-изображения представляют сложные функции, то 

для нахождения функции оригинала используют различные мето-

ды разложения ее на типовые функции. Обычно функции ориги-
нала находят методом разложения функции Z-изображения на 

элементарные дроби с использованием метода неопределенных 
коэффициентов. 

Пусть функция  Z-изображения представляет собой дробь  

 
 
 zN

zMz
zF *

. 

При разложении этой функции на элементарные дроби 
необходимо учитывать, что возможны  варианты. 

1. Корни знаменателя   0zN
 
действительные числа;  

2. Корни знаменателя   0zN  действительные числа, но 

среди них есть кратные корни;  

3. Среди корней знаменателя   0zN  есть комплексно-

сопряженные однократные корни;  

4. Среди корней знаменателя   0zN  есть комплексно-

сопряженные кратные корни.  
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Таблица 2 

               Z-преобразования типовых функций 

 tf   0kTf   zF  

 t1   01 kT  
1z

z
 

t  0kT  
 2

0

1z

zT
 

2t   20kT  
 

 3

2
0

1

1





z

zzT
 

te   
 0kT

e


 
0T

ez

z



 

ta  0kT
a  

0T
az

z


 

tsin  0sin kT  
1cos2

sin

0
2

0

 Tzz

Tz




 

tcos  
0cos kT  

1cos2

cos

0
2

0
2





Tzz

Tzz




 

te t  sin

 
0sin0 kTe

kT 
 

00

0

2
0

2

0

cos2

sin
TT

T

eTzez

Tze












 

te t  cos

 
0cos0 kTe

kT 
 

00

0

2
0

2

0
2

cos2

cos
TT

T

eTzez

Tzez














 

 

 
 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ  

по дисциплине «Математические основы теории си-

стем» 

 
Задание 1. Решить дифференциальное уравнение 

классическим методом 

1.     30,30;054  yyyyy  .    
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2.     20,10;096  yyyyy  .    

3.     60,10;04  yyyy  .    

4.     20,00;12  yyyyy  .    

5.     70,40;444  yytyyy  .    

6.     00,00;152  yytyyy  .    

7.     00,00;122  yyyyy  .    

8.     40,40;  yyeyy t
 .    

9.     00,10;1  yyyy  .    

10.      00,00;2  yytyyy  .    
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Задание 2. Решить дифференциальное уравнение, 

используя преобразование Лапласа 

 

1.      00,00;2  yytyyy  .    

2.     00,10;1  yyyy  .    

3.     40,40;  yyeyy t
 .    

4.     00,00;122  yyyyy  .    

5.     00,00;152  yytyyy  .    

6.     70,40;444  yytyyy  .    

7.     20,00;12  yyyyy  .    

8.     60,10;04  yyyy  .    

9.     20,10;096  yyyyy  .    

10.     30,30;054  yyyyy  .    
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Задание 3. Преобразовать дифференциальное урав-

нение в разностное и решить задачу классическим спосо-

бом 
 

1.     00,00;052  yyyyy  .    

2.     00,00;022  yyyyy  .    

3.     20,00;02  yyyyy  .    

4.     20,00;0103  yyyyy  .    

5.     70,40;044  yyyyy  .    

6.     40,40;0  yyyy  .    

7.     00,10;0  yyyy  .    

8.      00,00;02  yyyyy  .    

9.     30,30;054  yyyyy  .    

10.     20,10;096  yyyyy  .    
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Задание 4. Преобразовать дифференциальное урав-

нение в разностное и решить задачу,  используя Z-

преобразование 
 

1.     00,10;1  yyyy  .    

2.      00,00;2  yytyyy  .    

3.     30,30;054  yyyyy  .    

4.     20,10;096  yyyyy  .    

5.     20,00;22  yytyyy  .    

6.     00,00;152  yytyyy  .    

7.     00,00;122  yyyyy  .    

8.     60,10;04  yyyy  .    

9.     20,00;12  yyyyy  .    

10.     70,40;444  yytyyy  .    

 

ОБРАЗЦЫ РЕШЕНИЯ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 

 

Задание 1. Решить дифференциальное уравнение 
классическим методом 

    10,20;3cos29  yytyy  .   

1. Корни характеристического уравнения  

  092  D равны: i31   и i31  , поэтому общее ре-

шение однородного уравнения 09  yy  равно  

  tCtCtyc 3sin3cos 21  .  

2. По известным начальным условиям задачи составляем 
систему уравнений  относительно постоянных интегрирования  С1  

и  С2 , которая принимает вид  









10cos30sin3

20sin0cos

21

21

CC

CC
 

Отсюда получаем  С1=-2,  С2=1/3.  
3. Определяем свободное движение объекта, которое на 

основании общего решения однородного уравнения равно  
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  tttyc 3sin
3

1
3cos2   

4. Поскольку для данной задачи  

      ppDpBppD 2;1;92  ,  то    iD 61  , 

  iD 62   

5. Вынужденная компонента движения в соответствии (11) 
определяется соотношением  

 
 
 

   
   

  



















t ititt
tk

n

k k

k
в d

i

e

i

e
dge

D

B
ty

0

33

0 1

3cos2
66

 ; 

    ttdtty
t

в 3sin
3

1
3cos23sin

3

1

0

   

6. Полное движение объекта, удовлетворяющее заданным  

условиям согласно (12), равно   

  ttttty 3sin
3

1
3sin

3

1
3cos2  . 
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Задание 2. Решить дифференциальное уравнение, 

используя преобразование Лапласа 

 

    20,10;2  yyeyyy t
. 

1. Пусть изображением функции  ty  является  sY , т.е. 

   sYty  . Тогда согласно (15) 

        10  ssYyssYty , 

          200 22  ssYsysysYsty . 

2. Из таблицы преобразований Лапласа (табл. 1) находим 

изображение правой части уравнения: 
1

1




s
et

. 

3. Согласно (16) операторное уравнение имеет вид 

     
1

1
422




s
sYssYssYs . 

4. Решая операторное уравнение, находим изображение ис-

комого решения: 

 
   32

1

1

1

12

1

1












sss
sY .  

5. С помощью таблиц преобразования Лапласа (табл. 1)  

окончательно находим искомое решение    tysY  : 

    ttt etteety 2

2

1
12   
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Задание 3. Преобразовать дифференциальное урав-

нение в разностное и решить задачу классическим спосо-

бом 
 

    30,10;023  yyyyy . 

1. Полагаем период Т=1, дискретные моменты времени 
t=tk=kT=k. 

2. Заменяем функцию от непрерывного аргумента  ty  на 

решетчатую функцию  ky , а производные в уравнении и в 

начальных условиях заменяем разностными соотношениями со-

гласно (17), (18):      kykyty  1 , 

       kykykyty  122  и поручаем разностное уравне-

ние 

      06152  kykyky . 

3. Используя разностное выражение для начального значе-

ния производной, найдем  1y :          113010  yyyy . 

Следовательно,   41 y . 

4. Составляем характеристическое уравнение (26): 

  0652  D . 

5. Находим корни характеристического уравнения: 21  , 

32  . 

6. Составляем систему частных решений, фундаментальную 

систему решений:   kky 21  ,   kky 32  . 

5. Записываем общее решение задачи согласно (27): 

  kk ССky 32 21  . 

6. Составляем систему алгебраических уравнений (28) и 
находим постоянные С1 и С2, обеспечивающие выполнение 

начальных условий: 











432

132
1

2
1

1

0
2

0
1

СС

СС
. Отсюда находим 11 С , и 2С =2. 

7. Находим окончательно в аналитическом виде выходной 
процесс системы: 

  kkky 322   
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Задание 4. Преобразовать дифференциальное урав-

нение в разностное и решить задачу,  используя Z-

преобразование 
 

    30,10;23 2  yyeyyy t
. 

1. Полагаем период Т=1, дискретные моменты времени 

t=tk=kT=k. 

2. Заменяем функцию от непрерывного аргумента  ty  на 

решетчатую функцию  ky , а производные в уравнении и в 

начальных условиях заменяем разностными соотношениями со-

гласно (17), (18):      kykyty  1 , 

       kykykyty  122  и поручаем разностное уравне-

ние 

      06152  kykyky . 

3. Используя разностное выражение для начального значе-

ния производной, найдем  1y :          113010  yyyy . 

Следовательно,   41 y . 

4. Получаем разностное уравнение  

      kekykyky 26152   с начальными условиями 

    41,10  yy . 

5. Находим Z-преобразование (табл. 2) от левой части раз-

ностного уравнения: 

               kyZkyZkyZkykykyZ 61526152 

. 

Так как            zzzYzzyyzzYzkyZ 4102 2222  , 

         zzzYzyzzYkyZ  01 ,     zYkyZ  , то Z- образ 

левой части равен       zYzzzYzzzYz 655422  . 

6. Находим Z-преобразование от правой части разностного 

уравнения. Используя таблицу Z-преобразований (табл. 2), нахо-
дим: 

   
2

2

ez

z
zGeZ k


  

7. Получаем уравнение для изображения  zY : 

  
2

22 5465
ez

z
zzzzzzY


 . 
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8. Находим изображение выходного процесса системы 

 
      3232

2

2 







ss

ss

ezss

s
sY  

 
9. Введем обозначения: 

 
   21

32 ezzz

z
zY


  ,  

  32

2

2





zz

zz
zY . 

10. Оригиналы для  zY1  и  zY2  находим, используя пра-

вила вычетов (полюса z1=2, z2=3, z3=e2) согласно (33): 

 
   
















3

1

1

21 ,
32

Re
i

i
k zz

ezzz

z
sky ; 

 
  

kkk e
eeee

ky 2

22221
32

1
3

3

1
2

2

1








 . 

 
  

kk

i
i

k kzz
zz

zz
sky 322,

32
Re

2

1

1
2

2 




















 

11. Сложив найденные оригиналы, получим, окончательно, 

выходной процесс системы 

 
  

kkk e
eee

e

e

e
ky 2

222

2

2

2

32

1
3

3

72
2

2

3
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