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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 1  

«УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ» 

Экзаменационная программа  

 
Основные уравнения математической физики: уравнение 

колебаний струны, формулировка краевой задачи уравнения теп-

лопроводности, уравнение Лапласа. 
Классификация линейных дифференциальных уравнений 

второго порядка, приведение их к каноническому виду. 
Краевые условия. Задача Дирихле, задача Неймана, задача 

Коши. 

Решение смешанной задачи для уравнения теплопроводно-
сти на отрезке методом разделения переменных. 

Уравнение Лапласа в цилиндрических координатах. Реше-
ние задачи Дирихле для круга методом разделения переменных. 

 

Варианты заданий  

Задача 1. Определить тип дифференциального уравнения 
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Задача 2. Найти общее решение уравнения, приведя его к 

каноническому виду 
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Задача 3. Найти решение смешанной задачи для уравне-

ния теплопроводности на отрезке методом разделения 
переменных Фурье 
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Задача 4. Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа 
в полярной системе координат методом разделения пере-

менных 

1) 0u ,   10  x , 12

1





r
u  

2) 0u ,   20  x ,   


2

2r
u  

3) 0u ,   10  x ,   532 2

1





r
u  

4) 0u ,   20  x ,  752

2





r
u  

5) 0u ,   30  x ,  
2

3


r
u  

6) 0u ,   10  x ,  23 2

1





r
u  

7) 0u ,   40  x ,  225 2

4





r
u  

8) 0u ,   20  x ,  134 2

2





r
u  

9) 0u ,   10  x ,  
2

1


r
u  

10) 0u ,   20  x ,  13 2

2





r
u  

 

 

 

 

 

 

 

 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Уравнения математической физики 

 
 

10 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ 

КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ  

Дифференциальные уравнения в частных производ-
ных (ДУЧП) второго порядка с двумя неизвестными, 

линейные относительно старших производных. 
Определение типа уравнения. Приведение уравне-

ния к каноническому виду. 

 

Общий вид уравнения  
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Здесь  yxu ,  - неизвестная функция двух независимых 

переменных. 

 

Тип уравнения определяется величиной  ACB  2
. 

Если 1) 0 – уравнение гиперболического типа 

2) 0 – уравнение параболического типа 

3) 0 – уравнение эллиптического типа 

 

Приведение уравнения (1) к каноническому виду: 

1) Выписывается уравнение характеристик  уравнения (1) 

    02
22
 dxCBdxdydyA  

и находится его общее решение. 

2) Вводятся новые независимые переменные   и  , при 

подстановке их в уравнение (1) последнее приобретает канониче-
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ский вид. 

 

Уравнение гиперболического типа 

Уравнение характеристик в этом случае имеет два общих 

интеграла   
1

, Cyx  и  
2

, Cyx  . Независимые пере-

менные вводятся по формулам: 

 yx,  ,  yx,  . 

Уравнение (1) приобретает вид: 
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Уравнение параболического типа 

Общие интегралы уравнения характеристик в этом случае 

совпадают, обозначим их    Cyx , . 

Переменные   и   вводятся по формулам:  yx,  ,  
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Уравнение эллиптического типа 

Общие интегралы уравнения характеристик имеют вид 

    Cyxiyx  ,,  . 

Независимые переменные   и   вводятся по формулам 

 yx,  ,  yx,  . 

Уравнение (1) приобретает вид 
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Уравнение теплопроводности стержня (смешанная  

задача). Метод разделения переменных Фурье. 










tlx

x

u
a

t

u
0,0;

2

2

2
 

Граничные условия:      0,,0  tlutu  

Начальные условия:    xxu 0,  
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








1

sin,

2

n

t
l

na

n
l

nx
ebtxu




, 

 где   









l

n
dx

l

nx
x

l
b

0

sin
2 
  
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Задача Дирихле для уравнения Лапласа для круга 

Уравнение Лапласа: 0
2

2

2

2











y

u

x

u
,  

     (2) 

с использованием оператора Лапласа записывается 0u . 

Граничные условия:       20,0,,  Rrfru . 

Уравнение Лапласа в полярной системе координат имеет вид 

0
2

2

2

2

2 
















u

r

u
r

r

u
r , 

Решение которого: 

      





1

0 sincos
2

,
r

nn

n nbnar
a

ru  . 

Коэффициенты  
n

aa ,
0

 и  
n

b определяются по формулам  

 










dfa
1

0
,    











dnf
R

a
nn

cos
1

, 

   










dnf
R

b
nn

sin
1

.  

Образец решения задач 

 

Задача 1. Определить типа уравнения 

063612
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
 

36,6,1  CBA , тогда 03636  - данное 

уравнение - уравнение параболического типа. 
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Задача 2. Найти общее решение уравнения, приведя его к 
каноническому виду 

0128
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
 

041216,12,4,1  CBA - данное урав-

нение -уравнение гиперболического типа. 

Уравнение характеристик:     0128
22
 dxdxdydy  

0128

2










dx

dy

dx

dy
 

Обозначим: k
dx

dy
 , 01282  kk   2

1
k , 

6
2
k  

xyCCxy
dx

dy
222

11
  

xyCCxy
dx

dy
666

22
  

Новые независимые переменные вводим по формулам 

xy 2  

xy 6  

2




x


,  1





y


,  6





x


,  1





y


 









 





























 uu

x

u

x

u

x

u
62  
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2

22

2

2

2

222

2

2

2

22

2

2

2

2

2

36244

6266226

262































































































































































uuu

uuuu

x

u

x

u

x

u

x

uuu

x

u

xx

 

2

22

2

2

2

222

2

22

682

62


























































































uuu

y

u

y

u

y

u

y

u

yx

u

 









 





























 uu

y

u

y

u

y

u
 

2

22

2

2

2

222

2

2

2

2

2










































































uuu

y

u

y

u

y

u

y

u

y

u

 

Подставим полученные частные производные в исходное 

уравнение  

0122412

48641636244

2

22

2

2

2

22

2

2

2

22

2

2



















































uuu

uuuuuu

После приведения подобных получаем каноническое уравнение 

гиперболического типа 
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0016
22














uu
 

Его общее решение имеет вид 

    u  

   xyxyu 62   . 

 

Задача 3. Найти решение смешанной задачи для уравне-

ния теплопроводности на отрезке методом разделения 
переменных 

0,20;
2

2










tx

x

u

t

u
 

 









21,2

10,
0,

xx

xx
xu  

    0,2,0  tutu  

1a ; 

   

21

2

1

1

0

2

0 2
sin2

2
sin

2
sin

2

2

JJ

dx
nx

xdx
nx

xdx
nx

xb
n





























 




 

Обозначим интегралы  
1

J и 
2

J  соответственно. Оба инте-

грала вычисляются методом интегрирования по частям, причем в 

первом случае за u   берется  x , а во втором   xu  2 . 




















2
sin

4

2
cos

2
221

n

n

n

n
J








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


















2
sin

4

2
cos

2
222

n

n

n

n
J








 











2
sin

8
22

n

n
b

n




 

Решение имеет вид 

  
































1

2

22 2
sin

2
sin

18
,

2

n

t
n

nx
e

n

n
txu







 

 

Задача 4. Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа 
(2) в полярной системе координат методом разделения 

переменных 

0u   10  r      sin,1 u  

 

  0sin
1

0
 










da  

    0cossin
1

 









dna
n

 

Интегралы равны 0 , т.к. являются интегралами от нечетной 

функции по симметричному промежутку. 

          

















dnndnb
n

1cos1cos
2

1
sinsin

1

 

Использовали формулу  

      coscos
2

1
sinsin . 



Центр дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Уравнения математической физики 

 
 

18 

При всех 1n   

      01sin
1

1
1sin

1

1

2

1






























n
n

n
n

b
n

 

При 

1n      12cos1
2

1
sin

1 2

1
 

















ddb  

Решение:     sin, rru  . 
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