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ТЕМА 1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ 

ПОЛОЖЕНИЯ 

1.1. Введение 

Пластинами называются тела цилиндрической или 
призматической формы, у которых один из размеров 
(толщина) мал по сравнению с двумя другими.  

По очертанию основания пластины делятся на пря-
моугольные, круглые, эллиптические пластины и т.д. 

Пластины в настоящее время нашли широкое при-
менение в различных областях техники – строитель-
стве, авиации, судостроении, машиностроении и т.д. 
Это объясняется тем, что присущее тонкостенным кон-
струкциям легкость и рациональность форм сочетаются 
с их высокой несущей способностью, экономичностью и 
хорошей технологичностью. 

Плоскость, которая делит толщину пластины попо-
лам, называется срединной плоскостью. В теории из-
гиба пластин срединная плоскость играет такую же 
важную роль, как нейтральный слой в сопротивлении 
материалов при изгибе балок. Линию, ограничивающую 
срединную плоскость пластины по боковым поверхно-
стям, называют контурной линией. 

В зависимости от характера действующих нагрузок 
различают пластины, работающие на изгиб при попе-
речной нагрузке и на растяжение-сжатие при нагрузке, 
действующей в ее срединной плоскости. 

Условимся оси x и y располагать в срединной плос-
кости пластины, а ось z направлять вниз. Соответ-
ственно, основные компоненты перемещения точек сре-
динной поверхности – вертикальные прогибы – будем 
обозначать через w.  

При изгибе срединная плоскость превращается в 
слегка искривленную поверхность, которую называют 
срединной поверхностью изогнутой пластины. 
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Толщина пластины оказывает на ее свойства при 
изгибе значительно бо'льшее влияние, чем другие ее 
размеры. Различают три типа пластин в зависимости от 
отношения a/h - характерного размера в плане к тол-
щине (a<b): 

Первый тип – толстые пластины (плиты), имеющие 

отношение )108(/ ha . Расчет таких пластин (плит) 

ведется с учетом всех компонентов напряженного со-
стояния (как массивных тел) с помощью общих уравне-
ний пространственной задачи теории упругости. 

Второй тип, когда отношение )10080(/ ha  и 

пластина превращается в мембрану, которая может ра-
ботать только при достаточно закрепленных краях на 
контуре. Ее сопротивление на изгиб оказывается ни-
чтожно малым и основную роль в восприятии попереч-
ной нагрузки играют усилия растяжения (а также 
сдвига) в срединной поверхности пластины. Эти усилия, 
называемые мембранными (цепными), создают проек-
цию на вертикальную ось z и тем самым уравновеши-
вают поперечную нагрузку, приложенную к каждому 
элементу пластины. 

Самый обширный промежуточный тип пластин – 
это так называемые тонкие пластины 

)10080(/)108(  ha . В зависимости от величины 

отношения w/h максимального прогиба пластины к ее 
толщине роль изгибных и мембранных усилий может 
быть различной. Поэтому этот вид пластин делится на 
два класса: жесткие и гибкие пластины. 

Если у данной тонкой пластины 2,0/ hw , то при 

таких малых прогибах основную роль играют изгибные 
силовые факторы (деформациями в срединной поверх-
ности и мембранными усилиями можно пренебречь). Та-
кая пластина относится к классу жестких пластин. 
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Если 5/2,0  hw , то пластина одновременно ра-

ботает и на изгиб, и как мембрана. Значимость этих 
факторов становится одного порядка, причем с ростом 
прогибов, роль растяжения срединной поверхности 
пластины возрастает. Такая пластина называется гиб-
кой. Например, железобетонные плиты обычно бывают 
жесткими пластинами, а тонкие стальные листы в зави-
симости от нагрузки могут работать и как жесткие, и как 
гибкие. Здесь есть аналогия со стержнем, который, бу-
дучи достаточно тонким при закрепленных концах, ра-
ботает как балка, а при больших прогибах начинает ра-
ботать как нить на растяжение. 

Если 5/ hw , то такие пластины называются аб-

солютно гибкими пластинами, или мембранами. В абсо-
лютно гибкой пластине при исследовании упругих де-
формаций можно пренебречь собственно изгибными 
напряжениями по сравнению с напряжениями в средин-
ной поверхности. 

Из русских ученых, труды которых были основопо-
лагающими в области плоской задачи теории упругости, 
особое значение имеют работы Ивана Григорьевича 
Бубнова (1872-1919 гг.) (Теория пластинок с цепными 
напряжениями) и Бориса Григорьевича Галеркина 
(1871-1945 гг.) (Приближенные методы решения стати-
ческих задач о расчете пластинок). 

Благодаря введению определенных гипотез тео-
рия расчета тонких жестких пластин довольно проста и 
сводится к линейным дифференциальным уравнениям.  

Деформации гибких тонких пластин (а также мем-
бран и оболочек) описываются системой нелинейных 
уравнений, что существенно усложняет задачу по опре-
делению их напряженного и деформированного состоя-
ний. 
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Рассматриваются случаи, когда пластина нагру-
жена только силами перпендикулярными ее срединной 
плоскости. 

При исследовании будем считать, что система осей 
координат неподвижна и не перемещается вместе с 
пластиной при ее деформации. 

 

1.2. Метод Бубнова - Галеркина 

Решение задач теории упругости сводится к инте-
грированию дифференциальных уравнений в частных 
производных с заданными граничными условиями. Точ-
ного решения многих важных для практики задач нет, 
так как решение дифференциальных уравнений пред-
ставляет собой большие математические трудности. 

В связи с этим, большое значение приобрели вари-
ационные методы решения задач, основанные на вари-
ационных принципах теории упругости. 

Вариационными принципами теории упругости 
называются некоторые основные теоремы, выраженные 
в форме интегральных равенств, которые связывают 
между собой перемещения, деформации и напряжения 
во всем объеме тела, и основанные на свойствах работы 
упругих сил. 

Вариационные принципы представляют практиче-
ский интерес, так как на них основаны вариационные 
методы, позволяющие находить приближенные и доста-
точно эффективные решения задач в тех случаях, когда 
классический путь интегрирования основных уравнений 
теории упругости невозможен или затруднителен. Сле-
довательно, сущность вариационных методов заключа-
ется в сведении решения одного или нескольких диф-
ференциальных уравнений в частных производных к ре-
шению системы линейных алгебраических уравнений 
или обыкновенного дифференциального уравнения. 
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Многие из вариационных методов основаны на ва-
риационных принципах: принципе минимума энергии и 
принципе возможных перемещений. Оба эти принципа 
устанавливают необходимые условия, при которых си-
стема «тело – нагрузка» находится в равновесии. Со-
гласно принципу минимума энергии полная потенциаль-
ная энергия системы, находящейся в состоянии устой-
чивого равновесия, минимальна. Принцип возможных 
перемещений утверждает, что если система находится 
в равновесии, то сумма работ всех сил на возможных 
перемещениях равна нулю. Под возможным перемеще-
нием (виртуальным перемещением) понимается сколь 
угодно малое отклонение системы от заданного поло-
жения, допускаемое наложенными связями. 

Одним из методов приближенного решения диф-
ференциальных уравнений является метод Бубнова-Га-
леркина. Метод Бубнова-Галеркина основан на свойстве 
ортогональных функций. 

Применим этот метод к решению уравнения Со-
фии-Жермен 
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Искомая функция прогиба  yxw ,  должна удовле-
творять этому уравнению, а также граничным условиям 
на краях пластины. Согласно этому методу, функция 

прогибов  yxw ,  заменяется ее приближенным значе-
нием в виде двойного ряда 
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где ij
С  – постоянные параметры, подлежащие опре-

делению; 
     yYxXyx

jiij
,,,

 – функции, которые выбира-
ются так, чтобы удовлетворять геометрическим и ста-
тическим условиям задачи.  

Эти функции называются базисными или коорди-
натными функциями. Кроме того, для этих функций 
должны существовать производные порядка, не 
меньше, чем порядок рассматриваемого дифференци-

ального уравнения. Например, функция  xX
i  в уравне-

нии (1.3) не может быть равной 
3x , так как в этом слу-

чае для нее не существует четвертой производной, не 
равной нулю. 

Таким образом, метод Бубнова-Галеркина позво-
ляет получить не числовое (например, по методу конеч-
ных разностей), а аналитическое приближенное реше-
ние краевой задачи для данного дифференциального 
уравнения. При подстановке выражения (1.3) в диффе-
ренциальное уравнение (1.1) левая часть уравнения не 
обращается в нуль, а превращается в некоторую функ-
цию от x, y С11, С12, С21, . . . . . В результате получаем: 

 

 
  0,......,,, 4

21,1211
 qwDСССyxF

mnz .        (1.4) 
 
Эту функцию – ошибку можно представить как не-

которую неуравновешенную проекцию z
F  на ось z всех 

внешних и внутренних сил, действующих не бесконечно 
малый элемент пластины. 
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Для того, чтобы выбранная функция mn
w  мало от-

личалась от искомой функции прогибов  yxw , , необхо-
димо подобрать параметры С11, С12, С21, . . . . так, чтобы 

сила z
F  как можно меньше отличалась от нуля. Для 

этого, согласно вариационному принципу возможных 

перемещений, необходимо, чтобы работа силы z
F  (1.4) 

на возможных перемещениях срединной плоскости рав-
нялась нулю. Аналогами возможных перемещений по 
направлению оси z являются перемещения, определяе-

мые базисными функциями ,.....,,,
2211

YXYX  
Таким образом, чтобы пластина находилась в рав-

новесии, необходимо в каждой точке пластины потре-
бовать равенства нулю суммы элементарных работ всех 
приложенных к ней сил на возможных перемещениях, 
то есть приравнять нулю следующий интеграл по пло-
щади S пластины 

 
    

S

jiz
dxdyyYxXF 0

. 
 Подставляя в интеграл выражение (1.4) для не-

уравновешенной силы z
F , получаем интегральное вы-

ражение, согласно которому дискретная система точек 
пластины будет находиться в равновесии 
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где njmi ,....,3,2,1;,...,3,2,1  .  
Уравнение (1.5) называется уравнением Бубнова-

Галеркина. 
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Полученное интегральное уравнение представ-
ляет собой систему линейных алгебраических уравне-

ний относительно неизвестных параметров ij
С

.  
Так, для значений m=n=2 получим, с учетом (1.3), 

систему четырех линейных алгебраических уравнений 
относительно постоянных С11, С12, С21, С22 
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Решение системы линейных алгебраических урав-

нений приводит к определению величин параметров 
С11, С12, С21, С22 и получению окончательного выраже-

ния для вычисления функции mn
w . Чем больше коэффи-

циентов ij
С  будет учтено в выражении (1.3), тем точнее 

функция mn
w  аппроксимирует искомую функцию проги-

бов  yxw , . 
Если в выражении (1.3) учитывать только один 

член ряда, то вместо системы уравнений будет одно 
уравнение 
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где kk FF
yx ,

 – координаты точки приложения сосре-
доточенных нормальных сил Fk,  действующих на пла-
стину. 

В случае наличия сосредоточенных сил, выраже-
ние (1.6) принимает вид 
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 (1.8) 
 
Таким образом, метод Бубнова-Галеркина позво-

ляет учесть действие сосредоточенных сил Fk, что не-
возможно при работе с дифференциальным уравне-
нием. 

Запишем уравнение (1.7) в более удобном для вы-
числений виде 
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Здесь  
a и b – размеры пластины по осям координат x и y 

, соответственно. 
Из этого уравнения определяется параметр С по 

формуле 
 

 1

1
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С

,                                                  (1.9) 
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где 
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;             (1.10) 
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.(1.11) 
 
После нахождения параметра С, по формуле (1.3) 

определяются искомые прогибы  yxw
mn

,  срединной 
плоскости. Затем, по известным формулам определя-
ются все параметры напряженно деформированного со-
стояния пластины (перемещения, деформации, напря-
жения) и внутренние усилия (моменты, поперечные 
силы). 

Аналогично запишем уравнение (1.8) в более удоб-
ном для вычислений виде 

 

   ;1

2

2

2

2

0 0 1
1111

0 0 0 0 0 0

12121212121222

0 0 0 0 0 0

11121112111221

0 0 0 0 0 0

12111211121112

0 0 0 0 0 0

11111111111111

  

     

     

     

     











































































a b F

k
FFk

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

kk
yYxXF

D
dyYdxX

D

q

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

 
 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Расчет пластин на изгиб методом Бубнова-Галеркина 

 

 14 

   ;1

2

2

2

2

0 0 1
2121

0 0 0 0 0 0

22122212221222

0 0 0 0 0 0

21122112211221

0 0 0 0 0 0

22112211221112

0 0 0 0 0 0

21112111211111

  

     

     

     

     











































































a b F

k
FFk

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

kk
yYxXF

D
dyYdxX

D

q

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

 
 

   ;1

2

2

2

2

0 0 1
1212

0 0 0 0 0 0

12221222122222

0 0 0 0 0 0

11221122112221

0 0 0 0 0 0

12211221122112

0 0 0 0 0 0

11211121112111

  

     

     

     

     











































































a b F

k
FFk

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

kk
yYxXF

D
dyYdxX

D

q

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

 
 
 

   ;1

2

2

2

2

0 0 1
2222

0 0 0 0 0 0

22222222222222

0 0 0 0 0 0

21222122212221

0 0 0 0 0 0

22212221222112

0 0 0 0 0 0

21212121212111

  

     

     

     

     











































































a b F

k
FFk

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

a b a b a b

IVIIIIIV

kk
yYxXF

D
dyYdxX

D

q

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

dyYYdxXXdyYYdxXXdyYYdxXXC

 
 
Полученную систему четырех уравнений запишем 

в виде 
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                  (1.15) 
 
Вычислив по формулам (1.13), (1.14) и (1.15) зна-

чения ,..,..,..,..,..
11111

  и решив систему уравнений 

(1.12), найдем значения параметров 22211211
,,, СССС . 

После нахождения параметров 22211211
,,, СССС , по 

формуле (1.3) определяются искомые прогибы  yxw
mn

,  
срединной плоскости. Затем, по известным формулам 
определяются все параметры напряженно деформиро-
ванного состояния пластины (перемещения, деформа-
ции, напряжении, моменты, поперечные силы). 

 

ТЕМА 2. ПРИМЕР РАСЧЕТА ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 

ПЛАСТИНЫ 

При расчете прямоугольной пластины необходимо 
выполнить:  

1. Проверить выполнение граничных условий при 
заданной аппроксимирующей функции. 

2. Методом Бубнова-Галеркина определить вели-
чину коэффициента Cij. 

3. Определить величины zyzxyx
QQHMM ,,,,

. По-
строить эпюры прогибов и внутренних усилий в сече-
ниях по осям симметрии пластины. 

4. Для опасных точек определить нормальные и 
касательные напряжения. 
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Рассмотрим пример расчета прямоугольной пла-
стины на действие собственного веса 

q , локальной рав-
номерно распределенной нагрузки F

q  и сосредоточен-
ных сил F при m = 1 и n = 1. 

Схема нагружения пластины представлена на рис. 
1 

 

 
Рис. 1 

 
Данные для расчета пластины:  

;2,3;6,5 мbмa   

;40;5
2м

кН
qсмh

F


 
МПа;101,2;60 5 EкНF  

3,0;78
3

 
м

кН

. 
Собственный вес пластины, приходящийся на 1м2 

поверхности, равен 

2м

кН
9,305,078  hq 



. 
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Функция прогибов задана в виде 

    y
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x
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CyxCyxw


 sin
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cos1,,
1111 










,          (2.1) 
 
где  
 

  y
b

x
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yx


 sin
2

cos1, 









 – базисная функция. 
 

2.1. Проверка выполнения граничных условий 

а). При x = 0 (грань AB) – жесткая заделка, следо-
вательно  

0;0 





x

w
w

 
б). При x = a (грань CD) – жесткая заделка, следо-

вательно  

0;0 





x

w
w

 
в). При y = 0 (грань BC) – шарнирное опирание, 

следовательно  
0;0 

y
Mw

 
г). При y = b (грань AD) – шарнирное опирание, 

следовательно  
0;0 

y
Mw

 
При y = 0 и y = b (грани BC и AD) пластина шар-

нирно закреплена.  
Статическое граничное условие имеет вид 

0
2

2

2

2




















x

w

y

w
DM

y
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Так как шарнирные опоры считаются жесткими 
(прогибы в направлении оси y равны нулю), то из гра-

ничного условия 
0

y
M

 следует, что  
0

2

2






y

w

.   
Подставим уравнения граней пластины в заданную 

функцию прогибов (2.1). 
 
 
Грань AB (x = 0): 

    0sin11sin0
2

cos1,0
11









 y

b
y

ba
Cyw



 
 
Грань BC (y = 0): 
 

  00
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cos10sin
2

cos10,
11


















 x
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i
C

b
x

a
Cxw



 
Грань CD (x = a): 
 

    0sin11sin
2

cos1,
11









 y

b
Cy

b
a

a
Cyaw



 
 
Грань AD (y = b): 
 

  00
2

cos1sin
2

cos1,
11


















 x

a
Cb

b
x

a
Cbxw



. 
Таким образом, на контуре пластины прогибы 

равны нулю, следовательно, кромки пластины либо за-
щемлены, либо шарнирно оперты. 

Первые производные заданной базисной функции 
имеют вид 
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При x = 0 (грань AB): 
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При x = a (грань CD): 
 

    0sin2sin
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, 
 
то есть углы поворота на гранях, параллельных 

оси y, между касательной к срединной поверхности и 
осью x равны нулю. Следовательно, грани AB и CD за-
щемлены (жесткая заделка). 

Вторая производная по переменной x от заданной 
базисной функции 
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Вторая производная по переменной y от заданной 

базисной функции 
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При y = 0 (грань BC): 
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а при y = b (грань AD): 
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, 
 
то есть грани пластины BC и AD шарнирно оперты. 
Таким образом, заданная функция прогибов удо-

влетворяет всем граничным условиям на контуре пла-
стины. 

 

2.2. Определение коэффициента C11 

Найдем четвертые производные от базисной функ-
ции 
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Базисную функцию и ее производные запишем в 

следующем виде: 
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Так как в уравнении (1.3) учитывается только один 
член ряда, то коэффициент С11 определим по формуле 
(1.9) 

 1
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,                                             (2.2) 
Определим величину 1
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По таблице интегралов находим 
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При заданных значениях a и b, получаем  
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Определим величину 1
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По таблице интегралов находим 
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При заданных значениях a и b, получаем 
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           (2.4) 
 
Подставив (2.3) и (2.4) в (2.2), находим значение 

параметра С11 
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Таким образом, функция прогибов (2.1) пластины 

имеет вид 
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2.3. Определение внутренних усилий 
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Следовательно, соотношения (2.5) выполняются тожде-
ственно. 

 

 2.4. Определение прогибов и усилий в характерных 
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Эпюры прогибов и усилий показаны на рис. 2. 
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Рис. 2 
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Примечание 
Для m = 2 и n = 2 значения интегралов приведены 

в таблице 1. 
 

Таблица 1 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ К РАСЧЕТНО-

ГРАФИЧЕСКОЙ РАБОТЕ 

1.Какие тела называют пластинами? 
2. Классификация пластин по толщине. 
3. Уравнение Софи-Жермен. 
4. Граничные условия при различных вариантах 

закрепления краев пластины. 
5. Какие внутренние усилия возникают в пласти-

нах, их единицы измерения? 
6. Сущность метода Бубнова-Галеркина. 
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