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1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ПЛОСКОГО 

НАПРЯЖЁННОГО СОСТОЯНИЯ 

1.1 Напряжённое состояние в точке 

Напряжённым состоянием в точке называется совокупность 

напряжений, действующих по всевозможным площадкам, прове-

дённым через эту точку. 

 
 

Рис. 1. Различные виды напряжённого состояния в 

точке 

Через каждую точку деформированного тела можно прове-

сти бесконечное множество площадок (точка А, рис. 1), по кото-

рым в общем случае действуют нормальные 
  и касательные 

напряжения 


 .  

Площадки, на которых отсутствуют касательные напряже-

ния, называются главными, а возникающие нормальные напряже-

ния на этих площадках называются главными напряжениями. 

В общем случае в деформируемом поле возникает три глав-

ных напряжения 
321

 ,, . Причем
321

  . Такое 

напряжённое состояние называется объёмным (рис. 2). 
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Рис. 2. Объёмное наряжённое состояние 

Если одно из главных напряжений равно нулю, то такое 

напряженное состояние называется плоским или двуосным (рис.3) 

 
Рис. 3. Плоское напряжённое состояние 

Если не равно нулю только одно главное напряжение, то 

такое напряженное состояние называется одноосным (рис.4) 

 
Рис. 4. Одноосное напряжённое состояние 

1.2. Прямая задача плоского напряжённого 
состояния 

Прямая задача плоского напряжённого состояниязаключа-

ется в определениичисленных значений касательных 
 ,  и 
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нормальных 
 ,  напряжений на произвольных площадках 

через главные напряжения 
21

 , . (рис.5) 

 
Рис. 5. Напряжения на главных и наклонной площадках 

при плоском напряжённом состоянии (прямая задача). 

























2
2

соs

21

2

2

2

1

sin

sin

                                   (1) 

























2
2

21

2

2

2

1

sin

cossin

                                 (2) 

Сумма нормальных напряжений на двух взаимно перпенди-

кулярных площадках есть величина постоянная 

21



                                                    (3) 

1.3. Обратная задача плоского напряженного 
состояния 
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Обратная задача плоского напряжённого состояниязаклю-

чается в определенииположения главных площадок и численных 

значений главных напряжений (рис.6) 

 
Рис. 6. Напряжения на наклонных и главных площадках 

при плоском 

напряжённом состоянии (обратная задача). 
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Где 

0
 –угол наклона главных площадок. 

Для определениячисленных значений главных напряжений 

можно также воспользоваться следующими формулами 
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1.4. Максимальные касательные напряжения 

Максимальные касательные напряжения возникают на пло-

щадках, наклонённых к главным площадкам под углом 450 

2

21






max

 

1.5. Чистый сдвиг 

Если на двух взаимно перпендикулярных площадках отсут-

ствуют нормальные напряжения, то этот элемент подвергается 

чистому сдвигу (рис. 7). 

 
Рис. 7. Главные площадки и главные напряжения 

при чистом сдвиге 

В этом случае  

 
21

 

 

2. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ НА 

ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЁННОГО СОСТОЯНИЯ В 

ТОЧКЕ 
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2.1. Задача №1. Прямая задача при плоском напря-
жённом состоянии 

1. Определить нормальные 
 и  и касательные 

напряжения   на площадках элемента, наклоненных к главной 

площадке под углом  .  

Графически показать напряжённое состояние на площадках 

этого элемента. 

2. Определить площадки, на которых возникают 
max

 . 

Определить величины 
max

 , 
 и , возникающие на 

этих площадках. Графически показать напряжённое состояние на 

площадке этого элемента. 

Дано: МПа100
1
 , МПа50

2
 , 

025 . 

Требуется: 

Определить численные значениянапряжений 

max
,,, 

 . 

Решение 

Определим нормальные напряжения 
 и  по 

формулам (1) и (2) 
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    

Подставим заданные величины 

МПа358906305042250100255025100

МПа91422605090630100255025100

220202

220202

,,,cossin

,,sincos
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









 

Касательные напряжения   на площадках элемента вычис-

ляются по формуле 




 2
2

21 sin


  
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Следовательно,  

МПа151976602550
2

50100 0
,,sin 


  

Напряжённое состояние на площадках этого элемента ука-

зано на рис. 8. 

 
Рис.8. Напряжённое состояние в точке при заданных 

главных напряжениях. 

2. Максимальные касательные напряжения 
max

 возникают 

на площадках, наклонённых к главным площадкам под углом 450.  

Следовательно, 

МПа25
2
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2

21 
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2

21 
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








. 

Напряжённое состояние на площадках этого элемента име-

ет вид (рис.9): 
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Рис. 9. Площадки с максимальными касательными напря-

жениями 
045 . 

Проверка:Так как нормальные напряжения достигают экс-

тремальное значение на главных площадках (то есть в данной 

задаче МПаМПа 50,100 min2max1   ) должно вы-

полняться неравенство 

21



  или 

МПа50МПа958МПа91МПа100  , . 

2.2. Задача №2. Обратная задача при плоском 
напряжённом состоянии 

Дано: 

МПа70


 ; 

 МПа210


 ;  

МПа110 . 

Требуется: 

Определить положение главных площадок и численные 

значения главных напряжений (рис. 10) 
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Рис. 10. Напряжённое состояние в точке (обратная зада-

ча) 

Напряжённое состояниена рис. 10 показано с учётом знаков 

  ,, . 

Решение 
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Проверка: 

    

   МПаМПа 8,260280
2

1
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2

1
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 МПаМПа 4,270;6,9 21   ; 

        427021070792
21

,,  


; 
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21

 ,,


 

Положение главных площадок и главных напряжений пока-

зано на рис. 11. 

 
Рис.11. Главные площадки и главные напряжения. 

2.3. Задача №3. Напряжённое состояние при 
плоском изгибе  

Исследование напряжённого состояния для двутаврового 

поперечного сечения проведём на примере балки по схеме рис. 

2(б) методических указаний к данному заданию(рис. 12). 

1. Построим для этой балки эпюры Q(x) и M(x) по 

«Правилам контроля и построения эпюрвнутрен-

них силовых факторов»(рис. 12). 
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Примечание: «Правила контроля и построения эпюр внут-

ренних силовых факторов»смотри вПрактикумепо выполнению 

расчётно-графической работы «Построение эпюр внутренних си-

ловых факторов в балках и плоских рамах». /Портал электронно-

го обучения «СКИФ» ДГТУ (http: skif.donstu.ru)/. 

 
Рис. 12. Эпюры поперечной силы и изгибающего момента. 

2. Заданная балка имеет двутавровое поперечное сече-

ние(двутавр№18). 

Проверим прочность заданной балки 
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Так как заданное сечение не обеспечивает прочность балки 

необходимо провести перерасчёт и найти новое двутавровое по-

перечное сечение. 

3. Подберемновоепоперечное сечение балки 

 
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
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 

,max


 

Принимаем сечение балки: 

а). Дву-

тавр

МПа172
10518

1089
см518№30а

26

3
3 






 м

н
Wy max,, 

> [σ]  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Сопротивление материалов 

 

 16 

Проверка экономичности 

%,%,% 557100
160

172160



 

Балка перегружена. Следовательно, №30а не 

подходит. 

б).  

Рассмотрим 

двутавр

МПа149
597

1089
см597№33,

2

3
3 




м

н
Wy max,  <

< [σ]. 

Проверка экономичности 

%,%,% 596100
160

149160



Балка недогружена. 

Окончательно принимаем  

двутавр № 33. Выпишем из сортамента его геометрические 

характеристики: 

33

42

339597

98408,5312,17,01433

cмS;смW

;смI;cмАсм;tсм;dсм;всм;h

yy

y





 

4. Построим эпюры напряжений .,,,
21

 в 

опасном сечении балки. 

Примечание:План построения эпюр « » и « »смотри в 

Практикуме по выполнению расчётно-графической работы «Рас-

чёт балок на прочность». /Портал электронного обучения «СКИФ» 

ДГТУ (http: skif.donstu.ru)/. 

Для определения главных напряжений найдём  и  в 

точках 1,2,3, 4 и 5. 
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;0  

так как 0z
3
  

      МПа69МПа415:4
22




 ,,  

      МПа139МПа312:5
11




 ,,  

Определим главные напряжения в точках 1,2,3, 4 и 5 по 

формулам   22

21
4

2

1





,
 

При плоском изгибе 

  (нормальные напряжения в 

поперечном сечении), 0


 (нормальные напряжения в про-

дольных сечениях), 
 > 0;  >0. 

(рис. 13). 

 
 

Рис. 13. Напряжённое состояние в произвольной 

точке при плоском изгибе. 

Используя формулу главных напряжений (4), получим 

 2

21
4

2

1
 

,
. 

Главные напряжения  

 ,2

1
4

2

1
   2

2
4

2

1
   

      МПа140МПа3124139139
2

1
4

2

1
:1 222

1
 ,
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    МПа11МПа2141139
2

1
4

2

1 2

2
,,    

    МПа372МПа41546969
2

1
:2 22

1
,,    

  МПа283МПа567569
2

1
2

,,   

    МПа716400
2

1
:3 2

1
,   

  МПа716400
2

1 2

2
,   

      МПа283
2

1
567569МПа41546969

2

1
:4 22

1
,,,  

 

  МПа372МПа41546969
2

1 22

2
,,   

      МПа11МПа2141139
2

1
МПа3124139139

2

1
:5 22

1
,,,  

 

    МПа140МПа2141139
2

1
МПа3124139139

2

1 2

2
 ,,

 

По полученным численным значениям главных напряжений 

строим эпюры , (рис. 14). 
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Рис. 14. Эпюры распределения нормальных, касательных 

и главных напряжений в поперечном сечении балки 

5. В опасном сечении балки определим положение глав-

ных площадок и численные значения главных напря-

жений
21

 ,  в точках 0z;
4

h
z;

2

h
z   и 

покажемна рисунке напряжённое состояние элемента 

в этих точках.  

При построении эпюр
21

и   в предыдущем пункте ве-

личины 
21

и   уже были определены. 

Найдем угол наклона 
0

  главных площадок для элемента 

АВСD (рис. 13), находящего в точках 1,2,3,4 и 5 и покажем графи-

чески напряжённое состояние этого элемента в этих точках. 

Угол 
0

  отсчитывается от направления алгебраически 

большего напряжения 
2

 . Обозначения выбираем так, чтобы 

выполнялось условие 
  . 

Для точек 1 и 2: .0; 


  

Для точек 4 и 5: 

 ;0  (так как в этих точках 

0 ). 

При этом формулы для главных напряжений 
21

 ,  не из-

меняются 
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 22

21
4

2

1
 

,
 

    177,0
139

312222
215.1 0 


















tgрис:  

МПа11МПа;14055
21

0

0
,,,    

 

Рис.15. Напряжённое состояние в точке 1 

    44,0
69

4,1522
216.2 0 







tgрис:  

МПа283МПа;372213
21

0

0
,,,,    
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
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А В

D С









415,

69




1


1


2


2


0213,

1


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.16.Напряжённое состояние в точке 2. 

    0

00 45
0

22
217.3  






tgРис:  

МПа716МПа;716
21

,,    

На уровне   3  элемент АВСD подвергается чистому сдви-

гу МПаМПа; 7,167,16 21   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.17.Напряжённое состояние в точке 3 

  4  (Рис.18) так как 0 в этой точке, примем 

1


1


2


2




716,

А В

D С








0

0
45
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МПа69;0 


  

 
213;440

69

41522
2tg

00
,,

,








 








 

МПаМПа; 3,7228,3 21    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.18.Напряжённое состояние в точке 4 

Сравним с точкой 2: изменение направления напряжения 

  ведёт к изменению величин 
21

 ,  и направления главных 

площадок. 

   
 
 
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  
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Рис.19.Напряжённое состояние в точке 5 

Необходимо проверить правильность определения 

 ,, 21 , используя следующие формулы и свойства глав-

ных напряжений 
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МПа37240290МПа41595760МПа69
1

,,,, 

МПа83240290МПа41504240МПа69
1

,,,,   

б)  283069372 ,,   

в) 
6969

33372069



 ,,
 

Вывод:Численные значения главных напряжений и поло-

жение главных площадок в   2 найдены верно. 

Примечание: Аналогично решается задача №3 для балок 

прямоугольного поперечного сечения. 

2.4. Задача №4. Напряжённое состояние при круче-
нии вала круглого поперечного сечения 

Для вала, изображенного на рис.20, требуется: 

1. Построить эпюры крутящих моментов. 

2. Проверить прочность вала, если [τ]= 80Мпа (сталь). 

3. Если τmax> [τ], подобрать радиус вала R  из условия 

прочности. 

4. Графически показать напряжённое состояние элемен-

тов вала на поверхности в опасном сечении.  

Да-

но: кНм;17m
1
 кНм;20m

2
 кНм;28m

3


кНм;14m
4
   МПа;80 cм52R , . 
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Рис.20. Расчётная схема вала. 

Решение 

1. Определяем значения крутящих моментов на участках 

стержня, пронумеровав их справа налево 

кНм;14mМ
434



 

кНм;422814mmМ
3423




 

кНм;22202814mmmМ
23412




 

кНм;3917202814mmmmМ
123401




 

По найденным значениям строим эпюру крутящих моментов 

к
М (рис.21) 

1 2 2 6



1
m

2
m

3
m

4
m

RА В

D С

dx



39

22

42

14

z

y

Mk

 
Рис. 21. Эпюра крутящих моментов (Размерность 

крутящего момента кнм). 

Максимальное значение крутящего момента 
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кНм42М
к


max

 (рис. 21). 

2. Определим радиус вала из условия прочности  

 



W

M k max

max
, 

где 
maxк

М – наибольшая величина крутящего момента на 

каком-либо участке эпюры 
k

M  (по модулю); 


W – полярный момент сопротивления  

2

3
R

W


  . 

Из условия прочности получим формулу для определения 

радиуса вала 

 
3

max2

 


кМ
R . 

Подставляя численные значения, получим  

см9416

см

кН
8143

кНм42002
R

3

2

,

,






  ≈ 6,94см. 

3. Подсчитаем значение полярного момента для найденного 

радиуса вала 

  3

3

см525
2

см946143
W 




,,
  

Тогда 
max

  принимаем следующее значение  

   МПа80
см

кН
8

см525

кНсм4200
23max

 

Условие прочности выполняется. 

4.Покажем напряжённое состояние элементов вала на по-

верхности в опасном сечении (рис.22) 



max


max
А

В

D

С

dx

max


max


O
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Рис.22.Элемент АВСDна поверхности вала 

 

Элемент АВСD подвергается чистому сдвигу (рис. 23) 

 
Рис.23. Напряжённое состояние элемента ABCD. 

2.5. Задача №5. Напряжённое состояние при одноос-
ном растяжении-сжатии 

Для стержня, подвергающегося осевому растяжению (сжа-

тию) (рис. 24), требуется: 

1. Построить эпюру продольных усилий N. 

2. Построить эпюру  . 
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3. В опасном сечении найти 

,,  на площадках, 

наклонённых к поперечному сечению под углом  . 

4. Графически показать напряжённое состояние элемен-

та в опасном сечении. 

Дано: ,кН10F
1
 ,кН19F

2
 ,кН19F

3


,
2

1
см10А  ,

2

2
см15А  ,

2

3
см15А  ,м2а  ,м2в 

,м3с  025 . 

 

Рис. 24.Схема стержня. Эпюры продольного усилия и 

нормальных напряжений 
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1. Построение эпюры продольных усилий N. 

Для построения эпюры продольных усилий Nразобьём 

стержень на три участка, начиная со свободного конца и считая 

границей участка любое изменение в нагрузке. 

Внутренняя продольная сила численно равна алгебраиче-

ской сумме проекций всех внешних сил, расположенных по одну 

сторону от рассматриваемого сечения, на ось стержня (растяги-

вающая сила считается положительной, сжимающая – отрица-

тельной) (рис. 25). 
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Рис.25. Определение продольных усилий на участках 

стержня 

Проведём сечение в любом месте третьего участка и рас-

стояние от свободного конца до сечения обозначим че-

рез  .м2х0х
33
  

III участок:    2х0
3
  

  кН19FxN
333

  

    кН192N0N
33

  

Аналогично для второго участка 

II участок:     2х0
2
  

  кН381919FFxN
2322

  

    кН382N0N
22

  

Аналогично для первого участка 

I участок:           3х0
1
  

  кН28101919FFFxN
12311

  

    кН283N0N
11

  

По полученным численным значениям продольных сил 

Nстроим эпюру продольных сил(рис. 24). 

2. Построение эпюры нормальных напряжений  .  

Определим напряжения на рассматриваемых участках 

стержня по формуле 

A

N
  

МПа712
см

кН
271

см15

кН19

A

N
22

3

3

3
,, 


 ; 

МПа325
см

кН
532

см15

кН38

A

N
22

2

2

2
,, 


 ; 
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МПа28
см

кН
82

см10

кН28

A

N
22

1

1

1



 , . 

По полученным численным значениям σ строим эпюру нор-

мальных напряжений (рис. 24). 

3. Определяем в опасном сечении значения 

,,  

на площадках, наклонённых к поперечному сечению под углом 

 . 

По эпюре нормальных напряжений определяем опасный 

участок. В нашем примере им является участок I, так как здесь 

возникают наибольшие сжимающие напряжения. 

Найдём 

,,  на площадках, наклонённых к попе-

речному сечению под углом 
025 .  

Для этого воспользуемся ниже приведенными формулами 




2
cos  




2
sin  




 2
2

sin  

Подставим в них числовые значения 

МПа2390630282528 202  ,cos


  

МПа542260282528 202  ,sin


  

МПа71076601450
2

28 0
,,sin   

4. Покажем напряжённое состояние элемента в опасном 

сечении стержня (рис.26) 
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Рис.26. Напряжённое состояние элемента на участке 

1 при одноосном сжатии 

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1.Что называется напряжением? 

2. Какие виды напряжений используются в сопротивление 

материалов? 

3. Что называется нормальным напряжением? 

4. Что называется касательным напряжением? 

5. Как найти полное напряжение и его направление? 

6. Какие напряжения называются главными? 

7. Что называется объёмным, плоским и линейным напря-

жённым состоянием в точке? 

8. Какие напряжения определяются в прямой задаче 

напряжённого состояния в точке? 

9.  Какие напряжения находятся в обратной  задаче напря-

жённого состояния в точке? 

10.Запишите формулы определения напряжений на наклон-

ной площадке. 

11. Запишите формулы определения главных напряжений . 

11. Как определить положение главных площадок? 

12. Каким является напряжённое состояние в точке при 

плоском изгибе? 

13. Каким является напряжённое состояние в точке при од-

 








 











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ноосном растяжении-сжатии? 

14. Каким является напряжённое состояние в точке при 

кручении стержней круглого поперечного сечения? 

15. В каких точках поперечного сечения возникает чистый 

сдвиг при плоском изгибе? 

16. В каких точках поперечного сечения возникает одноос-

ное напряжённое состояние? 

17. На каких площадках возникает максимальное касатель-

ное напряжение? 
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