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ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ. 

Оболочкой называется тело, ограниченное двумя криволи-

нейными поверхностями, расстояние между которыми (толщина 

оболочки) мало по сравнению с прочими размерами тела. 
Поверхность равноотстоящая от наружного и внутреннего 

контура оболочки, называется срединной поверхностью. 
В основе теории оболочек лежат две гипотезы. 

Гипотеза 1. Прямолинейный элемент, нормальный к сре-
динной поверхности оболочки до деформации, остается прямоли-

нейным и нормальным к срединной поверхности деформирован-

ной оболочки и не изменяет своей длины (гипотеза Кирхгофа–
Лява, гипотеза прямых нормалей). 

Гипотеза 2.. Нормальные напряжения, действующие на 
площадках, параллельных срединной поверхности оболочки, пре-

небрежимо малы по сравнению с другими напряжениями (прини-

маются равными нулю). 
Первую гипотезу называют, так же как и  в пластинах, ги-

потезой прямой нормали, а вторую гипотезу – гипотезой о не 
надавливании слоев оболочки. 

Гипотеза прямой нормали дает возможность выразить де-

формации в любой точке оболочки через деформации ее средин-

ной поверхности, которые зависят от двух координат   и  , и 

таким образом свести решение трехмерной задачи теории упруго-

сти к двумерной. Деформации же любой поверхности, находя-
щейся на одинаковых расстояниях от срединной поверхности, 

описываются посредством параметров деформации срединной 

поверхности. 
Принятие гипотез намного упрощает расчет по сравнению 

со строго постановкой в теории сред, в частности, в теории упру-
гости и вместе с тем обеспечивается достаточная точность. 

По схеме построения и точности результатов теория оболо-

чек, основанная на использовании принятых гипотез, аналогична 
технической теории стержней в сопротивлении материалов, 

вследствие чего такую теорию оболочек называют тоже техниче-
ской теорией. 

Оболочки, в которых применимы упомянутые гипотезы, 

называются тонкими, а те, в которых эти гипотезы не применимы 
– толстыми. 

Граница между тонкими и толстыми оболочками условна и 

обычно определяется отношением   20/1/
max

Rh , где h – 
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толщина оболочки, R – радиус кривизны срединной поверхности. 
Подавляющее же большинство оболочек имеют параметр 

Rh /  намного меньший, чем 1/20. 

В теории тонких оболочек всеми членами, имеющими поря-

док  Rh / , пренебрегают по сравнению с единицей. 

В результате упрощения все функции, характеризующие 

напряженно-деформированное состояние оболочки, оказываются 
функциями двух координат точек срединной поверхности. 

В большинстве случаев уравнения равновесия допустимо 
составлять, не учитывая деформации элемента оболочки. В этом 

случае они будут линейными,а зависимости между перемещения-

ми и параметрами деформаций – линеаризованными. Такой вари-
ант теории оболочек называется геометрически линейной теори-
ей.  

Одним из признаков допустимости применения геометриче-

ски линейной теории оболочек является достаточная малость пе-

ремещений. 
Материал оболочек подчиняется закону Гука, т. е. имеет 

место физическая линейность 
В теории оболочек используют раздел математики «Теория 

кривых и поверхностей», где изучаются свойства, присущие во-
обще кривой или поверхности независимо от их вида, изучается в 

дифференциальной геометрии. 
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1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ. 

Рассматриваются оболочки постоянной толщины h. В этом 

случае геометрия оболочки будет полностью определена, если 
заданы форма срединной поверхности, толщина оболочки и гра-

ничный контур. 

Проведем в некоторой точке М нормаль к поверхности (рис. 
1.1). Под словом поверхность будем понимать срединную поверх-

ность оболочки. 
Нормальным сечением в некоторой точке М называется се-

чение плоскостью, содержащей нормаль к поверхности в этой 
точке. Сечение это является некоторой кривой линией на поверх-

ности оболочки. 

В дифференциальной геометрии поверхностей доказано, 
что в любой точке М поверхности можно указать два ортогональ-

ных (взаимно перпендикулярных) направления, для которых нор-
маль к поверхности, проведенная в соседней точке, пересекает 

нормаль в точке М. На рис. 1.1 эти направления обозначены 

цифрами 1 и 2. 
 

 
 

Рис. 1.1 
 

Линии на поверхности, проведенные вдоль этих направле-

ний, представляют собою два семейства ортогональных линий, 
называемых линиями кривизны. Через любую заданную точку М  

проходит одна кривая каждого семейства. 
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Рассмотрим некоторую точку М и бесконечно близкую к ней 
точку N1 , лежащую на линии кривизны 1. Проведем нормали к 

поверхности в этих точках. Точка пересечения этих нормалей О1 
называется центром кривизны первого главного нормального се-

чения поверхности в точке М. 

Расстояние от центра кривизны до точки М называется 
главным радиусом R1 кривизны поверхности в точке М вдоль ли-

нии 1, а величина, обратная главному радиусу кривизны, называ-
ется главной кривизной в этой точке. 

Рассмотрим снова точку М и бесконечно близкую к ней точ-
ку N2 , лежащую на линии кривизны 2. Проведем нормали к по-

верхности в этих точках. Точка пересечения этих нормалей О2 

также называется центром кривизны второго главного нормаль-
ного сечения поверхности в точке М. Расстояние от центра кри-

визны до точки М называется главным радиусом R2  кривизны 
поверхности в точке М вдоль линии 2, а величина, обратная 

главному радиусу кривизны, называется главной кривизной в этой 

точке. 
В дифференциальной геометрии поверхностей доказывает-

ся, что главным направлениям в точке М соответствуют главные 
кривизны, одна из которых является максимальной, а другая – 

минимальной по отношению к кривизнам всех линий, проходящих 
через данную точку. 

Положение произвольной точки на поверхности оболочки 

может быть определено пересечением двух линий на поверхности 
– двух криволинейных координат, за которые обычно принимают 

линии главных кривизн для недеформированной поверхности 
оболочки. 

Положение точки на поверхности определяется двумя ха-

рактерными параметрами (рис. 1.2). 
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Рис. 1.2 

 
В зависимости от выбора этих параметров, которые обозна-

чим   и  , будем иметь ту или иную систему криволинейных 

координат. 
Уравнение поверхности может быть записано в декартовых 

координатах тремя соотношениями: 
 

      ,,,,, zzyyxx  , (1.1) 

 

или одним векторным уравнением 

 

  kzjyixr  , ,  (1.2) 

где:  kji ,,  – единичные векторы неподвижной системы коор-

динат (рис.1.2);  

 ,r  – радиус-вектор точки поверхности. 

Для получения общей геометрической характеристики про-

извольной поверхности, рассмотрим бесконечно малый ее эле-

мент, выделенный около некоторой точки М четырьмя коорди-
натными линиями (рис. 1.3). 
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Рис. 1.3 
 

Точка N отстоит от заданной точки M на бесконечно малом 
расстоянии dS по поверхности. Этот бесконечно малый отрезок в 

теории поверхностей называется линейным элементом. Линеари-

зация в малом является обычным методом решения физической 
задачи с помощью дифференциального исчисления: сложные за-

висимости принимаются линейными, бесконечно малые отрезки 
кривых представляются отрезками прямых. 

Квадрат линейного бесконечно малого элемента в ортого-

нальной системе координат равен 
2

2

2

1

2 dsdsds  , где 
1

ds  

и 
2

ds  линейные элементы, соответствующие приращениям кри-

волинейных координат   и  . Элементы 
1

ds  и 
2

ds  будут при 

этом пропорциональны дифференциалам независимых перемен-

ных   dBdsdAds 
21

; . А и В можно рассматривать 

как некоторые коэффициенты искажения, преобразующие при-

ращения криволинейных координат в линейные отрезки. Выраже-
ние для квадрата линейного элемента dS примет вид 

 
22222  dBdAds  .   (1.3) 

 

Выражение (1.3) называется первой квадратичной формой 

поверхности в ортогональных координатах  , ; А и В – коэф-

фициенты этой формы. 

Линейный элемент по- верхности можно представить 
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как приращение вектора r  при переходе из точки M в точку N. 

 







d
r

d
r

dsrd








 . 

 
Возводя обе части уравнения в квадрат и учитывая, что 

векторы 


r
 и 



r
 в каждой точке поверхности являются каса-

тельными соответственно к ортогональным линиям   и   (их 

произведение равно нулю), получим: 
 

2

2

2

2

2 





d
r

d
r

ds 
























 . (1.4) 

 

Сравнивая (1.4) с (1.3), можно заключить, что 

 









r
B

r
A , . 

На основании (1.2) можно записать формулы для определе-
ния А и В: 

 

;

.

222

222

































































































zyx
B

zyx
A

  (1.5) 

 
Эти коэффициенты в общем случае произвольной поверх-

ности являются функциями координат   и  . 

Рассмотрим срединную поверхность широко применяемых в 
технике оболочек, образованную вращением произвольной кри-

вой относительно некоторой оси Oz (рис. 1.4). Главными линиями 
кривизны являются меридианы и параллели, образующие так 

называемую географическую сетку. Эти линии принимаются за 
криволинейные координаты. Следовательно, сеть координатных 
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линий есть сеть линий главных кривизн. Задать положение этих 
линий можно различным образом. 

Примем за основные параметры z  – расстояние по 

вертикали, отсчитываемое от точки О, и    – угол между 

двумя вертикальными плоскостями, проходящими через ось Oz : 
начальной – OCD0  и плоскостью OCD. Каждому значению z=const  

будет соответствовать некоторая параллель, а углу const  – 

меридиан. Их пересечение определяет положение точки М. Вы-

бранная система координат  rz ,,  называется цилиндриче-

ской. 

Положение главных линий кривизны в сферической системе 

координат для тех же оболочек определяется двумя параметра-
ми: углом  , которому соответствует некоторая параллель, и уг-

лом  , характеризующим положение меридиана (рис. 1.4). 

 

 
 

Рис. 1.4 
 

Значения коэффициентов первой квадратичной формы в 

цилиндрической системе координат для оболочки вращения ока-
зываются равными: 
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  rBdzdrA  ,/1
2

,  (1.6) 

 
а в сферической системе координат 

 

rBrA  ,sin/  .   (1.7) 

 

Кривизны координатных линий   и   будем обозначать в 

дальнейшем k1 и k2, а соответствующие радиусы кривизны – R1 и 

R2. 
Формы оболочек можно квалифицировать по их гауссовой 

кривизне. Гауссовой кривизной поверхности оболочки называется 

произведение главных кривизн: 
 

21
kkk  .    (1.8) 

 

Первый класс объединяет оболочки нулевой гауссовой кри-

визны (оболочки у которых кривизна в направлении одной из ко-
ординат равна нулю) – цилиндрические и конические поверхно-

сти. 
Ко второму классу относятся разнообразные поверхности 

двоякой кривизны: положительной гауссовой кривизны (выпук-
лые); отрицательной гауссовой кривизны (вогнуто-выпуклые). 

Оболочки вращения могут быть как положительной, так и 

отрицательной гауссовой кривизны. 
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2. ТЕОРИЯ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК. 

ПУТИ РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК. 

При исследовании рассматривается равновесие элемента 

оболочки произвольной формы, заданной в системе координат 

z,,  (рис. 2.1). 

Внешнюю нагрузку считаем произвольной, непрерывно рас-
пределенной по поверхности оболочки. Проекции интенсивности 

распределенной нагрузки на направления x,y,z, совпадающие с 

направлениями касательных к координатным линиям z,,  в 

точке О (рис. 2.1), обозначим соответственно 
21

, pp  и 
3

p . 

Эти составляющие нагрузки – произвольные непрерывные 

функции независимых переменных   и  . 

 

 
Рис. 2.1 

 

Для исследования распределения внутренних усилий выде-

ляется из оболочки нормальными плоскостями const , 

constd   , const , constd    бесконечно 

малый элемент (рис. 2.1). 

Здесь: 
1

  – нормальное напряжение на грани const , 
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2
  – нормальное напряжение на грани const , 

2112
   – 

касательные напряжения соответственно на гранях const  и 

const , направленные по касательной к линии кривизны, 

1z
  и 

2z
  – касательные напряжения, направленные по нормали 

к поверхности оболочки. Положительные направления напряже-

ний показаны на рис. 2.1. Длины сторон выделенного элемента на 
уровне срединной поверхности, согласно (1.18), равны:  

Adds 
1

 и Bdds 
2

  

Главные радиусы кривизны в окрестности точки О равны R1 

и R2. 
При этом, напряжения на каждой грани могут быть сведены 

к статически эквивалентным равнодействующим усилиям: силам и 

моментам (рис. 2.2). 
 

 
 

Рис. 2.2 
 

Статические, геометрические и физические соотношения, в 

совокупности, приводят к системе 17 уравнений, из которых мож-
но вывести системы разрешающих уравнений. 

Как и при рассмотрении пространственной задачи теории 
упругости, имеются два основных пути решения – решение в уси-
лиях (в теории упругости – в напряжениях) и решение в переме-
щениях. 

Первый классический путь решения проблемы теории обо-

лочек состоит в отыскании в первую очередь усилий и мо-
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ментов. Разрешающей системой уравнений в этом случае являет-
ся система уравнений равновесия и система уравнений совмест-

ности деформаций, выраженных через усилия и моменты. Урав-
нения совместности деформаций, выраженные через усилия и 
моменты, являются аналогом уравнений Бельтрами – Мичела в 

теории упругости. В результате получаем разрешающую систему 
уравнений, содержащую шесть уравнений относительно шести 

неизвестных N1, N2, M1, M2, S и H. 
Второй классический путь решения проблемы теории обо-

лочек состоит в отыскании сначала перемещений точек средин-
ной поверхности, т. е. в отыскании функций u, v и w. Разрешаю-

щие уравнения в этом случае выражают, и условия равновесия и 

условия совместности деформаций применительно к оболочке, 
материал которой подчиняется закону Гука. Они являются анало-

гом уравнений Ламе в теории упругости. 
Разрешающие системы уравнений, полученные в каждом из 

основных путей решения проблемы теории оболочек, оказывают-

ся очень сложными. Этим и объясняется стремление к упрощению 
уравнений посредством пренебрежения некоторыми величинами. 

Одним из таких  упрощений является безмоментная теория обо-
лочек. 
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3. БЕЗМОМЕНТНАЯ ТЕОРИЯ ОБОЛОЧЕК. 

3.1 Безмоментное напряженное состояние. 

Безмоментная теория оболочек представляет собой упро-

щенный вариант общей теории, в котором пренебрегается влия-
нием изгибающих и крутящих моментов и связанных с ними попе-

речных сил (рис. 2.2) на напряженно-деформированное состояние 
оболочки. 

Напряженное состояние, характеризуемое лишь нормаль-

ными и сдвигающими силами, действующими в плоскостях, каса-
тельных к срединной поверхности оболочки, называется безмо-
ментным напряженным состоянием (например, полая сфериче-
ская оболочка, находящаяся под действием внутреннего или 

внешнего равномерных давлений). 
Усилия этого напряженного состояния показаны на рис. 3.1. 

 

 
 

Рис. 3.1 

 

Соответствующая теория носит название безмоментной 
теории оболочек. 

В ряде случаев напряженно-деформированное состояние 
таково, что изгибающие и крутящие моменты локализуются в 

непосредственной близости от краев оболочки (краевой эффект), 

а в остальной части оболочки имеет место практически безмо-
ментное  напряженное состояние. В этих случаях представляется 

возможным изображать напряженно-деформированное состояние 
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в виде суммы двух слагаемых – безмоментного и краевого эффек-
та. 

Краевой эффект – это специфическое явление, обнаружи-
ваемое лишь в тонких оболочках. Он обусловлен двумя фактора-

ми – искривленностью срединной поверхности и малостью тол-

щины оболочки. 
Условия существования безмоментного напряженного со-

стояния сводятся к следующим требованиям: 
а) форма оболочки должна характеризоваться плавностью 

срединной поверхности, отсутствием в ней изломов, острых вер-
шин, скачкообразных изменений радиусов кривизны. Изменение 

толщины оболочки должно быть плавным. Оболочка не должна 

подкрепляться ребрами; 
б) условия закрепления краев оболочки должны быть тако-

вы, чтобы они имели возможность свободно перемещаться в 
направлении нормали к поверхности. Граничные закрепления 

должны обеспечивать жесткость (неизменяемость) формы обо-

лочки; 
в) нагрузка прикладываемая к оболочке, должна быть 

плавной. Не должно быть сосредоточенных сил и скачков в рас-
пределенной нагрузке. 

К краям оболочки не должны быть приложены изгибающие 
или крутящие моменты, а также поперечные силы. 

3.2 Основные уравнения безмоментной теории 
оболочек. 

При выполнении условий существования безмоментного 

напряженного состояния, расчет оболочек можно вести, полагая, 

что моменты и поперечные силы равны нулю: 
 

0
2121
 QQHMM .  (3.1) 

 

Усилия безмоментного напряженного состояния показаны 
на рис. 3.1. 

Уравнения равновесия принимают имеют вид: 
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Получили три уравнения равновесия с тремя неизвестными 

функциями N1, N2 и S. Следовательно, безмоментное напряженное 
состояние является в бесконечно малом статически определимым. 

Если внешняя нагрузка и находящиеся с ней в равновесии реак-

ции опор известны, то напряженное состояние оболочки одно-
значно определяется системой уравнений (3.2). 

Задача об определении перемещений точек срединной по-
верхности оболочки решается после нахождения усилий. При из-

вестных усилиях N1, N2 и S упругие перемещения определяются из 

системы уравнений, которая получается при совместном рассмот-
рении геометрических и физических уравнений теории упругих 

оболочек: 
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 (3.3) 

3.3 Общие уравнения безмоментной теории 
оболочек вращения. 

На рис. 3.2 показан элемент произвольной оболочки вра-

щения, заданной в сферической системе координат  , , т. е. в 

качестве криволинейных координат приняты    и   . 

Здесь под   подразумевается координата точки срединной по-

верхности, а не угол поворота нормали. 
Из рис. 3.2,а,б можно установить, что  



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Теория расчета пластин и оболочек 

 

 19 

 dRdsadrddsabRr
1122

,,sin   

 

Согласно (1.18), коэффициенты Ламе равны: 
 

rBRA  ,
1

,   (3.4) 

где R1 – радиус кривизны меридиана;  

R2 – длина нормали к поверхности оболочки (радиус кри-
визны широты);  

r – радиус параллельного круга. 

Коэффициенты первой квадратичной формы А и В являются 

функциями координат   и не зависят от   ввиду симметрии 

формы оболочки. 
Уравнения равновесия (3.2) в этом случае принимают вид: 
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(3.5) 

 

 
 

Рис. 3.2 

 
Непосредственно из рис. 3.2,б можно определить, что 
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coscos
1
dRadd

d

dr
dd  , 

т. е.    


cos
1

R
d

dr
 .   (3.6) 

 
Подставляя (3.6) в (3.5), получим уравнения равновесия в 

следующей форме: 
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 (3.7) 

3.4 Осесимметричная задача оболочек вращения. 

Рассмотрим оболочку вращения на действие нагрузки, сим-
метричную относительно оси Oz (собственный вес, равномерная 

снеговая нагрузка и т. п). 
В этом случае система уравнений (3.7) значительно упро-

щается. Все производные по   обращаются в нуль, так как 

нагрузка, а, следовательно, и внутренние усилия не изменяются в 
круговом направлении. 

Отсутствует также составляющая внешней нагрузки p2, так 

как. ее наличие означало бы, что оболочка скручивается силами 
p2. При отсутствии скручивающих сил p2 S=0. 

Таким образом, в случае осесимметричной нагрузки урав-

нение (3.7,б) тождественно удовлетворяется. 

После элементарных преобразований уравнений (3.7,а) и 
(3.7,в), имеем: 

 

    0cossinsin
3111

 


pprRrN
d

d
. 
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Интегрируя в пределах от 
вк

  до  , получим: 

 

  CdpprRrN
вк

  




cossinsin
3111

. (3.9) 

 
Из выражения (3.9) после интегрирования определяем N1. 

Произвольную постоянную С находим из граничных условий. По-
сле нахождения N1 можно найти N2 из уравнения (3.7,в). 

Интеграл (3.9) получает простой физический смысл, если 

левую и правую части выражения умножить на 2 : 

 

    





вк

CdpprRrN 2cossin22sin
3111

 (3.10) 

 

Здесь (рис. 3.3): sin
1

N  – вертикальная составляющая 

меридионального усилия, действующего на уровне параллельного 

круга, определяемого углом  , т. е., левая часть выражения 

(3.10) представляет собою равнодействующую всех нормальных 

усилий 
1

N  на круге, соответствующем углу  ;  drR
1

2  – 

площадь элементарного кольца, соответствующего бесконечно 

малому углу d ; sin
1

p  и cos
3

p  – вертикальные состав-

ляющие компонентов нагрузки. 
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Рис. 3.3 
 

Следовательно, подынтегральная функция в уравнении 

(3.10) представляет собою вертикальную составляющую нагрузки, 
соответствующую некоторому элементарному кольцу. 

Интегрируя по  , получаем полную вертикальную состав-

ляющую всей нагрузки, действующей на оболочку выше паралле-
ли, где определяется N1. 

Таким образом, уравнение (3.10) выражает условие равно-

весия   0z  в целом, части оболочки, ограниченной снизу 

текущей параллелью. 

Член С2 , т. е. постоянная интегрирования, имеет ту же 

природу, что и член   2sin
1

rN  , но относится к паралле-

ли, соответствующей нижнему пределу интегрирования. Если 

нижний предел интегрирования 0
вк
 , т. е. у полюса оболочки 

нет выреза, то С=0; при наличии выреза (рис. 3.3) C=-bpz. 
Рассмотрим случай оболочки вращения, имеющей круговой 

вырез у вершины, определяемый углом 
вк

  (рис. 3.3). 

Если край этого выреза загружен равномерно распределен-

ной по параллели нагрузкой с интенсивностью pz, то вертикаль-
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ная результирующая этой нагрузки составит 
z

bp2  и уравнение 

(3.10) примет вид: 
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3111
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Отсюда 
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Определив N1. из уравнения (3.11), вычисляем значение N2 
по формуле, полученной из уравнения (3.7,в): 
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Для сферической оболочки с круговым вырезом на действие 

собственного веса имеем: 
 

0,cos,sin,sin,
3121


z

pqpqpRrRRR 
 

где q – собственный вес, отнесенный к единице площади поверх-

ности оболочки. 
Подставив эти значения в (3.11) и (3.12), получим: 
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Для сплошного сферического купола 0,0
вк


z

p  

(рис. 3.4) имеем: 
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В вершине купола  0
вк

 :      
2

21

qR
NN  . 

Эпюры усилий N1 и N2 изображены на рис. 3.4. 
 

 
Рис. 3.4 
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Усилие N1 в оболочке остается постоянно сжимающей си-
лой, возрастающей к нижнему опорному кольцу. 

Кольцевое усилие N2, из сжимающего в районе полюса пе-
реходит в растягивающее. 

Параллель с нулевым значением усилия N2 называют швом 

перехода. Этот шов перехода соответствует углу 
ш

 , определяе-

мому из условия N2=0: 
 

9451.0
cos1

1
cos 0 




ш

ш

ш



 . 

 

При 831032 0 
ш

  в области ниже шва перехода возни-

кает растягивающее кольцевое усилие. Для любого купола вра-
щения, работающего в условиях безмоментного напряженного 
состояния, воздействие его на опору (рис. 3.5) характеризуется 

наличием двух составляющих силы N1: вертикальной и горизон-
тальной, называемой распором. 

 

 
 

Рис. 3.5 
 

Вертикальная сила легко воспринимается основанием, а для 
восприятия распора Т необходимо создавать специальную кон-

струкцию. Такой конструкцией является опорное кольцо, которое 
присоединяется к оболочке и работает на растяжение. 

Распор Т тем больше, чем положе к горизонту располагает-

ся касательная к меридиану в районе опорной параллели. В сфе-
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рическом куполе распор Т тем больше, чем положе купол, т. е. 
чем меньше f/L (рис. 3.6,а). 

 

 
 

Рис. 3.6 
 

Если срединная поверхность купола представляет собой 
половину шаровой поверхности, то распор Т равен нулю (рис. 
3.6,б). В этом случае, в принципе, можно обойтись и без опорного 
кольца. Иногда с целью обеспечения прочности крутые ж/б купо-

ла утолщают вдоль меридиана в направлении от полюса к опор-

ной широте, чтобы позволить расположить необходимое количе-
ство кольцевой арматуры. 

В эллипсоидальных куполах вращения равенство нулю рас-
пора Т может быть при любом отношении f/L, если опорная па-

раллель совпадает с диаметральной плоскостью эллипсоида (рис. 
3.6,в). 

Опорное кольцо всегда испытывает растяжение, кольцевое 

же волокно купола у опорного кольца в одних случаях может ис-
пытывать растяжение, в других – сжатие. Безмоментная работа 

купола вращения обеспечивается лишь тогда, когда относитель-
ные растяжения опорного кольца и кольцевого волокна купола 

одинаковы. 

Купола, без шва перехода, не могут работать как безмо-
ментные, так как в районе опорного кольца возникает изгибная, 

быстро затухающая деформация (краевой эффект) при удалении 
от опорного кольца вдоль ме- ридиана. 
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4. РАСЧЕТ ОБОЛОЧКИ ВРАЩЕНИЯ НА 

ОСЕСИММЕТРИЧНУЮ НАГРУЗКУ ПО МОМЕНТНОЙ 

ТЕОРИИ. 

4.1 Краевой эффект. 

Рассмотрим напряженное состояние оболочки вращения, 
край которой закреплен не только в тангенциальном направле-

нии, как того требуют условия существования безмоментного 
напряженного состояния, но и в направлении перемещения w (по 

нормали к поверхности). Это закрепление может быть полным 

или упругим, когда край оболочки подкреплен упругим опорным 
кольцом. Такое закрепление края оболочки нарушает условие 

существования безмоментного состояния – силы реакции опоры 
вызывают в оболочке напряженное состояние, связанное с изги-

бом. 

Возникновение деформаций изгиба рассмотрим на примере 
пологого сферического купола, жестко связанного с упругим 

опорным кольцом  под действием собственного веса (рис. 4.1,а). 
В оболочке возникают, при этом, сжимающие меридиональные и 

кольцевые усилия. Усилия N1 оболочки вызывают в опорном 
кольце растяжение (рис. 4.1,г). 

Деформации опорного кольца и оболочки являются, таким 

образом, противоположными по знаку. 
Условие совместности деформаций будет соблюдено, если у 

края оболочки возникает изгиб, а опорное упругое кольцо повер-
нется на некоторый угол, т. е. будет испытывать кручение (рис. 
4.1,б,в). 
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Рис. 4.1 
 

Изгиб в пологом куполе возникает из за разности деформа-

ций оболочки и кольца в месте их соединения. Если купол подъе-

мистый и угол раскрытия 
052 , то кольцевые усилия у опоры 

будут растягивающими, т. е. совпадающими по знаку с усилием в 
опорном кольце. Избежать изгиба не удается и в этом случае, так 

как удлинения кольца и оболочки вследствие большой разности в 
их жесткостях будут различны. 

В этом случае, возникающее моментное напряженное со-

стояние характерно лишь для области, примыкающей к опоре. На 
достаточном удалении от опоры, картина напряжений с достаточ-

ной точностью описывается безмоментными уравнениями. Такое 
быстро затухающее напряженное состояние, как известно, назы-

вают краевым эффектом. 
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4.2 Порядок расчета оболочки вращения при 
действии осесимметричной нагрузки с учетом 

краевых эффектов. 

1. Проводится расчет оболочки по безмоментной теории на 
заданную внешнюю нагрузку. В результате получают усилия без-

моментного напряженного состояния N1 и N2 (S=0 из условия 
симметрии). 

2. Проводится расчет краевого эффекта. Рассматриваются 
моментные однородные уравнения равновесия. Усилия краевого 

эффекта получают с точностью до произвольных постоянных. 

3. Произвольные постоянные общего решения определяют 
из граничных условий, выражающих условие совместности де-

формаций оболочки и опорной конструкции. 
4. Общее решение задачи получается суммированием ре-

зультатов расчета по безмоментной теории и краевого эффекта. 

4.3 Основные уравнения теории краевого эффекта. 

Так как действующая нагрузка осесимметрична, то и возни-

кающие в оболочке усилия симметричны, т. е. не зависят от угла 

 . В уравнениях равновесия для произвольной оболочки враще-

ния (рис. 4.2) полагают равными нулю все производные по  , а 

также Q2, так как  M2 от   не зависит. 
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Рис. 4.2 

 
В указанной на рис. 4.1 системе координат:  
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R1 и R2 – главные радиусы кривизны оболочки. 
Решение задачи сводится к системе двенадцати уравнений 

(три уравнения равновесия), (пять геометрических), (четыре фи-
зических) уравнений с двенадцатью неизвестными: пяти силовых 

компонентов  
12121

,,,, QMMNN , четырех дефор-

маций  
2121

,,,  , двух перемещений  wu,  и угла 

поворота  . Упрощая, получим: 
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На свойстве краевого эффекта (напряженное состояние 

быстро затухающее вдоль меридиана и имеющее знакоперемен-
ный характер) строится приближенная теории его расчета, осно-

ванная на том, что при дифференцировании функций, изобража-
ющих затухающее колебание с большим коэффициентом затуха-

ния, значение производной всегда больше значения самой функ-
ции на величину коэффициента затухания. Поэтому возможно 

везде, где в процессе расчета оказываются рядом усилия, дефор-
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мации, перемещения оболочки и их производные, принимать во 
внимание лишь производные самого высокого порядка. В резуль-

тате получают приближенные уравнения, дающие для тонких 
оболочек надежный результат. Недостаток приближенного спосо-

ба состоит в том, что он действителен лишь в определенной об-

ласти изменения параметра  . При углах 
030  выражение 

для изменения угла поворота касательной к меридиану (4.1) мож-

но брать в упрощенной форме: 
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В соответствии с указанным свойством напряженного и де-

формированного состояния краевого эффекта и принимая за ос-
новное неизвестное Q1, исходные соотношения упрощаются и 

принимают вид: 
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4.4 Краевой эффект в сферической оболочке. 

Для сферической оболочки R1=R2=R. Основное уравнение 
(4.8) принимает следующий вид: 
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k  . (4.9) 

 

Решение уравнения (4.9) принимаем в виде 
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где (рис. 4.3)  
вкнк

 
21

; .  (4.11) 

 
 

Рис. 4.3 

 
Обе части решения (4.10) представляют собою функции ти-

па затухающего колебания: первая (функция от 
1

 ) затухает от 

левого края (рис. 4.3); вторая (функция от 
2

 ) затухает от право-

го края. 
Для определения краевого эффекта, возникающего у ниж-

него края, пользуемся первой частью решения (4.10): 
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Определим производные, необходимые для получения ком-
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понентов внутренних усилий: 
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Из выражений (4.4), (4.5), (4.7), для нижней части сфери-

ческой оболочки получаем выражения для   и M1: 
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Выражения (4.13) представляют собою все компоненты 
усилий с точностью до произвольных постоянных C1 и D1. Эти по-

стоянные определяются из граничных условий. 
Для краевого эффекта у верхнего кругового выреза сфери-

ческой оболочки, компоненты усилий записываются в следующем 

виде: 
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в)  
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4.5 Определение произвольных постоянных из 
граничных условий. 

Рассмотрим краевой эффект на нижнем крае сферической 
оболочки, нагруженной распределенной осесимметричной нагруз-

кой и подкрепленной опорным упругим кольцом. При этом (рис. 

4.3), 
нк

  , т. е. 0
1
 . 

Если рассчитывать оболочку с отдельным опорным кольцом 
по безмоментной теории, то деформации кольца и оболочки будут 

различны: будут различными повороты касательных к линии ме-

ридиана в месте стыка оболочки и кольца, будут также разли-
чаться удлинения радиуса параллельного круга на уровне опоры. 

Суммируя безмоментное решение задачи (3.13), (3.14) с 
решением (4.13), необходимо определить коэффициенты C1 и D1 
так, чтобы условия совместности деформаций были соблюдены. 

Если оболочка и кольцо изготовлены из одного материала, то 
условие равенства удлинения r для оболочки и опорного кольца 

можно заменить равенством кольцевых нормальных напряжений 
для оболочки и опорного кольца в месте стыка. 

Обозначим все компоненты, относящиеся к опорному коль-

цу   , а краевые значения для оболочки – чертой   . Значе-

ния, полученные по безмоментной теории, отметим индексом «0». 

Тогда граничные условия можно записать в следующем виде: 
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   (4.16) 

 

Значения угла поворота 


0
  и напряжения 



0
  определя-

ются расчетом опорного кольца по формулам из курса сопротив-
ления материалов. 

Кольцо нагружено усилиями, которые определены в обо-

лочке по безмоментной теории; 
  и 

  появляются в резуль-
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тате действия краевых усилий в оболочке, определяемых форму-

лами (4.13); 
0

  и 
0

  - угол поворота и нормальное напряжение 

у края оболочки, вычисленные по безмоментной теории;   и 

h

N
2  получаются непосредственно из (4.13) после подста-

новки в них 0
1
 . 

После расчета оболочки по безмоментной теории на задан-
ную нагрузку непосредственно получаем: 
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Для сферической оболочки выражение (4.1) упрощается и 

имеет вид: 
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Из (3.3) имеем:  
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Подставляя в (4.18) значения 
1
  и 

2
  выраженные через 

усилия N1 и N2, найденные из расчета по безмоментной теории, 

получим: 
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Рассмотрим расчет кольца методами сопротивления мате-

риалов. На кольцо действует скручивающий распределенный мо-

мент Mк (рис. 4.4). 
Вследствие симметрии нагрузки и геометрии самого кольца 

в нем не возникает деформаций кручения, а возникает лишь из-
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гибающий момент 
 

0
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к
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Рис. 4.4 

 
В наружном верхнем угле кольца (точка А) возникает 

напряжение 
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Относительное удлинение верхней грани равно 
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Радиус кривизны окружности, проходящей через точку А, 

увеличивается на 
020

6
r

hbE

M
r

ккk

 ,а радиус нейтральной линии 

кольца не изменяется (рис. 4.5,а). Поэтому каждое поперечное 
сечение кольца (рис. 4.5,б) повернется в своей плоскости на угол 
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Рис. 4.5 
 

В произвольной точке сечения кольца возникает при этом 
продольное нормальное напряжение 
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Таким образом, определены все  необходимые зависимости 

для постановки граничных условий и определения коэффициен-
тов C1 и D1. 
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5. ПРИМЕР РАСЧЕТА. 

Рассчитаем оболочку (рис. 5.1) на собственный вес с учетом 

краевого эффекта. Опорный контур и проем у вершины купола 

усилены упругими кольцами жесткости.  
Геометрические  данные оболочки: 

;м,h;,tg;м,r;м,,r;мR
вквкнк

1017630086752435  
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9848017370

17071070710

104550496715 00













 

Физико-механические данные: 

Класс бетона В30:  

МПаEМПаRМПаR
bbtb

3105,32;2,1;17  , 

16,0 . 

 

 
Рис. 5.1 

 
Принимаем ширину поперечного сечения верхнего опорного 

кольца смb 40
2
 . Тогда м88,52,008,62,0 

вк
rb

. Толщина 
2

h  подлежит определению. 
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Расчетные нагрузки принимается равными: 
2/6,2 мкНq  ; мкНp

z
/1,10 . 

 

Расчет по безмоментной теории. 

Из (3.13) и (3.14) имеем: 

 

  







z
p

R

b
qRN 


coscos

sin

1
вк20,1

; 

  







z
p

R

b
qRqRN 


 coscos

sin

1
cos

вк20,2
. 

 

Геометрические параметры и усилия, подсчитанные по 

формулам (3.13) и (3.14), приведены в табл. 1. 
Таблица 1 

 


 450 400 350 300 250 200 150 100 

sin
 0,7071 0,6428 0,5736 0,5000 0,4226 0,3420 0,2588 0,1736 

cos
 0,7071 0,7660 0,8192 0,8660 0,9063 0,9397 0,9659 0,9848 

tg  1,0000 0,8391 0,7002 0,5774 0,4663 0,3640 0,2679 0,1763 

ctg  1,0000 1,1918 1,4281 1,7320 2,1445 2,7475 3,7320 5,6713 

2sin
 

0,5000 0,4132 0,3290 0,2500 0,1786 0,1170 0,0670 0,0302 

N1,0 
[кН/м] 

-53,94 -52,30 -50,97 -50,03 -49,51 -49,62 -51,02 -56,38 

N2,0 
[кН/м] 

-10,41 -17,41 -23,57 -28,78 -32,96 -35,91 -36,88 -33,24 

 

Определим размеры поперечных сечений опорных колец из 

условия прочности. Рассмотрим воздействие на кольцо равномер-
но распределенного радиального давления интенсивности Т при 

радиусе rк (рис. 5.2,а).  
Применяя метод сечений и рассматривая (рис. 5.2,б) равно-

весие половины кольца, получим уравнение равновесия 
 

 
ккккк

TrTrNdTrN 2cos2.sin2
0

0

 




 . 
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кк
TrN  . 

 

 

Рис. 5.2 
 

Из рис. 4.1,г имеем: cos
1

NT  . Тогда   

cos
1 кк
rNN  . 

Так как опорное кольцо испытывает растяжение, то 
 

 cos
1 ккк
rNА  . 

 

Условие прочности: 
 

btк
R

A

rN


к

к1
cos

 ,   (5.1) 

 

где Rbt – расчетное сопротивление растяжению. 
Отсюда получим:   

 

bt

к

к
R

rN
A

cos
1


 .    (5.2) 

 

Для нижнего опорного кольца: 
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кН/м ,N;,coscos

;м,rr;

нк

нккнк

945370710

752445

1

0








. 

2

3к
787,0

102,1

7071,075,2494,53
мA 




 . 

 

Принимаем следующие размеры поперечного сечения ниж-

него опорного кольца:  мhмb 6,0;35,1
11
 . 

Для верхнего кольца жесткости: 
 

кН/м  ,N

;,coscos;м,rr;
вквкквк

1856

9848008610

1

0



 
. 

мhhA 7,0
4,0

28,0
.

102,1

9848,008,618,56
4,0

232к





 . 

Эпюры усилий N1 и N2 изображены на рис. 5.5. 

 
Расчет краевого эффекта. 

Дифференцируя выражения (3.13) и (3.14), получим: 

 

 







cos

sin

coscos

2
sin 3

вк
1

z
p

R

b
qR

qR

d

dN



; (5.3) 

 










cos

sin

coscos

2
sin

sin
3

вк
2

z
p

R

b
qR

qR
qR

d

dN



. (5.4) 

 

Нижний контур купола. 

Для нижнего контура купола, с учетом принятых обозначе-

ний (табл. 1), имеем: 
 

мкНNмкНN /41,10;/94,53
0,20,1

 ; 
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м/кН,

,
,

,
,

,,,

,

,

d

Nd
,

8120

70710
70710

110
35

885
70710984803562

2
70710

3562
3

01













; 

мкН
d

Nd
/16,8581,207071,0356,22 


. 

 

На нижнем контуре купола определим 
0

  и 
0

  по форму-

лам (4.17) и (4.19): 
 

МПамкН
h

N
1,0/1,104

1,0

41,10 20,2

0
 ; 

       

  .МПа,м/кН,
,

,
,,,,

,

,,,,,,,,
,

E

22191216
10

69121
333168530105343

10

1

8120160168514110945316041109453
10

1

2

0





 
Найдем соответствующее угловое перемещение и напряже-

ние в опорном кольце от действия вычисленных по безмоментной 

теории усилий. С учетом принятых обозначений на краях купола, 
получим: 

 

0
0
E . 

 

Согласно (5.1) 
 

МПа,

м/кН,
,,

,,,

hb

cosrN
нкнк,

161

421165
60351

7071075249453 2

11

01

0















 

Определим коэффициент затухания k и угол   (рис. 4.3). 

Из (4.9) имеем: 
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  462416013
10

35

1313

4 2

4 2

2

2

24

,,
,

h

R
k.

h

R
k



 

. 

0

00

36,7
46,24

180180


k
 . 

 
Напряжение и перемещение оболочки, вызванное краевым 

эффектом, определим из (4.13). Нижнее опорное кольцо предпо-
лагается закрепленным так, что его поворот равен нулю (рис. 

5.3). Полагая 0
1
 , получим: 

 

    

 
11

1111112

10

4624

1

CD
,

,

h

ksinDCkcosCDke

h

N
k










 




. 

 

 
 

Рис. 5.3 
 

Таким образом: 
 

11
6,2446,244 DC  ; 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Теория расчета пластин и оболочек 

 

 44 

 

.8,1196546,24
1,0

2

sincos
2

11

2

1111

2 1

DD

kCkDek
h

E
k




  

. 

 
Перемещение и напряжение в опорном кольце от усилий 

краевого эффекта (4.13), равны: 

 

0E ; 

 
111

21,43
6,035,1

75,24
117071,0 CCN 


 . 

 

Из граничных условий (4.16) для нижнего контура опреде-
ляем C1 и D1: 

для E : 0+0 = -1216,9 + 11965,8D1; 

для  :1165,4 - 43,2С1 = -104,1 - 244,6D1 + 244,6C1. 

Отсюда   мкНD /10,0
83,11965

9,1216
1

 ; 

   .42,11651,10410,06,2442,436,244
1

C  

мкНCC /5,4
8,287

1294
.12948,277

11
 . 

Усилия краевого эффекта на нижнем контуре купола 

 0
1
 определяем, с учетом полученных значений C1 и D1, по 

формулам (4.13): 
 

 
  м/кНм,,,,,

,

,,
M 293647150100541

3516016

104624
2

23

1





 ; 

  мкНNмкНN /62,10715,410,046,24;/5,45,411
21



 

Определим экстремальное значение изгибающего момента 

1
M . 

Из (4.13) находим: 



 

Управление цифровых образовательных технологий 

Теория расчета пластин и оболочек 

 

 45 

.73,3
46,24

27,91
рад.59,127,91

.45
1,0

5,4
.0sincos.0

0

0

1

0

1

1

1

11111

1

1










k

D

C
tgkkDkC

d

dM

 

Экстремальное значение момента 
1

M  определяем 

 рад59,1
1
k : 

    
м/кНм,

,sin,,,cos,,,,M
экстр

630

2791541027911054203907150 00

11





 

Найдем из (4.13) значение угла 
1

 , соответствующего 

0
1
M : 

0

1

0

1

11

11

11
9,1.3,46.045,1

1,05,4

1,05,4
.0 









  k

DC

DC
tgkM

 

Вторая точка на меридиане, соответствующая нулевому 

значению момента 
1

M , определяется углом 

0000

1
26,936,79,19,1   . 

Вторая точка, соответствующая экстремальному значению 

момента 
1

M , определяется углом 
00

1
09,1173,3   . 

рад73,426,271 0

1
k  

    
м/кНм,

,sin,,,cos,,,,M
экстр

030

26271541026271105400807150 00

21





 
Значения изгибающего момента в локальной области у 

нижнего опорного контура купола приведены в табл.2. 
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Таблица 2 
 

1


 
00 1, 90 3,730 9,260 11,090 

  450 43,10 41,270 35,740 33,910 

М1 [кНм/м] 3,29 0 -0,63 0 0,03 

 

Определим экстремальное значение кольцевого усилия 
2

N . 

Из (4.13) находим: 

 

0

0

0

1

1

1

1

1

2

633
4624

7388
551

738845
10

54
0

,
,

,
рад.,

,k.
,

,

D

C
tgk,

d

dN

1









. 

 

Экстремальное значение кольцевого усилия
2

N  находим 

 рад55,1
1
k : 

 

    
м/кН,

,sin,,,cos,,,,N
экстр

3823

7388105473885410212304624 00

2





 

Найдем из (4.13) значение угла 
1

 , соответствующего 

0
2
N : 

 

.,
,

,
.,k

.,
,

.

,,

,,

DC

DC
tgk

0

8

1

0

1

11

11

1

791
4624

7243
7243

95650
64

44

1054

1054


















 

 

Вторая точка на меридиане, соответствующая нулевому 

значению кольцевого усилия 
2

N , характеризуется углом 

000

1
15,936,779,1  . 
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Вторая точка на меридиане, соответствующая экстремаль-

ному значению кольцевого усилия 
2

N , характеризуется углом 

00

1
99,1036,763,3  . 

При этом рад69,482,268 0

1
k , а  

 

    
м/кН,

,sin,,,cos,,,,N
экстр

011

822681054822685410009204624 00

2





 
Эпюры расчетных усилий приведены на рис. 5.5.  Момент 

1
M  возникает только вследствие краевого эффекта. Кольцевое 

усилие 
2

N  представляет собой сумму двух решений: безмомент-

ного и краевого эффекта. 
Найдем сумму безмоментного решения (3.14) и краевого 

эффекта (4.13) усилия 
2

N  в локальной области у нижнего опор-

ного контура купола (табл.3). 

Таблица 3 

 

1


 
00 1,790 3,630 9,150 10,990 

  450 43,210 41,370 35,850 34,010 

0,2
N  

кН/м 
-10,41 -13,03 -15,58 -22,59 -25,62 

2
N

 кН/м 107,62 0 -23,38 0 1,01 

2
N  97,21 -13,03 -38,96 -22,59 -24,61 

 
Проверка прочности купола у нижнего контура: 

Меридиональные напряжения 

 

.МПа,RМПа,кН/м,,

,

,

,

,

,

,

,,

W

M

h

NN

bt

2

,

214816147919744494

10

7419

10

4449

10

2936

10

549453
22

1101
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Так как условие прочности не выполняется, то принимаем 
следующее конструктивное решение. Плавно изменяем толщину 

купола от 0,1м до 0,12м в локальной области у нижнего опорного 
кольца. В этом случае 

 

МПа,МПа,

м/Нк,,
,

,

,

,

21960

895881370412
10441

7419

120

4449 2

2













. 

 

Кольцевые напряжения 
 

218101810

120

621074110202

,МПа,кН/м,

,

,,
.R

h

NN

2

bt

,













. 

 
Верхний контур купола. 

Для верхнего контура купола, с учетом принятых обозначе-

ний, имеем: 
 

мкНNмкНN /24,33;/38,56
0,20,1

 ; 

 
Из (5.3) и (5.4)  имеем: 

 

 

м/кН,

,
,

,
,

,,,

,

,

d

Nd
,

5118

98480
00520

110
35

885
98480984803562

2
17360

356201













 

мкН
d

Nd
/7,1025,1188,155,1181736,0356,20,2 


. 

 

На верхнем крае оболочки определим 
0

  и 
0

  по форму-

лам (4.17) и (4.19): 
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МПамкН
h

N
33,0/4,332

1,0

24,33 20,2

0
 ; 

     

.МПа,кН/м,

,,,,,,,,,
,

E

2 7205717

5118160710267152433385616024333856
10

1
0





 

Найдем соответствующее угловое перемещение и напряже-

ние в верхнем кольце от действия усилий, вычисленных по без-
моментной теории: 

 

0
0
E . 

МПа,м/кН,

,,

,,,

hb

rctgp
вквкz

24171243

7040

0866715110

2

22

0












 


. 

 

Определим E  и    0
2
  из расчета краевого эф-

фекта (4.15): 

 

 
22

2 8,11965146,24
1,0

2
DDE  ; 

   

22

2222

2

62446244

10

4624

D,C,

CD
,

,
CD

h

k

h

N




 

 

Верхнее кольцо  0
2
  нагружено моментом (рис. 5.4) 

 

11к
MeQM  . 
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Рис. 5.4 

 
Согласно (4.14), (4.15): 

 

21
СQ  : м

b
e 203,0

9848,02

4,0

cos

1

2
вк

2 





; 

мtg
b

e
z

035,01763,0
2

4,0

2
вк

2   . 

 
 


 222

23

1
16

DC
R

hk
M



 
   22222

23

715,0
3516,016

1046,24
DCDC 








. 

 

Подставив в выражение для 
к

M , получим: 

 

 
22222к

715,0918,0715,0203,0 DСDCСM  . 

 

Из (4.20) имеем:   
0

rMM
к

 . 

Подставив в (4.23), получим:  
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3

0

2

0
12

2

16

ккkккк

кк
hbE

Mr

hhb

Mr
Е  . 

 

Подставляя найденное значение 
к

M  и параметры верхнего 

кольца, найдем: 

 

 

22

3

2

22

3

22

2

7231112968

7040

086715091801212

D,C,

,,

,D,С,

hb

rM
E вкк

к









; 

 
Определим напряжение в верхнем кольце. Из (4.14) и (4.15) 

имеем: 

 

 
22221

sincos2 
kDkСeQ

k



; 

 
2222вк1

sincos2  
kDkCectgN

k



. 

 

При 0
2
  Q1 и N1 принимают значения: 

 

2121
671,5; СNCQ  . 

 

Из рис. 5.4 и (4.24) имеем: 
 

 
z

e
hb

rM

hb

rQN












3

22

вкк

22

вквк1вк1
12sincos 

 . 

 

Подставив найденные значения усилий и геометрические 

параметры верхнего кольца, найдем: 
 

   

    .31,1396,107715,0918,0612,181737,0585,5714,21

035,0
7,04,0

08,6715,0918,012

7,04,0

08,61737,09848,0671,5

22222

3

2222

DCDCC

DССС
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Из граничных условий (4.16) для верхнего кольца опреде-
лим C2 и D2: 

для E : 

;8,119655,7177,23111,29680
222

DDC   

для  : 

2222
6,2446,2444,33231,1396,1077,1243 DCDC 

 

Решая, находим:   

мкНDмкНC /510,0;/,2122
22

 . 

Усилия краевого эффекта на верхнем крае купола  0
2


определяем, с учетом полученных значений C2 и D2, по формулам 

(4.15): 
 

 
  мкНмM /22,1151,0212,21

3516,016

1046,24
2

23

1









; 

мкНN /54,12212,21671,5
1

 ; 

  мкНN /58,66722,246,24212,251,0146,24
2

  

 

Определим экстремальное значение изгибающего момента 

1
M . 

Из (4.15) находим: 

 

.,
,

,

рад.,,k.,tgk.
d

dM

2

0

0

0

22

2

1

153
4624

0277

34102773440










 

 

Экстремальное значение момента 
1

M  определяем 

 рад34,1
2
k : 

 

 
м/кНм,

,sin,,cos,,,M
экстр

430

0277722202777021261807150 00

11
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Найдем из (4.15) значение угла 
2

 , соответствующего 

0
1
M : 

 

.,
,

.k.,
,

,
gk.M

0

0

2

0

221

31
4624

32

326250
7222

7021
0









 

 

Вторая точка на меридиане, соответствующая нулевому 

значению момента 
1

M , определяется углом 

0000

1
66,836,73,13,1   . 

Вторая точка, соответствующая экстремальному значению 

момента 
1

M , определяется углом 

рад48,407,257.51,1036,715,3 0

2

00

2
  k . 

 

    

.м/кНм,

,,,,,,M
экстр

020

974607222223807021011307150
1





 
Значения изгибающего момента в локальной области у 

верхнего кольца жесткости приведены в табл.4. 
Таблица 4 

 

2


 
00 1,30 3,150 8,660 10,510 

  100 11,30 13,150 18,660 20,510 

М1 [кНм/м] -1,22 0 0,43 0 -0,02 

 

Определим экстремальное значение кольцевого усилия 
2

N . 

Из (4.15) находим: 
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.,
,

рад.,k

.,
,

,

C

D
tgk

,ksinCkcosDek
d

dN

2

k

0

0

0

2

2

2

2

1222

2

2

2

836
4624

167
9132167

2310
2122

510

0221

















 

 

Экстремальное значение кольцевого усилия
2

N  находим 

 рад91,2
2
k : 

 

  

.м/кН,

,,,,,,N
экстр1

083

225007021974407222054304624
2





 

Найдем из (4.15) значение угла 
2

 , соответствующего 

0
2
N : 

 

.,

.k.,
,

,

DC

CD
g.N

0

2

0

2

22

22

22

994

1225991
7021

7222
0













 

Вторая точка на меридиане, соответствующая нулевому 

значению кольцевого усилия 
2

N , характеризуется углом 

000

2
35,1236,799,4  . 

Вторая точка, соответствующая экстремальному значению 

2
N , характеризуется углом 

000

2
19,1436,783,6  . 

рад05,609,347 0

2
k : 

 

  

.м/кН,

,,,,,,N
экстр2

130

223407021974707222002404624
2
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Рис. 5.5 

 

Найдем сумму безмоментного решения (3.14) и краевого 

эффекта (4.15) усилия 
2

N  в локальной области у верхнего коль-

ца жесткости (табл.5). 
Таблица 5 

 

2


 
00 4,990 6,830 12,350 14,190 

  100 14,990 16,830 22,350 24,190 

0,2
N  -33,24 -36,87 -36,82 -34, 70 -33,53 

2
N

 
-66,58 0 3,08 0 -0,13 

2
N  -99,82 -36,87 -33,74 -34,70 -33,66 
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Проверка прочности купола у нижнего края. Меридиональ-
ные напряжения: 
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6. КОНСТРУКТИВНЫЕ МЕРОПРИЯТИЯ. 

Для устранения местных напряжений изгиба желательно 

располагать опорное кольцо ниже точки перехода. В этом случае 

в кольцевом направлении будут возникать растягивающие усилия 
и разность деформаций купола и опорного кольца станет меньше. 

С этой целью в пологом куполе следует выполнить переходную 
кривую с увеличивающейся кривизной (рис. 6.1). 

Оптимально работают полушаровые купола, а также эллип-
тические и очерченные по коробовым кривым с вертикальными 

касательными у опор. 

Необходимо избегать всяких переломов в меридиональном 
направлении или смягчать их переходными кривыми. 

 

 
 

Рис. 6.1 

 
Исследования показывают, что в куполе могут возникать 

значительные температурные напряжения. Для уменьшения нега-

тивного действия изменения температуры целесообразно посте-
пенно увеличивать толщину купола к опорному кольцу. 
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