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1. ПЛАНИРОВАНИЕ ОДНОФАКТОРНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА. 

1.1. В практике экспериментальных исследований довольно 

часто решаются задачи, в которых необходимо установить влияние 
одной переменной величины Х на другую переменную Y. В таких 

задачах Х является независимой детерминированной величиной, 
значения которой задаются исследователем, и называется факто-

ром. Величина Y является зависимой переменной, представляет со-

бой результаты опытов и называется откликом. В реальных усло-
виях на результаты опытов оказывает влияние не только измене-

ние значений фактора X, но и многие неконтролируемые и не-
управляемые факторы. В следствие этого каждому значению фак-

тора Х = х соответствует не одно, а некоторая совокупность воз-

можных значений отклика Y, т. е. переменная Y является случай-
ной величиной, связь между переменными Х и Y носит вероятност-

ный (стохастический) характер. 
В практических задачах экспериментатор получает не мно-

жество значений Y, соответствующих фиксированному значению Х 
= х, а ограниченное число, иногда одно значение Y = у. Функция Y 

= f(x), описывающая изменение случайной переменной Y при из-

менении неслучайной переменной X, называется функцией регрес-
сии и описывается уравнением регрессии. Эксперимент, в котором 

изучается влияние на функцию Y только одной независимой пере-
менной X, называется однофакторным. 

1.2. Планирование эксперимента должно начинаться с чет-

кого определения цели исследований и выбора критерия ее дости-
жения – отклика Y. В качестве цели исследований могут быть при-

няты, например, повышение прочности, однородности или морозо-
стойкости материала, снижение себестоимости и т. п. Соответ-

ственно критериями достижения поставленной цели могут слу-

жить: прочностные показатели, количество циклов замораживания 
и оттаивания, удельный расход цемента, расход пара и др. 

В эксперименте может быть один или несколько откликов. 
Каждый отклик должен отвечать следующим требованиям: иметь 

физический смысл, оцениваться количественно, быть устойчивым 
к малым случайным воздействиям. 

При выборе фактора Х необходимо использовать априорную, 

т. е. имеющуюся до проведения опыта информацию с тем, чтобы 
выбранный фактор оказывал существенное влияние на изучаемую 

функцию. 
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В любом случае факторы должны быть управляемыми, т. е. 
экспериментатор должен иметь возможность задавать и выдержи-

вать в опытах требуемые значения фактора. Большое значение в 
эксперименте имеет правильный выбор интервалов изменения (ва-

рьирования) факторов. Слишком узкий диапазон изменений фак-
тора может привести к неверному выводу о несущественном влия-

нии данного фактора на изучаемую функцию. Однако и неоправ-

данное увеличение диапазона нежелательно, т. к. приводит к уве-
личению числа опытов или же к снижению точности результатов. 

Основанием для выбора диапазона варьирования могут служить 
литературные данные, а при отсутствии таковых задачу решают на 

интуитивном уровне. 

Значения фактора Х в эксперименте следует принимать та-
ким образом, чтобы каждое последующее значение Xi отличалось 

от предыдущего на постоянную величину – шаг h. Это упрощает 
вычисление коэффициентов уравнения регрессии, построение гра-

фиков, повышает точность решения. 
Исходя из удобства построения графика парной зависимости, 

в эксперименте должно быть не менее пяти опытных точек, а для 

облегчения обработки результатов количество опытов N прини-
мают нечетным. 

1.3. При проведении эксперимента необходимо оценить 
ошибку воспроизводимости sэ, которая вычисляется по результа-

там дублирующих (параллельных) опытов, представляющих собой 

полное повторное воспроизведение всех условий опыта в опреде-
ленной точке. Количество дублирующих опытов m принимается не 

менее трех. Для расчета ошибки эксперимента вначале рассчиты-
вают выборочное среднее у (1) и выборочную дисперсию s2

э
 (2): 
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВИДА РЕГРЕССИОННОЙ СВЯЗИ 

2.1. В ряде случаев выбор типа уравнения, которым можно 

описать зависимость Y = f(x), можно сделать на основе теоретиче-
ских представлений или работ других авторов, изучавших анало-

гичные зависимости. Чаще форма регрессионной связи неизвестна 

и ее надо установить по результатам эксперимента. Наиболее про-
стым способом является построение графика зависимости по экс-

периментальным значениям "на глаз". Полученную эмпирическую 
линию сравнивают с типичными графиками распространенных 

уравнений. По виду выбранного уравнения регрессии следует про-

анализировать эмпирическую линию регрессии, определив вна-
чале, является зависимость линейной или криволинейной. Линей-

ная зависимость описывается линейным уравнением регрессии: 
 

bxay ˆ
,    (4) 

 

Если зависимость криволинейная, то следует выяснить, яв-
ляется ли она монотонно возрастающей (убывающей) или содер-

жит характерные точки – максимум, минимум, точки перегиба. В 
последнем случае необходимо убедиться не являются ли эти точки 

следствием ошибок опыта. Проверкой может служить постановка 

дополнительных опытов в области характерных точек. 
2.2. Часто эмпирические зависимости могут быть описаны 

уравнением параболы второго порядка вида: 
 

2ˆ cxbcay 
,    (5) 

 
Графики этой зависимости могут иметь различную степень 

кривизны и обладают одной экстремальной точкой (максимум или 
минимум). В принятом диапазоне варьирования фактора экстре-

мальной точки, то принимается уравнение третьего порядка, если 

три – то четвертого порядка и т.д. 
2.3. Большая группа кривых может быть описана трансцен-

дентными и степенной функциями, но такие уравнения регрессии 
мало удобны для пользования, поэтому при расчетах выполняются 

преобразования, позволяющие привести эти функции к линейному 

виду. 
Иногда эмпирическая кривая похожа на несколько кривых, 

описываемых различными уравнениями. Возможны также случаи, 
когда уравнение достаточно точно описывает зависимость между 
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Х и Y, но график этого уравнения не похож на эмпирическую кри-
вую. Хорошие результаты дает метод, при котором эксперимен-

тальная зависимость описывается несколькими уравнениями, а 
окончательное решение принимается после сравнения расчетных 

значений у по каждому уравнению с экспериментальными величи-
нами у. Можно считать, что уравнение регрессии удовлетвори-

тельно описывает экспериментальные данные, если: 

 отклонения результатов эксперимента от расчетных ве-

личин минимальны; 

 отклонения по абсолютной величине близки друг к 
другу; 

 число отклонений со знаком "+" и знаком "-" примерно 

равно и отмечается тенденция их чередования. 
Более надежную и объективную оценку точности принятого 

уравнения дает регрессионный анализ (раздел 5 настоящих МУ). 
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Однофакторные зависимости у = f(x) 

График зависимости Уравнение. Способ расчета График зависимости Уравнение. Способ расчета 

 
 

у = а + bx 

 
 

у = ахв 

Определение коэффициентов из си-

стемы уравнений (8,11) 
 

Привидение к линейному виду лога-

рифмированием: 
Z=A+bx', 

где Z = lgy, A = lga, 
х' = Igx 

 

 
 

y=a+bx+cx2 

 
 

у = хеbx 

Определение коэффициентов МНК по 

стандартной программе 
 

Приведение к линейному виду лога-
рифмированием: 

Z = A + Bx, 
где Z = lgy, A = lga, В = b·lge 

 

 

y=a+bx+ cx2+dx2 

 

у = abx 

 
Определение коэффициентов МНК по 

стандартной программе 
 

Приведение к линейному виду лога-

рифмированием: 
Z = А + Вх, 

где Z = lgy, A = lga, B = lgl 

 

Однофакторные зависимости у = f(x) 

 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Планирование и обработка результатов эксперимента для получения 
моделей второго порядка 

 

 9 

3. ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 

3.1. Наиболее простым видом зависимости является линей-

ная, которая описывается уравнением вида: 
 

bxay ˆ
, 

 

где 
ŷ

 – расчетное значение функции; 

a, b – коэффициенты уравнения, которые надо вычислить. 

Если бы не случайный характер функции у, для определения 
коэффициентов уравнения (5) было бы достаточно поставить всего 

два опыта. Из-за разброса опытных данных приходиться ставить 
большее число опытов N. При этом число возможных уравнений 

значительно больше, чем неизвестных, и их решение дает различ-
ные значения коэффициентов. Задача состоит в том, чтобы найти 

значения коэффициентов, которые наилучшим образом будут опи-

сывать все опытные данные. 
3.2. Наиболее корректным решением этой задачи является 

метод наименьших квадратов – МНК. 
Из-за ошибок эксперимента и несовершенства гипотезы ли-

нейной связи всегда между опытными значениями у1, и расчетными 

у; будет расхождение: 
 

iii yy ˆ
,     (6) 

 

Наилучшее линейное приближение достигается в том случае 

если минимизируется не сумма абсолютных отклонений по всем N 

опытам 





N

i

i

1 , а сумма квадратов отклонений: 
 

 



N

i

iiii

N

i

i bxayyy
1

22

1

2 )()ˆ(

min,  (7) 
 

Для нахождения минимума функции (7) необходимо прирав-

нять нулю частные производные по неизвестным а и b . После диф-
ференцирования и алгебраических преобразований получаем си-

стему нормальных уравнений: 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Планирование и обработка результатов эксперимента для получения 
моделей второго порядка 

 

 10 


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
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N
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i

N
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N

i

xyxbxa

yxbNa

2

,    (8) 
 

Решение системы уравнений (8) производится любым извест-
ным способом. 

3.3. Расчет коэффициентов регрессии по МНК является 
наиболее точным, но требует большого объема вычислений. Менее 

точным, но более простым является расчет по способу средней, 

который рекомендуется применять, например, при определении 
формы связи. При этом способе считается достаточным, чтобы 

сумма всех отклонений экспериментальных данных от теоретиче-
ской линии уравновешивалась: 

 





N

i

ii

N

i

i bxay
11

0)(

,   (9) 
 

Для нахождения коэффициентов прямой по этому способу 
все опытные данные разбиваются на две примерно равные части, 

и для каждой из них записывается 
Условие (9): 
 









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




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1

1
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,    (10) 

где N – общее число опытов; 
n – число опытов в первой группе.  

После алгебраических преобразований системы (10) полу-
чим: 











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


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n
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yxbnNa

yxban

11
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)(

,    (11) 

Решив систему уравнений (11), получим значения коэффи-

циентов а и b. 
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4. ТРАНСЦЕНДЕНТНАЯ И СТЕПЕННАЯ РЕГРЕССИИ 

4.1. Теоретически любую зависимость можно описать поли-

номиальным уравнением. Но в ряде случаев для описания сложных 
кривых необходимо использовать полиномы высоких порядков, что 

усложняет расчеты и практическое использование полученных 
уравнений. Поэтому для описания сложных зависимостей нередко 

используют некоторые трансцендентные функции, такие как пока-
зательная или логарифмическая, которые содержат небольшое 

число коэффициентов. 

Для упрощения вычисления коэффициентов трансцендент-
ной регрессии путем алгебраических преобразований уравнение 

приводят к линейной функции, содержащей только два искомых 
коэффициента. Эта процедура называется линеаризацией. Ниже 

показаны приемы линеаризации отдельных видов трансцендент-

ных и степенной функции. 
4.2. Показательная функция в общем случае записывается в 

виде: 
 

xaby ˆ
 или 

bxay lglgˆlg 
,   (12) 

 

Приняв: lgy = Z, lga = A и lgb = B, получаем линейное урав-
нение вида: 

 

Z = A + Bx    (13) 
 

Разновидностями показательных уравнений являются: 
bxaey ˆ

, 

bxaecy ˆ
 и др. 

Оба уравнения приводятся к линейному виду: Z = А + Вх,  
где Z = lgy, A = lga, В = 1ge·b = 0,4343b, 

Однако для второго уравнения после вычисления коэффици-
ентов и обратного преобразования условных переменных должна 

быть введена постоянная "с".  

4.3. Уравнение логарифмического вида 
xbay lgˆ 

, 

приводится к линейному виду путем введения новой переменной x/ 
= lgx : 

 

xbay ˆ
    (14) 
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4.4. Степенное уравнение вида: y = axb преобразуется лога-

рифмированием: lgy=lga+b-lgx. 
Перейдя к условным переменам Z = lgy и x/ = lgx, получим 

линейное уравнение:  
 

Z = A + bx.     (15) 

 
Коэффициенты в линейных уравнениях (13) – (15) вычисля-

ются теми же методами, что и для линейной регрессии. На заклю-
чительном этапе расчета выполняется обратное преобразование: 

переход от условных переменных к фактическим – х и у. 
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5. РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ УРАВНЕНИЙ 

5.1. Уравнение регрессии позволяет определить форму связи 

и количественно описать изучаемую зависимость. Однако, учиты-
вая ее вероятностный характер, необходимо объективно оценить 

"качество" полученного уравнения, т. е. точность описания пове-
дения объекта и информационную ценность математического опи-

сания. С этой целью проводят регрессионный анализ уравнения. 
Регрессионные уравнения представляют собой вероятност-

ные математические модели поведения случайной величины Y. 

Суждения о свойствах таких моделей принимаются с некоторой ве-
роятностью Р, которая называется доверительной вероятностью. 

При этом допускается определенный риск α= 1-Р, называемый 
уровнем значимости. 

Для большинства технических задач поискового характера 

достаточна доверительная вероятность Р = 0,90—0,95, что соот-
ветствует уровню значимости α = 0,10-0,05. 

5.2. Регрессионный анализ включает проверку адекватности 
и информационной ценности математического уравнения (мо-

дели). 

Для оценки адекватности, т. е. соответствия полученного 
уравнения опытным данным, проверяют гипотезу о равенстве дис-

персии неадекватности S2
на и дисперсии воспроизводимости экспе-

римента  

 

Но: 
22

эна  
,     (16) 

 

Эту гипотезу проверяют по критерию Фишера, фактическое 
значение которого рассчитывают по формуле:  

 
Fфакт = S2

на / S2
э     (17). 

 

Дисперсия неадекватности 

2

S  характеризуется отклонение 

расчетных значений отклика 
ŷ

 от опытных 
y

:  

 

 



N

iiна yy
BN

S 2
2

)ˆ(
1

,    (18) 
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где N — число опытов, 

В – число коэффициентов регрессии в уравнении, 

iy
 и iŷ

 – опытное и расчетное значения отклика в i-ой 

точке.  

Дисперсия воспроизводимости эS
2

 рассчитывается по фор-

муле (2). Для проверки гипотезы (16) находят значение Fтабл при α 
= 0,05 (0,10), числе степеней свободы числителя f1 = N – B и зна-

менателя f2 = m – 1 (m – число параллельных опытов) и сравни-
вают его с факт . Если Fфакт < Fтабл, то гипотезу Но не отвергают и с 

риском α считают уравнение адекватным. Если же Fфакт > Fтабл, то 

уравнение считается неадекватным и требуется построение дру-
гого более точного. 

5.3. Для оценки информационной способности уравнения 
проверяют гипотезу о равенстве общей дисперсии выхода и дис-

персии неадекватности Но: 

 

Н0 : 

22

наобщ  
     (19) 

 

Эту гипотезу проверяют по критерию Фишера, значение ко-
торого рассчитывается по формуле:  

 

2

2

на

общ
u S

S
F 

.     (20) 

 

Общая дисперсия характеризует отклонение всех опытных 

значений уi , от среднего 


N

iy
N

y )(
1

и рассчитывается по фор-
муле: 

 

 



N

iобщ yy
N

S 2
2

)(
1

1

   (21) 

 
По таблицам находят значение критерия Fтабл при α==0,05 

(0,10), fi =N-1 

и f2 = N – B и сравнивают с Fи. если Fи<Fтабл, то гипотезу Но 
(19) не отвергают, т. е. можно считать, что полученное уравнение 
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регрессии описывает опытные данные так же, как простейшее 

уравнение 
yy ˆ

 и информационной ценности не имеет. 
Если же Fи > Fтабл то гипотеза Но отвергается и можно счи-

тать, что анализируемое уравнение обладает информационной 
ценностью. 
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