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ВВЕДЕНИЕ 

Практические работа являются закрепляющим материалом 
по темам:  

- предельные состояния; 

- теория напряженного состояния; 
- теория деформированного состояния 

- механические схемы напряженного и деформированного 
состояния. 

В процессе выполнения этой работы студенты учатся стро-
ить модели деформируемых твердых тел; моделировать процессы 

с помощью прикладных таблиц Microsoft Excel; анализировать ре-

зультаты моделирования процессов с построением необходимых 
графиков. 

 Отчет о выполненной практической работе выполняется в 
формате А4 (210×297мм) и оформляется в соответствии с ГОСТ 

2.105-95 «Общие требования к текстовым документам. 

 Графики, полученные в результате анализа моделирова-
ния, строятся или распечатываются на принтере и помещаются в 

отчет с соответствующими пояснениями. 
Номер варианта для выполнения практической работы вы-

дает преподаватель. 
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1. ТЕМА: «ПРЕДЕЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ» 

1.1. Занятие №1 

«Аналитическое построение диаграммы истинных 

напряжений» 

 

 
Рисунок 1 – Диаграмма истинных напряжений 
Основные положения: 

 Истинное напряжение определяется по формуле: 

k

k

F

P
  (Па), 

где     Рк – текущая сила, Н; 

          Fк – текущая площадь поперечного сечения, м2, 
определяется по формуле: 

Fк=F0×(1-εк), 
где      εк – текущее значение относительной деформации 

образца, определяется по формуле: 

εк = Δl/l0, 
где:      Δl – приращение длины образца, м; 

   l0 – начальная длинна образца, м. 
Для стандартного образца начальная длина определяется 

по формуле:  
l0 = 10×d0  - для длинных образцов; 
l0 = 5×d0  - для коротких образцов; 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математическое моделирование предельных состояний твердого тела 

 

 

 
 

6 

Под нагрузкой в области развитой пластической деформа-

ции длина образца определяется по формуле: 
lд = l0 +Δlу  + Δlпл 

Удлинение образца после снятия нагрузки определяется по 
формуле: 

Δlпл= εпл × l0, 

принимаем εпл = 0,002 
 Удлинение образца при упругой деформации  

Δlу=(σ0,2/E) × l0, 

где σ0,2 – напряжение, соответствующее началу образова-

ния пластической деформации; 
       E – модуль Юнга (модуль упругости первого рода). 

 

Задача №1.1 
 Стандартный длинный образец диаметром 10мм растянули 

до перехода в первое предельное состояние и разгрузили. Опре-
делить длину образца под нагрузкой и после разгрузки, если 

сталь малоуглеродистая, у которой σ0,2=350МПа, а Е=2 ×105Мпа 
 

Задача №1.2 

 При испытании на растяжение стандартного образца дли-
ной 100мм и диаметром 10мм, получили следующие результаты: 

 

№ 
п/п 

Деформируемый 
материал 

Усилие деформирования Р(кН) при растяжении 
на Δlмм 

2,5 5 7,5 10,0 12,5 15,0 17,5 20,0 

1 Алюминий 6,1 6,5 6,8 7,2 7,6 7,9 8,1 8,3 

2 Медь 20,6 20,9 21,2 21,4 21,6 21,8 22,0 22,1 

3 Латунь 26,8 29,9 32,1 34,9 35,6 37,6 38,1 37,9 

4 Сталь 20 20,7 26,2 29,9 35,7 37,0 39,6 40,1 - 

5 Сталь 40 42,9 52,4 58,4 62,1 63,5 64,2 65,4 64,7 

6 Сталь Х18Н10Т 21,4 25,4 29,2 32,8 36,3 39,6 42,8 45,8 

Составить таблицу расчетных значений «σ» и «ε» и постро-
ить график функции «σ=f(ε)». 

1.2. Занятия № 2 

«Аппроксимирующие уравнения  идеальных моде-

лей сплошной среды» 

Основные положения: 
 Для записи уравнений состояния необходимо идеализиро-
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вать и аппроксимировать механические свойства деформируемой 

сплошной среды. При этом под аппроксимацией и идеализацией 
свойств сплошной среды мы будем понимать научный метод, со-

стоящий в замене одних математических объектов, другими, 
близкими к исходным, но более простыми. 

Для описания свойств реальных материалов используют 
следующие основные модели сплошных сред: 

- Идеально-упругая среда (среда Гука) – характеризуется 

линейной зависимостью между «σ» и «ε» (см. рисунок 2), причем 
процесс деформирования является обратимым, диссипации энер-

гии, т.е. превращения механической работы в тепловую энергию 
и ее рассеивания, при этом не происходит.  

 
Рисунок 2 – Модель среды Гука 

 
Аппроксимирующее уравнение, описывающее среду Гука, 

выглядит  следующим образом: 
σx=E×εx, 
где σx – текущее значение напряжения; 
      E – модуль Юнга (модуль упругости первого рода); 

      εx – текущее значение деформации. 

 - Жестко - пластическая неупрочняющаяся среда – харак-
теризуется отсутствием начальный момент деформирования упру-

гой составляющей деформации (см. рисунок 3). Материал ведет 
себя как абсолютно твердое, несжимаемое тело до тех пор, пока 

напряжения не достигают предела текучести (σТ).  
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Рисунок 3 – Модель жестко - пластической неупрочняющей-

ся среды 

 
Аппроксимирующее уравнение, описывающее жестко - пла-

стическую среду, выглядит  следующим образом: 
σx= σТ, 
где σx – текущее значение напряжения; 

      σТ – предел текучести деформируемого материала. 
 - Идеальная упругопластическая неупрочняющаяся среда 

– характеризуется тем, что в начале процесса деформации мате-
риал ведет себя. как идеально упругий, а с определенного момен-

та начинает деформироваться необратимо при неизменном зна-

чении напряжений σx= σТ, (см. рисунок 4).  

 
Рисунок 4 – Модель идеальной упругопластической не-

упрочняющейся среды 

 
В области упругости связь между напряжениями и дефор-

мациями носит линейный характер и описывается законом Гука. 
При развитой пластической деформации можно пренебречь упру-

гой составляющей деформации, т.к. она ничтожно мала по срав-
нению с пластической составляющей. Такое поведение можно 

наблюдать у материалов, имеющих ярко выраженную, большую 

площадку текучести. В этом случае аппроксимирующие уравне-
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ния, описывающее идеальную упругопластическую неупрочняю-

щуюся среду, будут выглядеть следующим образом: 
σx=E×εx (для текущих значений деформации меньших εТ), 
σx= σТ (для текущих значений деформации равных и боль-

ших εТ), 
где εТ – деформация, соответствующая переходу материала 

во второе предельное состояние. 

 - Несжимаемая, упрочняющаяся среда – характеризуется 

тем, что необратимые деформации наступают сразу с того момен-
та, когда напряжения достигают предела текучести σx= σТ, (см. 

рисунок 5).  

 
Рисунок 5 – Модель несжимаемой, упрочняющейся среды 

 
Для дальнейшего развития деформации обязательным 

условием является постоянный рост текущих значений напряже-

ний. В этом случае аппроксимирующее уравнение, описывающее 
несжимаемую, упрочняющуюся среду, будет выглядеть следую-

щим образом: 
σx= σТ + 3×E1×εx , 
где Е1 – модуль упрочнения. 

- Идеально-вязкая среда – характеризуется тем, что она 
деформируется необратимо при любом значении текущего 

напряжения (см. рисунок 6).  

 
Рисунок 6 – Модель идеально-вязкой среды 
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Деформация при этом не сопровождается изменением объ-

ема. Аппроксимирующее уравнение, описывающее идеально-
вязкую среду, выглядит  следующим образом: 

σx=3μ\×


 x, 

где μ\ – коэффициент вязкости; 

      


 x – текущее значение скорости деформации, с-1. 

 Описанные выше модели сплошной среды позволяют ап-

проксимировать диаграмму истинных напряжений для материала 
являющегося пластической, упрочняющейся средой следующей 

степенной зависимостью: 
σS= σТ + А×ψn, 
где  σS – сопротивление материала пластическому дефор-

мированию, 

       σТ – предел текучести материала, 

       А – коэффициент, 
       Ψ – относительная деформация уменьшения размеров. 

Математическая модель процесса растяжения стандартного 
образца в этом случае будет выглядеть следующим образом: 

Рр=F0×σТ ×(1-ψ)+ А×F0 ×(1-ψ)×ψn, 
где Рр – сила растяжения образца, Н, 
F0 – начальная площадь поперечного сечения образца, м2, 
σТ – предел текучести материала, Па, 
Ψ – относительное поперечное сужение образца при его 

растяжении, 

А – коэффициент, 
n – показатель деформационного упрочнения. 

Ψ = 
0

0

F

FF К
, 

где  FК – текущая площадь поперечного сечения образца, 

м2. 
Задача №2.1 
Зависимость σS(ε) для образца диаметром 10мм с рабочей 

частью  
длиной l0 = 100мм задана в виде: 

σS =7,1×104εТ, если ε≤0,007                    (МПа) 
σS =497+8,07×104(ε-εТ), если ε> εТ, ε>0,007       (МПа) 

Определить, по одной из приведенных формул и рассчи-

тать: 
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- напряжение σТ, соответствующее началу перехода от 

упругой деформации к пластической деформации (при ε = 
0,0002); 

- напряжения при растяжении образца до lД =102, 104, 
106, 108, 110, 112, 114, 116, 118, 120мм; 

- построить график σS(ε), используя расчетные данные 
 

Задача №2.2 

 Стандартный длинный образец диаметром 6мм из стали 
12Х18Н10Т растягивают в условиях сверхпластичности с пере-

менной скоростью. Через определенные промежутки времени 

фиксируют скорость деформации 


 , площадь поперечного сече-

ния образца F и силу деформации Р: 
 


 , с-1 10-4 5×10-3 10-3 5×10-2 10-2 5×10-1 

F, м2 18,8 15,7 13,5 11,8 10,5 9,42 

Р, кН 0,662 0,667 0,679 0,854 1,31 1,91 

 Построить графики зависимостей:           σ(


 )    и     σ(ψ)  

1.3. Занятия №3  

«Анализ моделей сплошной среды» 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

Рисунок 7 – Графическое изображение модели сплошной среды 
(для задач №3.1 и №3.2) 
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Задача №3.1 

 По заданному графическому изображению модели сплош-
ной среды (см. рисунок 7), определить: 

- силу растяжения и сжатия образцов диаметром 10мм и 
длинной 100мм до степени деформации 0,2; 

- силу, необходимую для растяжения и сжатия указанных 
образцов на 6мм. 

 

Задача №3.2 
 По заданной модели сплошной среды (см. рисунок 7) 

определить ее параметры и силу необходимую для растяжения и 
сжатия образцов диаметром 10мм и длиной 20мм до степени де-

формации 0,1. Установить, какая сила потребуется для растяже-

ния и сжатия указанных образцов на 5мм. 

1.4. Занятие №4 

«Определение предела прочности материала по диа-
граммам условных и истинных напряжений (по кривым 

упрочнения первого рода)» 

 
Основные положения: 

Условное напряжение определяется по формуле: 
σУСЛ.=РК/F0, 

где   σУСЛ. – условное напряжение, МПа; 
РК – текущее значение силы, Н; 

F0 – начальное значение площади поперечного сечения об-

разца, м2. 
 

Напряжение текучести (см. рисунок 8) для любого момента 
деформации до начала образования шейки определяется по фор-

муле: 

σS=РК/FК, 
где  FК – площадь поперечного сечения образца в любой 

момент деформации до начала образования шейки, м2. 
FК=F0×(1-ε); 
ε=(l-l0)/l0=Δl/l0. 
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Рисунок 8 – Схема для графического определения предела 

прочности материала 

 По построенной диаграмме определяется σВ через угол 

«α» наклона касательной к кривой упрочнения в точке начала 
образования шейки, исходя из условия: 

dσш/dεш=tgα, 
где     dσш – длина отрезка ВС на диаграмме, мм; 

dεш - длина отрезка АС на диаграмме, мм. 

 
Задача № 4.1 

 Стандартный металлический образец диаметром 10 мм и 
длиной 100 мм, растянули до момента образования шейки. По-

строить диаграммы условных и истинных напряжений и графиче-
ски определить предел прочности материала по кривой упрочне-

ния первого рода при условии, что в момент образования шейки 

его длина равна 120мм, а сила изменяется согласно табличным 
данным. Сравнить полученные кривые. 

 

№ 
п/п 

Деформируемый 
материал 

Усилие деформирования Р(кН) при растяжении на 
Δlмм 

2,5 5 7,5 10,0 12,5 15,0 17,5 20,0 

1 Алюминий 6,1 6,5 6,8 7,2 7,6 7,9 8,1 8,16 

2 Медь 20,6 20,9 21,2 21,4 21,6 21,8 22,0 22,02 

3 Латунь 26,8 29,9 32,1 34,9 35,6 37,6 38,1 38,0 

4 Сталь 20 20,7 26,2 29,9 35,7 37,0 39,6 39,8 - 

5 Сталь 40 42,9 52,4 58,4 62,1 63,5 64,2 65,4 65,2 

6 Сталь Х18Н10Т 21,4 25,4 29,2 32,8 36,3 39,6 42,8 42,9 
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Сделать выводы: 

- по полученной графически величине предела прочности 
определить марку материала; 

- сравнить полученные диаграммы условных и истинных 
напряжений. 
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2. ТЕМА: «ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕННОГО 

СОСТОЯНИЯ» 

2.1. Занятие №5 

«Определение напряжений на наклонных площад-

ках» 
Основные положения: 

 Закон парности касательных напряжений гласит, что на 

двух взаимно перпендикулярных друг к другу гранях кубического 
элемента компоненты касательного напряжения, перпендикуляр-

ны линии пересечения этих граней и равны по абсолютной вели-
чине, т.е. касательные напряжения на взаимно перпендикулярных 

друг к другу площадках равны между собой. Этот закон можно 
записать в виде такой системы уравнений: 















zyуz

zxхz

yxху







 

 Напряженное состояние в любой точке тела (при задан-

ном нагружении) определяется тензором напряжений: 

Tσ=

zzyzx

yzyyx

xzxyx







 

 Для любой наклонной площадки, проходящей через дан-

ную точку проекции полного вектора напряжений на координат-
ные оси (x,y,z) можно записать соотношением следующего вида: 















zzyzyxzxx

zyzyyxyxy

zxzyxyxxx

aaaS

aaaS

aaaS







 

 Полное (S), нормальное (σн) и касательное (τ) напряжение 

на наклонной площадке определяется из соотношений: 
S2 = Sx

2 + Sy
2 + Sz

2 

σн=σx×ax
2+σy×ay

2+ σz×az
2+2τxy×ax×ay+2τyz×ay×az+2τzx×az×ax 

τ2 =S2 - σн
2  
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ax
2+ay

2+×az
2=±1 

 
Задача № 5.1 

 В точке тела известны компоненты напряжений: 
σx=500МПа, σy=0, σz=300МПа, τxy=500МПа, τyz=-750МПа, 
τzx=800МПа. 

- записать тензор напряжений Tσ; 
- найти полное, нормальное и касательное напряжения для 

площадки, нормаль к которой характеризуется направляющими 
косинусами ax=1/2, ay=1/2, az=1/√2 

 
Задача № 5.2 

В точке тела задана следующая система напряжений: 

σx=50МПа, σy=0, σz=110МПа, τxy=30МПа, τyz=-30МПа, τyz=80МПа. 
Найти значения полного, нормального и касательного напряже-

ний на площадке с внешней нормалью, направляющие косинусы 
которой относительно координатных осей равны между собой. 

 
Задача № 5.3 

Напряженное состояние в точке определено тензором Tσ. 

Найти нормальное и касательное напряжение в наклонной пло-
щадке, проходящей через данную точку, если нормаль к ней об-

разует с осями углы αx, αy, αz (компоненты тензора заданы в МПа) 

 а) Tσ=

420012

010531

123158







   б) Tσ=

263038

02100

380157

 

αx=120, αy=450, αz=80                            αx=300, αy=180, αz=30 

 

в) Tσ=

372824

8540

240118



         г) Tσ=

460516

57516

161634







 

αx=50, αy=160, αz=370                          αx=240, αy=320, αz=650 
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2.2 Занятие №6 

«Главные нормальные напряжения, тензорные ха-
рактеристики напряжений» 

 Главные нормальные напряжения (σ1, σ2, σ3) в точке тела 
при заданном нагружении определяются как корни кубического 

уравнения вида 

0
32

2

1

3  III  , 

где - I1, I2, I3 - коэффициенты уравнения являются инвари-
антами тензора напряжений, которые определяются по форму-

лам: 

3211
 

zyx
I ; 

133221

222

2
 

zxyzxyxzzyyx
I

321

222

3
2  

xyzzxyyzxzxyzxyzyx
I

 Тензор главных напряжений 

ТГ
σ=

3

2

1

00

00

00






 

Напряженное состояние тела, находящееся в упругом со-
стоянии описывается шаровым тензором напряжений 

Тш
σ=

ср

ср

ср







00

00

00
, 

где  

3

zyx

ср





 , 

а находящегося в пластическом состоянии – девиатором 

напряжений, определяемым по формуле 

Dσ=Тσ-Тσ
Ш 

Dσ=

)(

)(

)(

срzzyzx

yzсрyyx

xzxyсрx













, 
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Задача 6.1 

 Для точки тела известен первый инвариант тензора 
напряжений I1σ

Г=30 МПа и задан девиатор напряжений 

Dσ=

101515

15100

1500





 

 Составить исходное уравнение для определения главных 
напряжений в данной точке. (Компоненты напряжений заданы в 

МПа). 
 

Задача 6.2. 

 Напряженное состояние в двух точках деформируемого 
тела задано тензорами 

Тσ1=

265418

4325

185128




, 

Тσ2=

3245

412818

518265




, 

Тσ2=

26501,19

0320

1,190128

, 

 Определить, одинаковое или разное напряженное состоя-
ние в этих точках. 

 
Задача 6.3 

 Определить нормальные и касательные напряжения, а 

также среднее нормальное давление для площадки, которая 
наклонена к главным осям под углами 45, 60, 60. σ1=500 МПа, 

σ2=700 МПа, σ3=400 МПа. (Аналитически и графически). 
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2.3 Занятие №7 

«Главные касательные напряжения» 
 Главные касательные напряжения определяются через 

главные нормальные по формулам 

2
;

2
;

2

13

31

32

23

21

12

















  

Нормальные напряжения 

2
;

2
;

2

13

31

32

23

21

12

















  

 
Задача 7.1 

 В точке деформируемого твердого тела заданы σСР=-185 

МПа; 
τ12=156 МПа;          τ23=-392 МПа;        τ31=236 МПа. 

Вычислить компоненты тензора, заданного в главных 
напряжениях. (Напряжения заданы в МПа). 

 

Задача 7.2 
 Напряженное состояние в точке определено тензором 

главных напряжений  
Определить полные нормальные и касательные напряжения 

в площадках, наклоненных к двум главным осям  под углом  450 и 
проходящих через третью ось. 

а) τ12 

Тσ=

9400

0180

00271




 

б) τ23 

Тσ=

9400

0180

00271



 

в) τ31 

Тσ=

9400

0180

00271






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г) τ12 

Тσ=

9400

0180

00271

 

 
Задача 7.3 

 Напряженное состояние задано тензором Тσ
Г. Найти глав-

ные касательные напряжения τ12, τ23, τ31 

а) 

Тσ=

82500

0320

00456




 

б) 

Тσ=

67500

01280

0056






 

 

Задача 7.4 

 Параллелепипед (рис. 9) высотой h и шириной а квадрат-
ного сечения (а×а) сжимается в двух направлениях, по оси Х си-

лой РХ, а по оси Y – силой РY. Определить напряжения на наклон-
ной площадке АВ, нормаль к которой составляет с осью Y угол 

равный 45 град. 

 
 Рисунок 9 – Схема образца к задаче 7.4. 

 
Задача 7.5 

 Стержень диаметром 40 мм растянут силой Р=0,25 МН. 

Определить нормальное и касательное напряжения на наклонной 
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площадке, нормаль к которой составляет с осью стержня угол 30 

град. Определить в каком сечении касательное напряжение до-
стигает максимального значения и вычислить их величину, а так-

же величину полного напряжения на этой наклонной площадке 
(SП). (тело находится в линейном напряженном состоянии). Сде-

лать поясняющий рисунок. 

2.4. Занятие №8 

«Октаэдрические напряжения и интенсивность 

напряжений» 
 На площадках, равнонаклоненных к главным осям (окта-

эдрических площадках), действуют октаэдрические напряжения 

 

     222222

321

6)(
3

1

)(
3

1

3

1

ZXYZXYXZZYYXОКТ

ZYXОКТ









 

 Интенсивность напряжений или обобщенное напряжение 
определяется по формуле 

     222222 6)(
2

1
ZXYZXYXZZYYXi

 

 
 Интенсивность касательных напряжений 

     222222 6)(
6

1
ZXYZXYXZZYYXi

 

 

Задача № 8.1 

 В точке тела задана следующая система напряжений: 
σx=σy=500 МПа, σz=1000 МПа, τxy=τyz=τzx=0. Определить 

нормальные, касательные и полные напряжения на октаэдриче-
ских площадках, проведенных через данную точку. 

 

Задача № 8.2 
 Напряженное состояние задано тензором. Определить ка-

сательные и октаэдрические напряжения. 
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а) 

Тσ=

256012

000

120162




, 

 б) 

Тσ=

280050

0012

5012356




, 

 в) 

Тσ=

6161836

1845642

3642280






, 

 

Задача № 8.3 
 Напряженное состояние в некоторой точке деформируе-

мого тела определяется тензором напряжений 
 

Тσ=

ZZYZX

YZYYX

XZXYX






 

 

 Изменив схему напряжения, на тело наложили дополни-
тельное гидростатическое давление (-р). Показать, как измени-

лись компоненты тензора, главные касательные напряжения и 
интенсивность напряжений. 

 
Задача № 8.4 

 Напряженное состояние в точке тела определено тензо-

ром напряжений 

Тσ=

1103080

30030

803050




 

 Определить значения полного, нормального и касательно-

го напряжений на площадке с внешней нормалью N, направляю-
щие косинусы которой имеют одинаковое значение.
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3. ТЕМА: «ТЕОРИЯ ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ» 

3.1. Занятие №9 

«Тензорные характеристики деформаций, главные 

деформации» 
Основные положения: 

 Деформированное состояние в окрестностях выбранной 

точки определяется тензором малых деформаций  

Tε=

zzyzx

yzyyx

xzxyx







5,05,0

5,05,0

5,05,0

 

 Относительное удлинение какого-либо отрезка, проходя-

щего через заданную точку, имеющую направляющие косинусы 

ax, ay, az, определяются уравнением: 
εn=εx×ax

2+εy×ay
2+εz×az

2+0,25γxy×ax×ay+0,25γyz×ay×az+0,25γzx×az×

ax 
 Главные удлинения в точке определяются из уравнения 

вида: 

ε3 – I1(Tε) ε2 + I2(Tε) ε – I3(Tε) = 0 
I1(Tε) = εx + εу + εz 

I2(Tε) = εxεy+ εyεz+ εzεx – 0,25γ2
xy – 0,25γ2

yz – 0,25γ2
zx

 

I3(Tε) = εxεyεz + 0,25γxyγyzγzx – 0,25γ2
yzεx – 0,25γ2

zxεy – 0,25γ2
xyεz 

 
Задача № 9.1 

 Прямоугольная заготовка с начальными размерами B, L, H 

(мм) получила деформацию, определенную тензором Tε . Найти 
ее конечные размеры, если: 

а) Tε=

05,000,000,0

00,000,000,0

00,000,005,0



    б) Tε=

05,000,000,0

00,003,000,0

00,000,002,0



 

B=200мм, L=250мм, H=10мм            B=200мм, L=250мм, H=20мм 
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в) Tε=

05,000,000,0

00,000,000,0

00,000,005,0



    г) Tε=

10,000,000,0

00,005,000,0

00,000,005,0



 

B=200мм, L=250мм, H=200мм          B=100мм, L=150мм, H=200мм 

 
Задача № 9.2 

В точке тела заданы компоненты деформаций εx, εy, γxy; 
остальные компоненты εz,=γxz,=γzy=0 (случай плоской деформа-

ции). Записать уравнение для определения главных деформаций 
удлинения (ε1, ε2, ε3,) 
 

Задача № 9.3 
В точке тела известны компоненты деформаций: 

εx=0,001;              εy=0,0005;               εz= –0,0015; 
γxy=0,0002;          γyz= – 0,0001            γzx=0,0003 
 Записать Tε и определить относительное удлинение отрез-

ка, если направляющие косинусы равны между собой 

3.2. Занятие №10 

«Относительные степени деформаций, основные 
условия деформаций» 

 Степени относительной деформации параллелепипеда с 

ребрами Xн, Yн, Zн – до деформации и Xд, Yд, Zд – после деформа-
ции определяются по формулам: 

;

;

;

нн

нд

z

нн

нд

y

нн

нд

x

Z

Z

Z

ZZ

Y

Y

Y

YY

X

X

X

XX

























 

Если εк имеет положительное значение, то это означает, 

что элемент параллелепипеда растягивается. Если εк имеет отри-
цательное значение, то это означает, что элемент параллелепи-

педа сжимается.  
 Основное условие пластической деформации – это «усло-

вие постоянства объема». Его можно записать следующим урав-

нением: 
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εx + εу + εz= 0 

При упругой деформации основным является «условие об-
ратимого объема расширения, сжатия». Его можно записать сле-

дующим уравнением: 
εx + εу + εz= Δ 

 Линейная октаэдрическая деформация определяется по 
формуле: 

εо= εср=(εx + εу + εz)/3 

 Октаэдрическую деформацию сдвига можно определить 
по формуле: 

2

13

2

32

2

21
)()()(

3

2
 

o
 

 В отличие от деформаций, которые являются векторными 
величинами, интенсивность деформации, это величина скалярная. 

 Интенсивность деформации или обобщенная деформация 
выражается следующей формулой: 

2

13

2

32

2

21
)()()(

3

2
 

i
 - в главных 

осях. 

)(
2

3
)()()(

3

2 2222

13

2

32

2

21 zxyzxyi
   

- в произвольных осях. 
 Интенсивность деформаций сдвига выражается следую-

щей формулой: 

2

13

2

32

2

21
)()()(

3

2
 

i
Г  

 При плоском деформированном состоянии  

ε3= – ε1;       ε2=0 

При линейном растяжении и сжатии 
Ε2= ε3= – 0,5ε1;       ε1>ε2= ε3 

 
Задача № 10.1 

 Цилиндрическая заготовка имеет следующие начальные 

размеры (мм): 
а) D =200мм, H=100мм; 

б) D =200мм, H=200мм; 
в) D =20мм, H=40мм; 

Ее конечная деформация  определяется тензором: 
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Tε=

08,000,000,0

00,004,000,0

00,000,004,0



 

Рассчитать конечные размеры заготовки и определить яв-

ляется ли такая деформация пластической. 
 

Задача № 10.2 
 В точке тела заданы компоненты деформаций: 

ε1 = 0,09;        ε2 = – 0,02;       ε3 = – 0,07. 
Определить обобщенную деформацию в точки и относи-

тельные удлинения отрезка, проходящего через заданную точку, 

если направляющие косинусы равны: 

а1 = 
2

1
;        а2 = 

2

1
;       а3 =

2

1 . 

 
Задача № 10.3 

 В точке тела заданны компоненты деформаций: 
εx=0,001;              εy= –0,0005;               εz= –0,0001; 
γxy=0,0002;          γyz= – 0,0001            γzx=0,0003 
 Записать уравнения для определения главных деформа-

ций. 

3.3. Занятие №11 

«Скорости деформаций» 

 Краткие сведения. 
 Скоростью деформаций называется изменение степени 

деформаций в единицу времени или относительное смещение 

объема в единицу времени. 
 Скорости деформаций определяются по формулам: 

tx

u

y

u

tx

u
XYYX

XY

XX

X



































 ; ; 
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u

z

u
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u
YZZY

YZ

YY

Y



































 ; ; 

tz

u

x

u

tz

u
ZXXZ

ZX

ZZ

Z



































 ; , 

где 
ZYX

uuu  ,,  - компоненты скоростей перемещений точек 
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тела. Они выражаются через перемещения точек в единицу вре-

мени: 

.;;
t

u
u

t

u
u

t

u
u Z

Z

Y

Y

X

X






















  

 Тензор компонент скоростей деформации имеет вид: 

ZXYZX

YZYYX

XZXYX

T

















2

1

2

1
2

1

2

1
2

1

2

1


 

 Уравнение для определения главных скоростей линейных 
деформаций (относительных удлинений) имеет вид: 

0
32

2

1

3 


 
 III , 

где    
  321

,, III  - инварианты тензора компонент скоро-

стей деформации (см. инварианты Тε. 

 Условие постоянства объёма при пластической деформа-
ции выражается уравнением: 

0
ZYX
   

или 

0














z

u

y

u

x

u
ZYX


 

записывается как:  0
)(


Pi
udiv , называется дивергенцией 

векторного поля. 
 При решении задач, в которых необходимо определить 

размер через заданное время: 

 1. Определяем 
X

 . 

 2. Определяем приращение размера. 

 3. Определяем конечный размер. 
 Запишем скорости деформаций как 

tt

XY

XY

X

X














  ; ; 
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YZ

YZ
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Y






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



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tt

ZX

ZX

Z

Z














  ; . 

 Интенсивность скоростей деформаций или приведенная 

скорость деформации: 

     222222

2

3
)(

3

2
ZXYZXYXZZYYXi

  

 
Определяет количественно полную скорость изменения 

формы частицы. 
 Условие несжимаемости материала при пластической де-

формации, выраженное в скоростях:  

0
ZYX
  . 

 Условие изменения объема при упругой деформации:         

 
ZYX
 . 

 

Задача №11.1 

 В точке тела заданы компоненты скоростей деформаций 

XYYX
  ,, , остальные компоненты равны нулю. Записать инва-

рианты тензора скоростей деформаций и составить уравнения для 

определения главных скоростей деформаций и интенсивности 

скоростей деформаций. Определить схему деформированного со-
стояния. 

 
Задача №11.2 

 Записать 
ШТ
  и 

D , определить вид деформированного 

состояния. Записать уравнение для определения главных линей-
ных скоростей деформаций для деформированного состояния, 

описываемого следующими тензорами скоростей деформации: 

а) 

12,01,015,0

1,04,02,0

15,02,018,0






T (1/с);  

б) 

0,00,01,0

0,05,01,0

1,01,05,0








T (1/с); 
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в) 

7,00,03,0

0,001,025,0

3,025,06,0






T (1/с);  

г) 

5,015,004,0

15,04,003,0

04,003,01,0








T (1/с). 

 
Задача №11.3 

 Тензоры скоростей деформаций тела находящегося в де-
формированном состоянии имеют вид: 

0,00,005,0

0,006,001,0

05,001,008,0








T (1/с) 

 и  

06,00,001,0

0,008,005,0

01,005,00,0








T (1/с) 

 Определить в одном или разных деформированных состо-

яниях находятся тела. Рассчитать октаэдрические скорости де-
формации. Определить вид деформированного состояния. 

 
Задача №11.4 

 Деформация прямоугольной заготовки с размерами  

В=100мм, L=150мм, H=40мм описывается тензором: 

5,00,00,0

00,02,00,0

00,00,03,0




T (1/с) 

 Определить конечные размеры заготовки через Δt = 0,12с. 

Нарисовать схему процесса 
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4. ТЕМА: «УСЛОВИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ» 

4.1. Занятие № 12 

«Условие постоянства максимальных касательных 

напряжений». 

Пластическая деформация появляется, когда наибольшее 
изменение главных касательных напряжений достигает некоторой 

величины зависящей от свойств деформируемого материала 
(условие Треска- Сен-Венана-Леви.), т.е. когда: 

,)
31

(
2

1

3,1max
K

s
   

где τS = К; 
К= 0,5σт – постоянная пластичности. 

«Условие пластичности Губера-Мизеса». 
Любая элементарная частица металлического тела перехо-

дит из упругого состояния в пластическое, когда интенсивность 

напряжений достигает величины , равной напряжению текучести  
при одноосном пластическом напряжённом состоянии, соответ-

ствующем температурно – скоростным условиям деформирования 
и степени деформации. 

     
ТZXYZXYXZZYYXi

  222222 6)(
2

1

 

Постоянная пластичности по условию Губера-Мизеса 

T
K

T
 575.0

3

1


; 
К – это величина, которая может достигать главных каса-

тельных напряжений или σi при пластической деформации. 

mKm  575.05,0 
 

 

Задача 12.1 
 Три образца из различных материалов нагружены так, что 

состояние описывается тензором напряжений: 

5200,032

0,01700,0

320,0600






T
 

 Определит, в каком состоянии находятся образцы, если: 
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σт = 450 МПа; 

σт = 180 МПа; 
σт = 910 МПа; 

 
Задача 12.2 

Плоская листовая заготовка из стали 08КП с пределом те-
кучести σт=246МПа нагружена так, что ее напряженное состояние 

описывается тензором: 

3
0,00,0

0,00,00,0

0,00,0180




T

 

Каким должно быть напряжение σ3. чтобы заготовка де-

формировалась пластически 
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5. ТЕМА: «МЕХАНИЧЕСКИЕ СХЕМЫ 

НАПРЯЖЕННОГО И ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ» 

5.1. Занятия № 13 

«Показатель схемы напряженного состояния и пре-

дельная пластичность» 
 

На усилие деформирования и предельно возможную до 
разрушения степень деформации процессов обработки металлов 

давлением существенное влияние оказывает коэффициент жест-

кости схемы напряженного состояния, который определяется по 
формуле: 

i

 321П




,           (1) 
где П – показатель схемы напряженного состояния или ко-

эффициент жесткости; 
σ1,σ2,σ3 – главные напряжения в очаге пластической де-

формации для рассматриваемого процесса МПа; 

σi - интенсивность напряжений МПа. 
Технологические процессы, в которых величина П положи-

тельна, относятся к процессам с "жесткой" схемой напряженного 
состояния. Например, при растяжении образца П =+1 . 

Технологические процессы, в которых величина П отрица-

тельна, относятся к процессам с "мягкой" схемой напряженного 
состояния. Например, при выдавливании (прессовании) значение 

П доходит до -6. 
Задача 13.1 

При растяжении цилиндрических образцов с наложением 
давления жидкости предельная пластичность eпр углеродистой 

стали описывается уравнением eпр=0,62+2,1*10-3 *(p-190), 

где p – давление жидкости в МПа. Определить  eпр   для p< 1000 
МПа и построить график  eпр  - p. 

 
Задача 13.2 

При прессовании прутков из титанового сплава ВТ9 показа-

тель жесткости схемы напряженного состояния  П равен (-4), а 
степень деформации сдвига λ =1,8. Пользуясь диаграммой пла-

стичности (рис. 10) определить, возможна ли такая операция 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Математическое моделирование предельных состояний твердого тела 

 

 

 
 

33 

без разрушения. Показать, что необходимо сделать, чтобы обес-

печить устойчивое производство без брака. 

 
Рисунок 10 - Диаграмма пластичности различных материа-

лов: 1 – бериллий; 2 – титановый сплав ВТ9; 3 – цинк литой; 4 – 
сталь Х18Н10Т; 5 – медь; 6 -  алюминиевый сплав Д16.  

5.2. Занятия № 14 

«Влияние механических схем напряженного состоя-

ния на пластичность материала» 

 
Задача 14.1 

 Рассчитать показатель напряженного состояния и удельное 
усилие деформирования для процессов прессования и волочения, 

используя приведенные зависимости и заданные размеры образца 

(рис.11). Начертить схему деформированного состояния для этих 
процессов (рис.12). Пользуясь графиками определить влияние 

показателя схемы напряженного состояния П на усилие деформи-
рования и предельную степень деформации сдвига до разруше-

ния. Сделать выводы. 

 
Рисунок 11  Деформируемый образец 
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Рисунок 12 - Принципиальные схемы процессов прессова-

ния (а) и волочения (б):1 – пуансон; 2 – матрица; 3 – образец; 4 – 
схема напряженного состояния 

Для принятых размеров образца, деформирующего инстру-

мента и контактных условий рассчитать показатель напряженного 
состояния: 

для прессовании П=










k
d

d
0137,26,3  

для волочения П= 33,137,1ln)ctg1(2
0

0  
k

F

F , 

где d0 и dк – начальный и конечный диаметр образца, 9,8 и 

9,6 соответственно; 
       F0   Fк – начальная и конечная площадь поперечного 

сечения образца; 
       μ – показатель трения, μ = 0,3; 

      σ0 – противонатяжение, σ0=0; 

      α – угол конусного участка матрицы, α=150; 
  Рассчитать удельные усилия (МПа) по приведенным фор-

мулам:  
для прессования  


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для волочения 


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



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


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В
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d

d

B

B
q

2

0

1
1

, 

где  =β×σS; 

β – коэффициент Лоде, β= 1,1; 
σS – предел текучести материала деформируемого образца, 

σS = 320МПа; 
В = μ×ctgα. 

 
Рисунок 13 - Связь между показателем схемы напряженного 

состояния и предельной степенью деформации сдвига до разру-
шения (а), зависимость относительного усилия деформирования 

при прессовании (1) и волочении (2) от степени деформации (б) и 

показателя схемы напряженного состояния (в) 
 

Пользуясь графиками (рисунок 13)  сделать выводы о влия-
нии коэффициент жесткости схемы напряженного состояния (П) 

на параметры процессов деформирования. 
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