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ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ НИВЕЛИРОРВАНИЯ 

Разомкнутый нивелирный ход прокладывается между репе-

рами с известными отметками, полученными в результате нивели-
рования более высокого класса по точности. Репер от которого 

начинается нивелирный ход является начальным исходным репе-
ром, репер, на котором ход заканчивается, будет конечны исход-

ным репером. Таким образом, нивелирный ход может включать в 

себя k число реперов с неизвестными отметками и состоять из n 
секций (рис. 1). 

I. Задача: произвести уравнивание превышений и вычисле-
ние высот промежуточных реперов по результатам нивелирования 

III класса. Произвести оценку точности полевых измерений и урав-

ненных значений. 
II. Последовательность выполнения задания: 

1) уравнивание одиночного нивелирного хода; 
2) уравнивание сети с одной узловой точкой; 

3) уравнивание сети способом эквивалентной замены; 
4) уравнивание сети способом последовательных приближе-

ний; 

5) уравнивание сети способом полигонов В. В. Попова непо-
средственно на чертеже сети. 

При проложении нивелирных ходов и сетей III класса произ-
водится измерение не только необходимых для вычисления отме-

ток превышений, но и некоторое число избыточных превышений. 

Избыточные измерения производятся для проведения кон-
троля в работе, повышения точности окончательных результатов, 

оценки точности как полевых измерений, так и полученных резуль-
татов, 

Наличие избыточных измерений приводит к необходимости 
производить уравнивание измеренных величин, целью которого 

является устранение невязок, возникающих в данном ряде измере-

ний, путем вычисления и введения поправок в измеренные вели-
чины. 

В одиночном нивелирном ходе вследствие неизбежных оши-
бок, сопровождающих измерение превышений, сумма превышений 

по ходу не будет равна разности высот исходных точек. Получен-

ная невязка распределяется с обратным знаком пропорционально 
обратным весам превышений по секциям, т. е. вычисляются по-

правки в измеренные превышения. По полученным уравненным 
превышениям вычисляют наиболее надежные высоты промежуточ-

ных реперов. 
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Оценка точности полевых измерений в одиночном ходе про-

изводится по разностям двойных измерений. 
Наиболее надежно значение высоты в системе нивелирных 

ходов — нивелирной сети — с одной узловой точкой определяется 

по принципу общей арифметической середины с учетом весов из-
меренных превышений. По разности между уравненным значением 

высоты узловой точки и высотой той же точки, полученной по лю-
бому из нивелирных ходов, определяют величины поправок в из-

меренные превышения этих ходов. Поправки в превышения каж-

дого хода вычисляются так же, как в одиночном ходе. 
Нивелирные сети со многими узловыми точками уравнива-

ются по правилам метода наименьших квадратов параметрическим 
или коррелатным способами.  

Для нивелирных сетей с небольшим числом узловых точек 
кроме указанных еще применяются следующие способы уравнива-

ния: 

 основанный на весовом среднем «способ эквивалентной 

замены»; 

 основанный на параметрическом способе – «способ по-
следовательных приближений» и «способ узлов» (разработанный 

проф. В. В. Поповым). 

 основанный на коррелатном способе – «способ полиго-
нов» (разработанный проф. В. В. Поповым). 

Из перечисленных в курсе геодезии изучаются способы экви-

валентной замены, последовательных приближений, полигонов В. 
В. Попова (способ распределения невязок в полигонах непосред-

ственно на чертеже сети). 
Для оценки точности полевых измерений в нивелирных сетях 

используются поправки ходов. 
Рассмотрим способы уравнивания одиночного хода и ниве-

лирных сетей с одной и более узловыми точками на конкретных 

примерах, по ходу решения которых приведем необходимые фор-
мулы и пояснения. 

1. Уравнивание одиночного нивелирного хода. Пример 
1. Произвести уравнивание одиночного хода нивелирования III 

класса, проложенного между марками II класса. Исходные данные 

и измеренные величины приведены на схематическом чертеже 
хода (рис. 1). 

 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Геодезия. Уравнительные вычисления в нивелировании III и IV классов 

 

 6 

 
 

Рис. 1. Схема одиночного нивелирного хода 
 

В табл. 1 приводится решение примера и последователь-

ность его выполнения. 

а) Оценка качества нивелирования. Оценка производится по 
разностям измеренных превышений в прямом и обратном ходах.  

В графы 1-5 (табл. 1) выписывают со схемы хода исходные 
данные и измеренные величины. В графе 7 вычисляют разности 

превышений по прямому и обратному ходам. Разности d контроли-

руют суммированием величин, записанных в графах 4, 5 и 7, 
 

Σhпр + Σhобр  = Σd.    (1) 
 

Полученные разности сравнивают с предельными значени-
ями, найденными по формуле  

 

iiПред lммd 10
,   (2) 

 

где li – длина секции, км  
После чего делают заключение о соответствии полевых из-

мерений данному классу нивелирования. 

б) Уравнивание превышений и вычисление отметок проме-
жуточных реперов. В графе 6 вычисляют средние из абсолютных 

значений прямого и обратного превышений. У полученных величин 
проставляют знак, соответствующий прямому превышению. Вычис-

ление средних превышений контролируют выражением 
 


 




ср

обрпр
h

hh

2 .  (3) 
 

Невязки нивелирного хода вычисляются по формуле 
 

 нксрh HHhf 
  (4) 

 

и их сравнивают с предельным значением 
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Lммf
допh 10

, км.  (5) 
 

Поправки в измеренные превышения по каждой секции нахо-

дят по формуле 
 

i
h

ih l
L

f
v 

.    (6) 
 

В графе 12 вычисляю тся исправленные превышения с кон-
тролем по формуле 

 

   нкср HHvh
.  (7) 

 

Затем вычисляют высоты промежуточных реперов 
 

ihсрii vhHH 1
,   (8) 

 

где Hi – отметка предыдущей точки; 
Hi+1 – отметка последующей точки. 

Вычисленные отметки точек записывают в графу 13. 

в) Оценка точности полевых измерений. Оценку производят 
по разностям двойных измерений dt. Среднюю квадратическую по-

грешность среднего превышения по ходу длиной 1 км вычисляют 
дважды, соответственно по основной и контрольной формулам 

 

n

L

d

mкм












2

2

1

;   (9) 

 
 L

d
mкм

2

2

1


,   (10) 
 

где n – число разностей. 

В формуле (9) вес измеренного превышения определяется 
как ph = 1/Li , а в формуле (10) обратный вес – как 1/ ph =  Li . 

Величины d2 и d2/Li вычисляют в графах 9 и 10, причем dt 
берут в мм, a Lt в км. 
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Таблица 1 

Ведомость уравнивания превышений и вычисления высот реперов хода нивелирования III класса 

 

 
                                          Hк – Hн = +15,748 м 

 

                                                 fh = – 0,050 м,                fпред = ± 10 3.41  = ± 0,064 м. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

 100           185,314    

1  3,1 - 8,163 +8,173 - 8,168 + 10 ±18 100 32,3 +4 - 8,164     

 11           177,150 0,35 4,4 1,2 

2  7,8 - 3,208 +3,196 - 3,202 - 12 ±28 144 18,5 +10 - 3,192     

 12           173,958 0,12 7,5 2,0 

3  4,7 +0,907 - 0,898 +0,902 +9 ±22 81 17,2 +6 +0,908     

 13           174,866 0,10 8,2 2,2 

4  6,1 +5,355 - 5,369 +5,362 - 14 ±25 196 32,2 +7 +5,369     

 14       *    180,235 0,10 8,2 2,2 

5  6,0 +6,415 - 6,400 +6,408 +15 ±24 225 37,5 +7 +6,415     

 15           186,650 0,11 7,8 2,1 

6  5,2 +3,441 - 3,433 - 3,437 +8 ±23 64 12,3 +6 +3,443     

 16           190,093 0,15 6,7 1,8 

7  8,4 +10,950 - 10,968 +10,959 - 18 ±29 324 38,6 + 10 +10,969     

 30           201,062    

  41,3 +15,697 - 15,699 +15,698 - 2  1134 188,5 +50 +15,748     
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Для суждения о надежности проведенной оценки точности 

вычисляют среднюю квадратическую погрешность самой погреш-
ности 

 

n

m
m км

M км 2


.   (11) 

 

г) Оценка точности уравненных значений. Состоит в вычис-
лении средних квадратических погрешностей промежуточных ре-

перов в ходе, которые находят по формуле 
 

i

i
H

км
H

P

m
M 

.    (12) 

 

В этой формуле Рн – вес отметки репера, средняя квадрати-
ческая ошибка которой вычисляется. Для вычисления Рн служит 

формула 

 

   

 
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 


.  (13) 
 

Здесь 
 nL 1  – длина всего хода; 

 iL 1  – длина хода от начальной марки до репера с номером 

i; 

 niL 1  – длина хода от конечной марки до репера i. 
Например, для репера 2 вес будет равен 

 

12,0
4,309,10

3,41

4,30

1

9,10

1
2




HP

. 

 
Веса отметок записывают в графу 14, а средние квадратиче-

ские ошибки в графу 15. В графе 16 вычисляют средние квадрати-

ческие ошибки ошибок реперов 
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.   (14) 

 

 
 

Рис. 2. 

 
2. Уравнивание сети с одной узловой точкой. Пример 

2. Произвести уравнивание сети нивелирования III класса с одной 
узловой точкой (рис. 2). Все исходные данные и измеренные вели-

чины (средние превышения и длины ходов) приведены на схема-

тическом чертеже сети. 
Решение примера и последовательность его выполнения 

приводятся в табл. 2 и 3. 
а) Оценка качества нивелирования и проверка соответствия 

его данному классу. Оценка качества производится сравнением вы-
численных невязок по полигонам с их допустимыми значениями. 

Вычисления располагают в таблице (табл. 2). 

Для данной сети можно выбрать три разомкнутых полигона. 
Полигоны обозначают римскими цифрами, а направление обхода 

указывают стрелками. Невязку fh каждого полигона вычисляют по 
формуле (4), в которой  Σh – сумма превышений по ходам, образу-

ющим полигон. 
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Предельную невязку полигона нивелирования III класса вы-

числяют по формуле (5), в которой L – длина полигона, равная 
сумме длин ходов, составляющих полигон. 

Таблица 2 

Ведомость сравнения вычисленных невязок по полигонам 
с их допустимыми значениями 
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I От М25 до М38 1, 2 - 0,301 - 0,321 +20 38,7 ±61 - 20 

II От М38 до М85 2,3 - 6,263 - 6,231 -32 49,6 ±70 +32 

III От М85 до М73 3, 4 +6,056 +6,043 +13 49,2 ±70 - 13 

 
Как следует из табл. 2, невязки по всем полигонам меньше 

предельных, следовательно, точность полевых измерений соответ-

ствует требованиям, предъявляемым к нивелированию III класса, 
и можно переходить к уравниванию сети. 

б) Вычисление наиболее надежного значения высоты узло-
вого репера и уравнивание превышений. Отметку узлового репера 

вычисляют как среднее весовое из отметок, вычисленных по ходам 

от исходных марок и реперов по формуле 
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Таблица 3 

Ведомость уравнивания превышений и вычисления высот пунктов сети нивелирования III класса 

 

 

 

3,14
14

7,615
25 




мм; 
 

8,5
142

3,14



m

мм; 

9,2
25

3,14
кмm

мм;   

4,6
98,4

3,14
10

HM

мм; 

6,2
98,4

8,5

10


HMm

мм. 

Ответ: H10 = 163,880 м ± 6,4 мм (± 2,6 мм). 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

 25 165,116 1 22,5 - 1,231 163,885 +20 1,11 +22,2 - 4,7 - 5,2 24,4 

10 38 164,795 2 16,2 - 0,930 163,865 0 1,54 0 +15,3 + 23,6 361,0 

 85 158,564 3 33,4 +5,333 163,897 +32 0,75 +23,9 - 16,7 - 12,5 208,8 

 73 164,607 4 15,8 - 0,723 163,884 + 19 1,58 +30,0 - 3,7 - 5,8 21,5 

     H0 = 163,865  4,98 +76,1  +0,1 615,7 

      15,3       

     Н = 163,8803       
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где nHHH  ,...,, 21 – отметки узловой точки, вычисленные по 

ходам 1, 2, ... п; 
p1,  p2, ... , pn  – веса измеренных превышений по ходам 1, 2, 

. . ., п (или вычисленных по ним от твердых точек отметок). 
Вычисления производят в ведомости уравнивания (табл. 3). 

В графы 1, 2, 3, 4, 5 и 6 выписывают со схемы сети исходные дан-

ные и измеренные величины, обращая внимание на знак превыше-
ния. Направление превышения указано стрелкой. 

Высоту узлового репера по каждому ходу Н\ вычисляют как 
алгебраическую сумму высоты исходной марки и измеренного пре-

вышения. Записывают полученные значения в графу 7.  

В графе 9 по одной из формул 
 

i
i

i
i

N

C
p

L

C
p



 ;

    (16) 

 

вычисляют вес измеренного превышения по ходу (или вы-
численной по нему от твердой точки отметки). 

Здесь Li – длина хода, км; 
Ni – число станций в ходе; 

С – постоянное число, выбираемое с расчетом, чтобы 
значения весов выражались числами, близкими к единице (для 

удобства вычислений). 

Величину С можно определить приближенно как 
 

2

maxmin LL
C




,   (17) 

 
где Lmin и Lmax – длина минимального и максимального ходов в 

сети. 
Следует иметь в виду, что, устанавливая число С, одновре-

менно выбирают число измерений, вес которых при оценке точно-

сти полевых измерений принимают за единицу. 
В данном примере за единицу удобно взять вес превышения 

в ходе длиной 25 км, так как 
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256,24
2

4,338,15



C

. 
 

Отметку репера 10 получают по формуле (15), которую пре-
образуют к удобному для вычисления виду: 

 

 
 p

p
HH


 0

,   (18) 

 
где H0 – приближенное значение высоты; 

εi = Hʹi – Н0 – разность между высотой точки, полученной по 
каждому ходу и вычисленной приближенно; 
[p] – сумма весов измеренных превышений по ходам. 

За приближенное значение Н0 удобно принять наименьшую 
высоту (для данного примера она равна 163,865 м). Наиболее на-

дежное значение высоты вычисляют с округлением до 0,0001 м. 
Разности εi записывают в графу 8, а произведения εipi в 

графу 10. 
Значение высоты узлового репера, вычисленное по формуле 

(18), является окончательным и наиболее надежным. 

Поправки в превышения отдельных ходов вычисляют как 
разности между наиболее надежным значением высоты узлового 

репера и его значениями, полученными по этим ходам 
 

ii HHv 
.   (19) 

 

Например, поправка в превышение по первому ходу v1 = 

163,8803 – 163,885 = – 0,0047 м = – 4,7 мм. Записывают поправки 
в графу 11. 

Вычисление поправок контролируют, используя соотноше-
ние 

 

[pv] = 0    (20) 
 

или при наличии ошибок округлений 
 

| [pv] | ≤ β [p],    (21) 
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где β – предельная ошибка округления величины среднего весо-

вого значения высоты и поправок. 
Подставляя в формулу (21) значение (β = 0,05 мм (для дан-

ного примера), получим неравенство 0,1 <  0,25. 

Контроль вычисления поправок можно провести также их 
суммированием по ранее намеченным полигонам. По каждому по-

лигону должно выполняться равенство 
 

Σv = – fh .    (22) 

 
Контроль по формуле (20) или (21), а также по (22) является 

заключительным при уравнивании сети. 
Уравненные значения превышений по отдельным ходам вы-

числяют по формуле 
 

hi=h изм + vi.    (23) 

 
Дальнейшее распределение поправок в превышения по сек-

циям в каждом ходе производят так же, как в одиночном нивелир-
ном ходе. В данном примере эти вычисления не приводятся. 

в) Оценка точности полевых измерений.Оценка точности со-

стоит в вычислении средних квадратических ошибок превышения, 
вес которого принят за единицу μ, и превышения по ходу в 1 км, 

ткм 
 

 

.

;

C
m

kn

pvv

км










    (24) 

 

Здесь n – число всех ходов; 
k – число узловых точек; 

C – постоянное, принятое в формуле (16) для вычисления 
веса. 

Величины pi vivi вычисляют и записывают в графе 13. В 

нашем примере С = 25, следовательно, полученная величина μ = 
14,3 мм представляет собой среднюю квадратическую ошибку пре-

вышения хода, длиной в 25 км. 
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Обычно величину μ вычисляют по формуле (24) на основа-

нии ограниченного числа измерений, поэтому для определения 
надежности μ, вычисляют ошибку ошибки формуле 

 
.

2 kn
m







   (25) 

 
г) Оценка точности уравненных значений. Качество уравнен-

ных значений определяется средней квадратической погрешно-
стью, вычисляемой для узлового репера по формуле 

 

 
,

i

i
H

H
Pp

M




   (26) 

 

где 
  nH pppPp

i
 ...21

 

и средней квадратической ошибкой самой ошибки 

 

.

i

iH

H

M
P

m
m




    (27) 
 

3. Уравнивание сети способом эквивалентной за-
мены. Пример 3. Произвести уравнивание нивелирной сети, опи-

рающейся на марки, способом эквивалентной замены и оценить 

точность полевых измерений и высот узловых реперов. Исходные 
данные и измеренные величины приведены на схематическом чер-

теже сети (рис. 3). 
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Рис. 3. Схема сети с тремя узловыми точками 

 
Решение примера приводится в табл. 4 – 5 и производится в 

следующем порядке. 

а) Оценка качества нивелирования. Оценка производится 
тем же способом, который рассмотрен в примере 2. 

Для уравнивания сеть, изображенную на рис. 4, разбивают 
на четыре полигона: три замкнутых и один разомкнутый; полигоны 

обозначают римскими цифрами, а направление обхода их указы-
вают стрелками. Все вычисления располагают в табл. 4. 

Как следует из табл. 4, все невязки по абсолютной величине 

оказались меньше предельных, следовательно, точность полевых 
измерений соответствует данному классу нивелирования. 

б) Вычисление наиболее надежного значения отметок узло-
вых реперов и уравнивание превышений. Рассмотренный в при-

мере 2 способ уравнивания нивелирной сети с одной узловой точ-

кой не может быть непосредственно применен для уравнивания се-
тей с несколькими узловыми точками. Для некоторых сетей с не-

большим числом узловых точек применяют способ эквивалентной 
замены, сущность которого заключается в том, что система ходов 

с несколькими узловыми точками сводится к системе ходов с одной 
узловой точкой.  
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Таблица 4 

Ведомость сравнения вычисленных невязок по полигонам 
с их допустимыми значениями 
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1 От реп. 5 до реп. 5 1, 2, 3, 4 +24 32,8 ±57 - 24 

II От реп. 4 до реп. 4 3, 5, 6 - 12 30,3 ±55 + 12 

III От реп. 3 до реп. 3 4, 6, 7 - 5 35,4 ±60 +5 

IV От М300 до М312 1, 7 +10 20,1 ±45 - 10 

 

Основываясь на принципе общей арифметической середины, 

заменяют несколько ходов одним эквивалентным им ходом, по ко-
торому отметка будет получена с таким же весом, с каким бы она 

была получена по действительным ходам. 

В нивелирной сети с тремя узловыми точками (рис. 4) дей-
ствительные ходы 1 и 7, 2 и 5 заменяются эквивалентными (1, 7) и 

(2, 5). 
После замены нивелирная сеть примет вид сети с одной уз-

ловой точкой (реп. 4), в которую сходятся три хода: простой ход 6 

и два сложных (1,7 + 4) и (2,5 + 3). Каждый из сложных ходов 
состоит из эквивалентного – (1. 7) или    (2, 5) и действительного 

4 или 3 (рис. 4, а). 
Производя эквивалентную замену ходов в другом порядке, 

можно получить сети с узловыми точками на реп. 3 или реп. 5. В 

первом случае сложный ход (2, 5 + 3) и ход 6 можно снова заме-
нить эквивалентным ходом {(2, 5 + 3), 6}, тогда к точке реп. 3 бу-

дут примыкать три одиночных хода: простые 1 и 7 и сложный 
{(2,5+ 3), 6+4} (рис. 4, б). Аналогично можно получить третий ва-

риант сети с узловой точкой на реп. 5 (рис. 4, в). 
Для решения задачи принят первый вариант. В графы 1, 2, 

3, 4 ведомости уравнивания (табл. 5) выписывают со схемы сети 

исходные данные и измеренные величины, необходимые для вы-
числения высоты реп. 3 по ходам 1 и 7. Ходы 1 и 7 заменяют одним 
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эквивалентным с весом, равным сумме весов по ходам 1 и 7. Вы-

числение весов измеренных превышений (или вычисленных по ним 
высот) выполняют по формуле (16). Для решения данной задачи С 

удобно принять равным 10 (см. указания к примеру 2). 

Высоту реп. 3 получают как среднее весовое из отметок по 
ходам 1 и 7 по формуле (189) (см. указания к примеру 2). 

Ответ: H3 = 190,096 м ± 4,4 мм (±1,54 мм); 
H4  = 190,860 м ± 5,1 мм (±1,78 мм); 

H5 = 186,579 м ± 4,4 мм (±1,53 мм). 
 

 
 

Рис. 4. Способ эквивалентной замены 
 

Определим теперь длину эквивалентного хода, по которому 

можно было бы получить высоту реп. 3 с таким же значением и с 
таким же весом, с каким она получена как среднее весовое из от-

меток по ходам 1 и 7. 

Длину эквивалентного хода определяют по формуле 
 

i
i

p

C
L

,...,2,1
,...,2,1 

,   (28) 
 

где p1,2,...,i = p1 + p2 + ... + pi – вес превышения по эквивалентному 
ходу или отметки, вычисленным по эквивалентному ходу; 

p1,  p2, ... , pi – соответственно веса превышений по ходам, 

составляющим эквивалентный ход. 
По формуле (28), с учетом формулы для веса, получим 
 

13,4
42,2

1010

7,1
7,1 

p
L

км.
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Таблица 5 

Ведомость уравнивания превышений и вычисления отметок узловых реперов нивелирной сети 
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190,093 
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10 

0 
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Все числа, относящиеся к эквивалентному ходу 1,7, записы-

вают в соответствующие графы по строке 1,7. Ниже строкой выпи-
сывают длину, превышение и вес его по ходу 4. 

Далее переходят к реп. 5. Его высоту получают по эквива-

лентному ходу 2,5 с весом 2,50 и длине 4,00 км. Все числа, относя-
щиеся к эквивалентному ходу 2,5, записывают в соответствующие 

графы по строке 2,5. Ниже строкой выписывают длину, превыше-
ние и вес его по ходу 3. 

Вычисленные высоты реп 3 и реп. 5 являются только пред-

варительными, так как при вычислении их участвовали только по 
два хода из семи. 

После этого вычисляют высоту реп. 4 как среднее весовое из 
отметок, полученных по ходам (1,7 + 4); (2,5 + 3) и 6. Для получе-

ния высоты реп. 4 по сложному ходу (1,7 + 4) необходимо к пред-
варительной высоте реп. 3 прибавить превышение по ходу 4 

 

11434 871,190771,0100,190  hHH
м. 

 

Длина сложного хода (1,7 + 4) равна сумме ходов, его соста-
вляющих 

 

47,147,1 LLL  , 

 
а вес этого хода равен 

 

47,1
47,1

10


 

L
p

. 
 

Аналогично получим высоту реп. 4 по сложному ходу (2,5 + 

3) 

354 hHH 
;  35,235,2 LLL  ; 35,2

35,2

110


 

L
p

. 

 

Значение высоты реп. 4, равное 190,8598, будет окончатель-
ным и наиболее надежным, так как в его образовании участвовали 

все семь ходов. 
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Далее определяют наиболее надежные значения реп. 3 и 

реп. 5. Для этого сначала по формуле 
 

iii HHv 
    (29) 

 

вычисляют поправки по ходам (1,7 4- 4), (2,5 + 3) и 6, а затем 

поправки на сложные ходы распределяют пропорционально дли-
нам ходов, их составляющих. Так, поправки по сложному ходу (1,7 

+ 4) и ходам 1,7 и 4 равны 
 

3,11871,190859,190 1847,1 v
мм; 

6,3
13,13

13,43,11

47,1

7,147,1
7,1 











L

Lv
v

мм; 

7,713,13
0,93,11

47,1

447,1
4 











L

Lv
v

мм. 

 
Контролем вычислений будет являться равенство 

 

47,147,1 vvv  . 

 
Значение поправок записывают в графу 10 (табл. 5). 

Наиболее надежное значение высоты реп. 3 получим, приба-

вив к предварительной его высоте поправку на ход 1,7, т. е. 
 

H3 = 190,1001 + (-3,6 мм) = 190,0965 м. 
 

Это значение записывают в графу 9. 

Поправки по ходам 1 и 7 можно получить, вычитая высоты 
реп. 3, полученные по этим ходам, из наиболее надежного значе-

ния отметки реп. 3. Например, 
 

vl = 190,0966 – 190,103 = – 6,5 мм. 
 

Аналогично вычисляют поправки v2, и v3, наиболее надежное 

значение реп. 5 и поправки по ходам 2 и 5. 
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Заключительный контроль уравнивания сети удобнее всего 

провести суммированием поправок по ранее намеченным полиго-
нам (см. указания к примеру 2). Вычисленные значения записы-

вают в последнюю графу табл. 4. 

в) Оценка точности полевых измерений. Качество полевых 
измерений оценивают по формулам (24), (25) (см. указания к при-

меру 2). 
Произведения  [ptv2] подсчитывают в графе 11 (табл. 5) 

только для действительных ходов. 

г) Оценка точности уравненных значений отметок. Для опре-
деления средних квадратических погрешностей уравненных значе-

ний высот всех узловых реперов по формуле (26) вычисляют сна-
чала веса отметок по формуле (27). 

Вес реп. 4 уже получен непосредственно в ведомости урав-
нивания (см. табл. 5, графа 7), он равен 2,30. Веса отметок реп. 3 

и реп. 5 определяют на основе метода эквивалентной замены 

 
Рн3 = p1 + p7 +p(2,5+3), 6+4; 

Рн5 = p2 + p5 + p(l,7+4), 6+3 
 

и записывают в отдельной таблице (табл. 6). 

4. Уравнивание сети способом последовательных 
приближений. Пример 4. Произвести уравнивание способом по-

следовательных приближений нивелирной сети, изображенной на 
рис. 4. Решение примера приводится в табл. 7. Рассмотрим после-

довательность уравнения. 
а) Оценка качества нивелирования выполняется тем же спо-

собом, что в примере 3. 

в) Вычисление наиболее надежного значения отметок узло-
вых реперов и уравнивание превышений. Уравненные значения 

высот узловых реперов получают путем последовательных прибли-
жений. Для этого значение высоты каждой узловой точки в любом 

приближении (исключение может составлять первое приближе-

ние) вычисляется как среднее весовое из значений отметок, полу-
чаемых по всем ходам, непосредственно примыкающим к узловой 

точке. При этом вычислении высоты всех соседних точек незави-
симо от того, будут ли они исходными или узловыми, рассматрива-

ются как безошибочные. 

Сеть, изображенная на рис. 4, имеет три узловые точки. 
Первую – реп. 3 с примыкающими к нему ходами 1, 4 и 7, вторую 

– реп. 4 с примыкающими к нему ходами 3, 4 и 6 и третью – реп. 5 
с ходами 2, 3 и 5. 
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Таблица 6 

Ведомость вычисления весов узловых точек 
 

№ хода Li, км pi = 10/Li № хода Li, км pi = 10/Li 

2 7,9 l ,26 1 5,8 1,72 

5 8,1 1,24 7 14,3 0,70 

2,5 4,00 2,50 1,7 4,13 2,42 

3 10,1 0,99 
4 
\ 

9,0 1,11 

2,5+3 14,10 0,71 1,7+4 13,13 0,76 

6 12,1 0,83 6 12,1 0,83 

(2,5 + 3), 6 6,50 1,54 (1,7 + 4), 6 6,30 1,59 

4 9,0 1,11 3 10,1 0,99 

(2,5 + 3), 6 + 4 15,50 0,64 (1,7 + 4), 6 + 3 16,40 0,61 

1 5,8 1,72 2 7,9 1,26 
 

 

 
7 14,3 0,70 5 8,1 1,24 

 Рн3 = 3,06  Рн5 = 3,11 

 

В ведомость для уравнивания в графы 1- 6 (табл. 7) выписы-
вают со схемы сети необходимые данные для каждой узловой 

точки, обращая особое внимание при этом на знаки выписываемого 
превышения. 

В графе 7 по формуле (16) вычисляют веса измеренных пре-
вышений и подсчитывают сумму весов для каждой узловой точки. 
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За единицу веса в задаче принят ход длиной в 10 км (см. указания 

к примеру 2). 
Для сокращения вычислений в формуле (18) до проведения 

процесса приближений вычисляют по каждой узловой точке вели-

чины 
 

  i
i p

P

P


,   (30) 

 
которые называют приведенными весами. Контролем вычис-

лений служит равенство 

 

  1p
.    (31) 

 
С учетом формул (30) и (31) формула (18) примет вид 

 

 pHH  0 .   (32) 

 

В графе 9 вычисляют первое приближение высот узловых ре-
перов в той последовательности, в которой они записаны в графе 

1 ведомости уравнивания. Эти высоты могут быть получены раз-
личными путями: или по одному из ходов, или как среднее весовое 

из отметок по нескольким ходам. 
В последнем случае вычисления ведут или по формуле (18), 

если использованы не все ходы, примыкающие к узловой точке, 

или по формуле (32), если использованы все ходы, примыкающие 
к узловой точке. Значение высот записывают в графу 9 под чертой. 

В примере отметка реп. 3 в первом приближении получена 
по формуле (15) как среднее весовое из отметок, вычисленных по 

двум ходам 1 и 7.  

Отметку реп. 4 вычисляют по формуле (18) как среднее ве-
совое из отметок, полученных по ходам 4 и 6, при этом за исходную 

принимают высоту реп. 3, полученную в первом приближении и 
равную 190, 1001 м. 

Отметку реп. 5 вычисляют по формуле (32) как среднее ве-
совое из отметок, вычисленных по трем ходам 2, 3 и 5. Исходная 

высота реп. 4 по третьему ходу будет равна 190,8659 м. 

Закончив первое приближение, переходят ко второму, про-
водя вычисление отметок в той же последовательности: сначала 
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реп. 3, затем реп. 4 и реп. 5. За исходные при каждом последующем 

вычислении принимают высоты точек, полученные в предыдущем 
приближении. Например, для вычисления отметки реп. 3 по ходу 4 

за исходную принимают первое приближение высоты реп. 4, рав-

ное 190,8659, а для вычисления высоты реп. 5 по ходу 3 – отметку 
реп. 4 (190,8611 м), вычисленную во втором приближении. 

Далее переходят к вычислению последующих приближений. 
Заканчивают вычисления тогда, когда значения двух последних 

приближений высот будут отличаться друг от друга в пределах точ-

ности вычислений (на 1- 3 единицы последнего знака). 
В нашем примере пятое приближение высоты реп. 3 и чет-

вертое приближение реп. 4 и реп. 5 будут окончательными урав-
ненными значениями отметок. 

Вычитая из уравненной высоты ее значения, полученные по 
каждому ходу, вычисляют поправки vly которые записывают в 

графу 19. Вычисление поправок контролируют по формулам (20) и 

(21) или (22) (см. указания к примеру 2). 
в) Оценка точности полевых измерений. Выполняется так же, 

как в примере 3. 
г) Оценка точности уравненных значений. В этом методе 

оценка точности затруднена. Веса отметок реперов для формулы 

(26) можно найти или методом эквивалентной замены (для сети с 
небольшим числом узловых точек), или методом приближений, 

предложенным В. П. Козловым, по следующим формулам. 
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Таблица 7 

Ведомость уравнивания превышений и вычисления отметок узловых реперов нивелирной сети 
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pʹi εi 
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pʹi εi 
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pʹi εi 

 
H, м 

 
pʹi εi 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

3 1 

4 

7 

300 

4 

312 

192,178 

 

183,53 

- 2,075 

- 0,771 

+6,740 

5,8 

9,0 

14,3 

1,72 

1,11 

0,70 

0,49 
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0,20 
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Из первого приближения 

 

 
     k

ki

b

bi

a

ai
iH

p

p

p

p

p

p
pP

i

2
,

2
,

2
,

...

,  (33) 

 
где [ p]i – сумма весов превышений ходов, сходящихся в узловой 

точке i; 
pi,a , pi,b, ... , pi,k – измеренных превышений отдельных ходов, 

являющихся связующими между узловой точкой i и соседними уз-

ловыми точками a, b, ... , k (за исключением марок и реперов ис-
ходных пунктов); 

[ p]a , [ p]b , ... , [ p]k  – суммы весов измеренных превышений 
по ходам, сходящимся в узловых точках a, b, ... , k, с которыми 

узловая точка i имеет связующие ходы. 
Из второго приближения  

 

 
kba

i
H

ki

H

bi

H

ai
iH

P

p

P

p

P

p
pP








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2
,

2
,

2
,

...

, (34) 

где kba HHH PPP  ,...,,
- веса отметок узловых точек а, b, ... , k, 

с которыми узловая точка i имеет связующие ходы, вычис-
ленные в первом приближении по формуле (33). 

Так для сети, изображенной на рис. 4, вес отметки реп, 43 

вычисленный по формуле (33), будет равен 
 

 
   

30,2
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53,3

11,1
93,2

22
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2
5,4

3

2
3,4

44


p

p

p

p
pPH

. 

 

Получили значение веса, равное тому, которое было найдено 
для этой же точки строгим методом – методом эквивалентной за-

мены (см. пример 3). Практически то же самое получилось и для 
веса отметок реп. 3 и реп. 5. 

Для сетей со значительным числом узловых точек вычисле-
ния Бесов узловых отметок производят, делая два приближения по 

формулам (33) и (34). Веса отметок узловых реперов, вычисленные 

по этим формулам и по строгим формулам метода наименьших 
квадратов, могут расходиться в пределах 15-20%. 
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Средние квадратические ошибки определения отметок узло-

вых реперов вычисляют по формуле (26). Последние будут полу-
чены с погрешностью, в два раза меньшей, т. е. с 7,5-10%.  

5. Уравнивание сети способом полигонов В. В. Попова 

непосредственно на чертеже сети. Пример 5. Произвести урав-
нивание нивелирной сети, изображенной на рис. 4, способом поли-

гонов В. В. Попова непосредственно на чертеже сети. 
Способ полигонов, предложенный В. В. Поповым, сводится к 

последовательному распределению невязок в намеченных полиго-

нах пропорционально обратным весам отдельных ходов, входящих 
в полигон. Это распределение производится способом последова-

тельных приближений. Распределив невязку в одном из полигонов, 
переходят в соседние, невязки в которых исправляют на величину 

поправок, приходящихся на общие полигонам ходы. Выполнив вы-
числения во всех полигонах в первом приближении, переходят к 

следующим приближениям. Заканчивают распределение невязок в 

полигонах тогда, когда они становятся равными нулю. 
Применение способа В. В. Попова требует расположения вы-

числений по определенной схеме, предложенной самим автором. 
Рассмотрим последовательность уравнивания этим спосо-

бом. 

а) Оценка качества нивелирования. Оценка производится 
сравнением вычисленных невязок в превышениях по полигонам с 

допустимыми значениями (см. пример 3). 
Для уравнивания сети по способу В. В. Попова необходимо 

наметить независимые полигоны. Целесообразно и сравнение не-
вязок произвести по этим полигонам. 

Число независимых полигонов подсчитывают по формуле 

 
r = n – k,    (35) 

 
где n – число всех измерений;  

k – число необходимых измерений (число неизвестных); n – 

k – число избыточных измерений, или по формуле 
 

r = N + T – 1,   (36) 
 

где N – число сомкнутых полигонов; 

Т – число твердых марок. 
Для сети на рис. 4 

r = 7 – 3 = 4 или r = 3 + 2—1 = 4. 
 



 

Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 

Геодезия. Уравнительные вычисления в нивелировании III и IV классов 

 

 30 

Далее намечают независимые полигоны и составляют схема-

тический чертеж сети полигонов (рис. 5), на котором указывают 
номера полигонов, марок и узловых реперов, номера ходов, длины 

ходов (в км) или число станций и превышения. Вначале нумеруют 

сомкнутые, а затем разомкнутые полигоны; последние при этом как 
бы «достраивают» до замкнутых полигонов. Разомкнутые поли-

гоны выбирают так, чтобы каждый полигон по возможности содер-
жал меньшее число ходов (для уменьшения в последующем вычис-

лительной работы). Для сети, изображенной на рис. 5, полигон IV 

выбран от М 312 до М 300 с ходами 7 и 1. 
По намеченным полигонам подсчитывают невязки в сумме 

превышений. Направление обхода полигона выбирают как по ходу 
часовой стрелки, так и против хода часовой стрелки, но оно 

должно быть одинаковым для всех полигонов (это важно для даль-
нейших вычислений). Невязки, длины полигонов (в км) и предель-

ные невязки выписывают на чертеже сети внутри каждого поли-

гона. Убедившись, что невязки по всем полигонам допустимы, пе-
реходят к уравниванию превышений. 

б) Уравнивание превышен и й и вычисление наиболее 
надежного значения высот узловых реперов. Для уравнивания пре-

вышений составляют схему уравнивания по способу В. В. Попова 

(рис. 6). 
На этой схеме внутри каждого полигона под его номером вы-

черчивают табличку невязок, а с внешней стороны .полигона около 
каждого звена (хода) — табличку поправок. Ходы, принадлежащие 

двум смежным полигонам, будут иметь две таблички поправок. В 
таблички невязок выписывают соответствующие значения невязок. 
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Рис. 5. Схематический чертеж полигонов 
 

В каждом полигоне невязку распределяют прямо пропорци-

онально длинам ходов (или обратным весам), применяя формулу 
 

  i
h

i L
L

f
t 

.    (37) 

 

Для сокращения вычислений в формуле (37) величины 
 L

Li

получают для всех ходов и записывают красными чернилами над 
соответствующими табличками поправок (с внешней стороны по-

лигона). Эти величины называют «красными числами», контролем 
вычисления которых является равенство их суммы единице по каж-

дому полигону. Так, для полигона I, состоящего из ходов 1, 2, 3 и 
4, красные числа соответственно будут 0,18, 0,24, 0,31, 0,27. 

Сумма, их равна единице. 
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Начинать распределение невязок можно с любого полигона. 

Начнем с полигона I, имеющего наибольшую по абсолютной вели-
чине невязку и наибольшее число общих ходов с другими полиго-

нами. Невязку этого полигона, равную + 24, последовательно 

умножают на красное число его звеньев и полученные значения 
(округленные до целых миллиметров) записывают в таблички по-

правок под соответствующими красными числами; причем знаки у 
полученных значений будут одинаковы со знаками невязки. В 

результате получим 

 
+24 ∙ 0,18 = +4; +24 ∙ 0,24 = +6; +24∙ 0,31 = +7; 

+24 ∙ 0,27 = +7; +4 + 6 + 7 + 7 = +24. 
 

 
 

Рис. 6. Схема уравнивания превышений по способу В.В. Попова 

 
После этого переходят в следующий полигон, например по-

лигон II. Невязка его стала равной алгебраической сумме первона-
чальной невязки -5 и поправки +7, полученной на ход 4 из распре-

деления невязки в полигоне I, т. е. новая невязка оказалась равной 
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+2. Распределяют эту невязку соответственно красным числам 

0,26; 0,40; 0,34 и получают значения 0, +1, +1. 
Далее подсчитывают новые невязки для полигонов III и IV, 

и распределяют их пропорционально красным числам. 

Закончив «первый круг», переходят снова к начальному по-
лигону. Теперь его невязка будет складываться из поправок, полу-

ченных по отдельным звеньям при распределении невязок в смеж-
ных полигонах. Для полигона I она равна сумме поправок -1 (из 

полигона IV на ход 1), 0 (из полигона II на ход 4) и -1 (из полигона 

III на ход 3), т.е. -2. Ее распределяют по красным числам полигона 
и полученные поправки записывают в соответствующие таблички. 

Далее переходят к следующим полигонам, производя анало-
гичные действия до тех пор, пока невязки всех полигонов будут 

равны нулю. Затем подсчитывают алгебраическую сумму поправок 
по каждой табличке и подписывают ее под двойной чертой. 

Поправки в суммах превышений по каждому ходу вычисляют 

по следующему правилу: поправка в сумме превышений хода, при-
надлежащего двум смежным полигонам, получается как алгебраи-

ческая сумма чисел внутренней и внешней табличек, причем сумма 
поправок внешней таблички берется с обратным знаком. Поправка 

в суммы превышений хода, принадлежащего только одному поли-

гону, равна сумме чисел внешней таблички с обратным знаком. Для 
превышения по ходу 1 поправка будет равна: по полигону I (для 

превышения       -2,075) – 3 + (-3) = – 6; по полигону IV (для 
превышения +2,075) +3 + (+3) = +6. По ходу 2 поправка будет 

равна -2 мм для превышения +5,601 м. 
Контролем правильности вычисления и записи поправок по 

каждому полигону служит равенство (22). 

Далее по исправленным превышениям вычисляют высоты уз-
ловых реперов (табл. 8). 

При этом поправки в превышения выписывают по правилу: 
если направление хода при вычислении высот совпадает с напра-

влением полигона, в который входит ход, поправка выписывается 

с тем знаком, с которым получена из уравнивания, если направле-
ние хода при вычислении отметки не совпадает с направлением 

полигона, в который входит ход, поправка выписывается с обрат-
ным знаком.  

Например, при вычислении отметки реп. 3 направление хода 

1 берется от марки 300 к реп. 3, т. е. совпадает с направлением I 
полигона, в который входит этот ход, поэтому поправка выписыва-

ется со знаком минус (-6); направление хода 7 от марки 312 к реп. 
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3 совпадает с направлением IV полигона и поправка будет равна 

+4 и т. д. 
в) Оценка точности полевых измерений, Выполняется так 

же, как в примере 3. 

г) Оценка точности уравненных значений высот (в табл. 8 
не приводится). Выполняется так же, как в примере 3. 

Состав исполнителей и распределение обязанностей. Урав-
нивание нивелирного хода и сетей различными способами выпол-

няет каждый студент. 
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Таблица 8 

Ведомость уравнивания превышений и вычисления отметок узловых реперов нивелирной сети 
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