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ПРИМЕР 1 

 

Найти изображение  pF *  соответствующее изображе-

нию по Лапласу  

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Re     a -полюс  xQ       

 

ПРИМЕР 2 

Задано  
2z

z
zF


  найти образующую решетчатую 

функцию 

 
Решение получим делением многочлена на многочлен 

 

z              z - 2

1 + 2 z    + 4 z   .....
-1 -2

z - 2

 2
2 - 4 z-1

4 z -1

........
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Таким образом,   
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ветственно 

      42f21f10f  ;;  

 Другой вариант решения заключается в применении тео-

рии вычетов: 

 

      42f21f10f

22
1

2
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2z

z
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2z
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

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ПРИМЕР 3  

 Найдем Z-ПФ разомкнутой дискретной системы, состоя-
щей из АИЭ с экстраполятором нулевого порядка и непрерывной 

части с ПФ   

1pT

k
pW

i
нч


)( . 

Решение: 

ПФ ПНЧ:  
 
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1

Tp





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Воспользуемся вычетами для определения  zW : 
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В случае, если воспользоваться разложением  sWнч   на про-

стые дроби: 

 
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1 T

1p  ,   

ПРИМЕР 4 

     
1z

a
zW


  

Решение: 

     
     zfazy1z

zfzWzy




 

Перейдем к оригиналам, учитывая теорему о смещении аргумента 

решетчатой функции: 

                    kfaky1ky   

отсюда: 

                   kykaf1ky   
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тогда при известных начальных условиях:      0f0f00y  ,  
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Численные значения: 
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2Переход к конечноразностному уравнению: 
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Пусть линейная стационарная дискретная система описыва-

ет разностным уравнением: 

         ku31ku3kY61kY2kY  . 

Найти выходную функцию при условии, что система снача-

ла находится в покое и входное воздействие есть: 

 









0kпри0

0kприk
ku  

 

     zuzwzY            

     u3zu3Y6zYzzYz2   
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z
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
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Обратное преобразование найдем по теореме о вычетах.  

Полюсы: 

   
   





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Вычеты  zYz 1k
 в точках iz : 
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  
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Следовательно:  
 
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3
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

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ПРИМЕР 5  

 Рассмотрим пример построения логарифмических ПЧХ дис-

кретной системы, структурная схема которой представлена на 
рис. 1: 

                                                                                                       

 
 

 
 

Рис.1 

Решение: 

Z-ПФ системы была получена ранееОна имеет вид: 

 
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
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
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Сведем обозначения:       1T

T

ed



  

 
 

dz

d1k
zW




  

Выполним подстановку:  
w1

w1
z




  

 

2
Tjw   
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    
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,

*

1jT

j
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T
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2

T
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j
2

T
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j
2

T
1d1k

Tjdj1
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d
j1
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э2
T

2
d

2
T

2
T

2
T

2
T






























































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


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






 

 

где       
d1

d1

2

Т
Тэ




 . 

Отметим, что в числителе полученного выражения имеется 

неминимально-фазовое звено, что типично для дискретных си-

стем 
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  *  А* 
 
                           
 20lgk                    
     
                   1/Tэ                               2/T                                 

lg  
 
 
 
 
 
                                                                        * 
 
 

 
 

Рис.9.4. 

         1
d1

d1





,           следовательно        

2
TTэ   

Фаза числителя:   









2

T
arctg  ;        

2
0


  

Логарифмические ПЧХ импульсной системы представлены 

на рис.9.4 Качественно эти характеристики совпадают с ЛАФЧХ 

непрерывных звеньев, что позволяет применить для исследова-

ния импульсных систем хорошо разработанный частотный аппа-

рат непрерывных систем 

 При необходимости определения ЧХ замкнутой системы по 

АФЧХ разомкнутой и наоборот, возможно использование номо-

грамм замыкания 

 Таким образом, для дискретных систем введены понятия 
частотных характеристик и рассмотрены некоторые способы их 

построения С формальной точки зрения АФЧХ дискретных и не-

прерывных систем совпадают в том, что все они характеризуют 

прохождение гармонического сигнала через систему Однако, 

следует понимать, что при этом для дискретных систем мы рас-
сматривали дискретный гармонический сигнал, не затрагивая во-
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прос о спектре его непрерывной огибающей 

 При прохождении непрерывного гармонического сигнала 
частотные свойства импульсных систем будут существенно отли-

чаться от свойств непрерывных систем Рассмотрению особенно-

стей частотных свойств импульсных систем будет посвящена сле-

дующая тема     

ПРИМЕР 6  

Задано характеристическое уравнение системы: 

  050z10z50zzB 23  ... , требуется про-

анализировать ее устойчивость. 

 
Решение: 

 
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w1

w1
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w1

w1
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w1

w1
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






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
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





















...

...

 

        

  0w150

w1w110w1w150w1

3

223





.

..

 

       
 

0w10w93w9112

w50w5150w350w10w10w10

10w50w50w5050ww3w31
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w1w110w1w150w1

32

3232

3232

3

223










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.......

.....

.
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Для оценки расположения корней последнего уравнения 

применим критерий Гурвица, который формулируется следующим 
образом: 

    Для устойчивости линейной системы необходимо и до-

статочно, чтобы были положительными n – главных определите-

лей матрицы Гурвица, составленной из коэффициентов характе-
ристического уравнения: 

 
 

В нашем примере: 
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ПРИМЕР 7 

Рассмотрим пример исследования устойчивости дискрет-

ной системы Структурная схема системы приведена на рис.2 

 

Рис.2 

ПФ получена ранее:          
 

1
T

T

ed,
dz

d1k
zW







  

Построим псевдочастотные ЛАФЧХ системы. С этой целью заме-
ним переменную z : 

w1

w1
z




 ;   

2
Tj

1

2
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1
z;

2

Tj
w









    и тогда: 

 
 

1jT

Tj1k

1
d1

d1

2

T
j

2
Tj

1k

j*W
3

2

















 










 ; 

где 
d1

d1

2

T
T

2
TT 32




 ; ; 

       

   Построим ЛАФЧХ, учитывая, что 1
d1

d1





  и следовательно 

32 TT   (рис.3): 
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Рис. 3 

Из построенных характеристик можно заключить, что 

устойчивость замкнутой системы зависит от величины коэффици-

ента передачи разомкнутой системы (рис.4) 

          Условие устойчивости: 

                          

 

  1j*Wlim

*lim
















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Рис.4. 

2

3

32

T
T

k

k2020
T

1

T

1

lglg

lglglg













 

d1

d1

T

2

d1

d1

2

T

T

T
k

2

3









 ;     

d1

d1
k




  

Пример вычисления z-ПФ силовой системы привода: 

 

d

dt

d

dt J
M

M с i

i
r
u c

d

dt

d

dt

c

Jr
u

c c

Jr

дв

дв М дв

дв e

M e M





























 



 










1

1

.

. .

.

;

;
 

 



Управление дистанционного обучения и повышения квалификации 
 

Управление мехатронными системами 

 

 

 
 

17 

Введем обозначения: 

d

dt

d

dt T

k

T
u

T
Jr

c c
k

c
e M e









  










 

1

1

1 1

1
; .  

где  - угол поворота вала двигателя;   - скорость; 

управляющее напряжение; k и T1 - параметры ОУ. 

 Выберем вектор состояния  x    . Тогда  

x
T

x k

T

u 






























0 1

0
1

0

1 1

. 

 Применим для вычисления переходной матрицы Ф - ана-

литический способ, основанный на использовании преобразова-
ния Лапласа. 

  Ф L pE A
t T

  



1 1

, 

при этом 

 pE A

p

p
T

p
T

p

p p
T

p
p

T
p

p
T

 


























































































1

1

1
1

1

1

1

1

0
1

1
1

0

1

1 1

1

0
1

1
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Найдем обратное преобразование: 

 

Tt
1T

t

1T
t

1

1

1

e0

e1Tt1

T

1
p

1
0

T

1
pp

1

p

1














































































 

 Подставляя в (18.4) t=T (интервал квантования), получим 

переходную матрицу состояния дискретной системы: 

 
Ф

T е

е

a

a

T
T

T
T






























1 1

0

1

0

1 21

22

1

1

 

 Перейдем к нахождению z- ПФ. Пусть y[k]=x[k], то есть 

e=E, R=0. 

 Тогда выражение для матричной ПФ примет вид: 

    H
az0

a1z
HФzEczW

1

22

121
















 . 

Для определения элементов матрицы H найдем решение 
дифференциальных уравнений объекта при нулевых начальных 

условиях и u=1: 

        t kt kT e t k e
t
T

t
T    

 

1

1 11 1;  

 Подставив в полученные зависимости t=T, найдем матри-

цу H: 

 
 

H
h

h

kT kT e

k e

T
T

T
T










 

 























1

2

1

1

1

1

1
. 

 Матрица ПФ  W z  в данном случае характеризует связь 

напряжения u с координатами  , . Вычислим матрицу: 
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 
  

 

 
 

  

W z

z a a

z
H

z z a
H

h

h

W z

z a h a h

z h

z z a

















 













 













 

22 12

22

1

2

22 1 21 2

2

22

0 1

1

1

1

;

 . 

 окончательно получим: 

 

 
 
 
 

 
  W z

z

u z

z

u z

z a h a h

z z a

h

z a























 

 

























22 1 12 2

22

2

22

1
. 

 

ПРИМЕР 8 

 

Допустим, задана ИСУ, структурная схема которой 

имеет вид (рис.5). 
 

 
Рис.5 

 

Данная система является асинхронной. Периоды повторе-
ния первого ИЭ- Т, и второго Т1 - кратные числа, причем Т=2Т1. 

Формирующие звенья обоих ИЭ представляют собой экстраполя-
торы нулевого порядка. Временная диаграмма работы импульсных 

элементов представлена на рис.5. 
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Рис.6. 
Примем за переменные состояния координаты х1, х2. 

Входное воздействие u(t) будем считать непрерывной функцией. 
Рассмотрим временной интервал (kT,t1) и запишем дифференци-

альные уравнения, соответствующие переходу kT+ 
t
1

: 

    [ ] ,

 [ ]

х u kT x kT x t

х х kT

1 2 2

2 1

  









 


 

 Решив заданную систему, получим при kT<t<t1: 

x2(t)= x2[kT+]+x1[kT+](t-kT); 
 

 ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( );

( ) [ ] [ ]
( )

[ ]( ) [ ]( );

x t u kT x kT x kT x kT t kT

x t x kT x kT
t kT

x kT t kT u kT t kT

1 2 2 1

1 1 1

2

2
2

2

    

 


   

   

   

 

Подставив в полученные зависимости t t kT
T

  
1

2
,  

получим: 

x t x kT
T

Tx kT
T
u kT

x t
T
x kT x kT

1 1 1

2

2

2 1 1 2

1
8 2

2

[ ] [ ] [ ] [ ];

[ ] [ ] [ ];

   

  

 







 

 












 

t

x

t1

tkT (k+1)T1

kT (k+1)T




1

2

t
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Эту систему можно представить в виде: 
 

x[t1
-]=Ф0x[kT+]+H0u[kT], 

где 

x
x

x
Ф

T T

T
H

T









 

 
























1

2

0

2

0

1
8

2
1

2
0

; ; . 

Рассмотрим далее дискретный переход kT kT  : 

x1[kT+]= x1[kT-]; 
x2[kT+]= x2[kT-]; 
 то есть x[kT+]=F0 x[kT-], 
где  

F
0

1 0

0 1









 . 

Объединив результаты двух рассмотренных переходов, по-

лучим: 

x[t1
-]=Ф0F0x[kT-]+H0u[kT+] 

или  x[t1
-]=Ф0x[kT-]+H0u[kT+], так как для данного слу-

чая F E
0
 . 

Рассмотрим следующий временной интервал (t1,(k+1)T). 

Запишем дифференциальные уравнения, соответствующие 

переходу ( ,( ) ).t k T
1

1  При этом следует иметь в виду, что в 

момент времени t1 срабатывает только второй ИИЭ, а выходной 

сигнал первого ИИЭ не изменяется. Уравнения имеют вид: 

 ( ) [ ] [ ] ( );

 ( ) [ ].

x t u kT x kT x t

x t x t

1 2 2

2 1 1

  



 


 

Решив заданную систему, получим при t1<t<(k+1)T: 

x t x t x t t t

x t x t x t
t t

x t t t x t t t u kT t t

2 2 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

2

2 1 1 2 1 1 1
2

( ) [ ] [ ]( );

( ) [ ] [ ]
( )

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( );

  

 


     

 

   

 
При t=(k+1)T имеем t-t1=T/2 и тогда: 
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x k T x t
T

x t
T

x t
T

u kT

x k T
T
x t x t

1 1 1

2

2 1 2 1

2 1 1 2 1

1 1
8 2 2

1
2

[( ) ] [ ] [ ] [ ] [ ];

[( ) ] [ ] [ ]

  








   

  












   

  

 

или, переходя к матричной форме записи: 

x[(k+1)T-]=Ф1x[t1
+]+Rx[kT+]+H1u[kT], 

 где  

Ф

T T

T
R H

T
1

2

1

1
8 2

2
1

0 1

0 0
2
0


 


























 









; ;  

   Дискретный переход t t
1 1

   аналогичен рассмотренно-

му переходу kT kT  , то есть: 

x[t1
+]= x[t1

-]. 
 Объединив все переходы, получим: 

x[(k+1)T-]=Ф1x1[t1
-]+Rx[kT-]+H1u[kT] 

x[(k+1)T-]=Ф1{Ф0x[kT-]+H0u[kT]}+ Rx[kT-]+H1u[kT]= 
=[ Ф1 Ф0+R] x[kT-]+[ Ф1 H0+H1]u[kT-] 
  или 

x[(k+1)T-]=Фx[kT-]+Hu[kT], 
 где  

Ф=Ф1Ф0+R; H=H1+Ф1H0. 
Таким образом, получена система разностных уравнений, опреде-
ляющая связь между значениями переменных состояния на ин-

тервале основного квантования Т. Устойчивость рассматриваемой 
дискретной системы определяется собственными числами матри-

цы Ф. Полученные зависимости позволяют провести расчет пере-

ходных процессов в данной системе. 
Рассмотрим пример: 

 Определим ошибку, устанавливающуюся в импульсной си-
стеме, если: 
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 
  

Ф z
z z

z z



 

 

0 5 1

0 5 0 82

,

, ,
 

и f[kT]=a0+a1kT, a0=2, a1=4, T=1. 

Введем новую переменную    z 1, получим: 

 
 

3151

50
Ф

2 ,,

,









                                        

(21.18) 

Разделив числитель и знаменатель, найдем разложение 
функции (21.18) в ряд по степеням   (запишем только два пер-

вых члена): 

   
 

0 5 13 15 0 384 0 326

0 384 0 326

2 2 2

2

, , , , , ...

, , ...

     

  


     

  Ф
 

Откуда следует, что с0=0; с1=0,384; с2=0,326 и тогда: 

     
 

536,114384,0...
2

)2(
)1( 11

2

2
10 


 Tac

Tkfc
TkfckTfckT—

. 

 ПРИМЕР 9 

Рассмотрим пример синтеза дискретного корректирую-

щего устройства, включаемого последовательно с неизменяемой 

частью системы Передаточная функция приведенной непрерыв-

ной части исходной системы имеет вид: 

 
  p

e

pTp

k
pW

Tp




1

1 1

, 

где    

cTcTk 02.0,1.0,20 1   

       Желаемая ЛАЧХ (  jWж
*

) системы представлена на 

рис.23.8.  
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Рис.7 

 
Найдем располагаемую ЛАЧХ импульсной системы, для че-

го по передаточной функции: 

 
  p

e1

pT1p

k
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Tp

1





  

определим w - передаточную функцию  zW  
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
       

987079

79
1030

1

..lg

.
.




 

20lgA

lg



0

10 1001

1 2

Нрасп

Нжел

Нк.у.
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52233333

33333
0030

1

..lg

.
.




 

 
 



















1pTp

k
D

z

1z
zW

1
2

 

 

 
  

 
;

dz

1zkT

1z

kT

dz1z

zd1T

1z

Tz
k

z

1z

1

1

2
































 

          Подставляем         
w1

w1
z




 , получим: 

         
 

   






























w
d

d

wkT

w

wkT

wdd

wdkT

w

wkT

dwdw

wdkT

ww

wkT

1

1
1

1

2

1

11

11

2

1

1

11

11

1

1

11

 

         Введем обозначение :          
d1

d1
T1




' . 

    
 

   
 

   
 


















wTw

wwkTkTTkT

wTw

wwkTwTkT

wTw

wwkTwTwkT

'

1

1

'

1

'

1

1

'

1

'

1

1

'

1

12

12

12

121

12

2111
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  
 

  
 

T

T

d

d
kT

d

d
kT

kT
T

ed

где

wTw

wwTkT

wTw

wwTkT

T
T

1

1

"

1

'

1

"

1

'

1

'

1

2

1

1
2

1

11

;

,
1

11

21

11

2

1


































 

         Далее  вместо  выполним замену:  

2

Tj
w


   . 

 
 





j

2
TT1j

2

T
j1j

2

T
T1

kjW

1

1

'

''






















  

в числах: 

 
  

 




1030j1j

0030j1010j1
20W

.

..




  

Располагаемая ЛАЧХ представлена на рис.7.12.: 

Тогда   - передаточная функция коррекционного устройства 

имеет вид: 

 
    

    




j00301j0010120j9771j

j10301jj010140j1
D

...

...






 
или 

 
  
  




j00301j9471

1030j140j1
D

..

..




  

         Переходим с помощью билинейного преобразования к пе-

ременной Z: 
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T
2j

2
Tj







 ;
 

1z

1z
100

1z

1z

T

2









  

Получим: 

 
5370z4590z

7830z771z
4480zD

2

2

..

..
.




 . 

         Рассмотрим пример реализации данного дискретного филь-

тра ЦВУ. 

         Схема моделирования фильтра методом прямого програм-
мирования: 

Запишем ПФ КУ в общем виде: 

   
2

2
1

1

2
2

1
1

куку
zbzb1

zaza1
КzDzW








  

 
 

 zD
zU

zy
  

Введем в промежуточную функцию  ze : 

     2
2

1
12

2
1

1

zaza1zU
zbzb1

1
zy 


















  

   

       

        .zezazezazeKzy

zezbzezbzUze

zU
zbzb1

1
ze

2
2

1
1ку

2
2

1
1

2
2

1
1













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Структурная схема приведена на рис.8.: 

                                              
                                                                                       

Рис. 8. 
         Обозначим переменные: 

 

   
       








12212

21

bkxbkxkU1kx

kx1kx
 

 

         

  



kxb

kxbkUakxakxkky

21

121221ку
 

          .kUkxbakxbak 211122ку   

ПРИМЕР 10 

 Рассмотрим пример перехода от аналогового прототипа к 

цифровому фильтру Пусть 

 
1p10

1p40
pD





.

.
 

эта ПФ соответствует часто применяемому интегро-

дифференцирующему фильтруТогда: 

 
1

1

p10

p40
pD









.

.
. 
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 

1z

1z

2

T
10

1z

1z

2

T
40

zD













.

.
, 

или 

 
 
  20Tz20T

80Tz80T
zD

..

..




 , 

где Т-период квантования 

         В заключение отметим, что кроме перечисленных методов 

существуют и другие многочисленные методы синтеза КУ 

 

 


