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ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ. ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ КУРСА

Станок, инструмент, заготовка  образуют производственную систему, цель работы которой – произвести изделие,  отвечающее по своим качествам требованиям рынка.


Каждая  компонента этой системы находится во взаимодействии с другими и должна обеспечивать высокую надежность технологического процесса, гарантировать такие параметры, которые удовлетворяют техническим требованиям на готовое изделие. Это особенно актуально для  гибких автоматизированных производств (ГАП ), функционирование которых невозможно без существенного повышения надежности сложного прецизионного оборудования, оснащенного высококачественным режущим инструментом. 
Если раньше, говоря о высокоточном режущем инструменте, всегда имели в виду зуборезный инструмент и протяжки, то теперь и к «обычному» инструменту- резцам, сверлам, фрезам – в автоматизированном производстве предъявляются требования микронной точности и высочайшего качества режущей части.


В настоящее время станкостроительное и инструментальное производство находится на принципиально новом этапе своего развития, когда в единый комплекс объединены металлорежущие станки, ЭВМ-системы управления, точнейший дорогостоящий инструмент, транспортные, контрольно-измерительные и диагностические устройства. Сам станок превратился в сложный автоматизированный агрегат с широкими возможностями для осуществления различных технологических операций, с применением большого числа разнообразных инструментов и управлением от ЭВМ.


Чем выше точность выпускаемых изделий, тем сложнее технологическое оборудование, тем труднее становится задача обеспечения высокого качества и надежности самого оборудования и инструмента, при этом  параметры надежности, качества, точности  для оборудования и инструмента должны повышаться быстрее, чем повышаются аналогичные требования для самих изделий.


Необходимый уровень качества станка и инструмента определяется , в первую очередь, требованиями к точности обрабатываемых деталей (точность формы, размеров, взаимного расположения обрабатываемых поверхностей, а также шероховатость и волнистость).


Для установления соответствия между оборудованием и выпускаемым изделием необходима определенная информация. Получение этой информации зависит от времени ее сбора и организации работ, поэтому она делится на три вида:

· Разработка новых образцов и конструкций станков и инструментов требует информации о параметрах функционирования и надежности существующих, а так же опытных образцах  изделий.

· Производство станков и инструментов требует информации о соответствии выпускаемых изделий установленным требованиям.

· В ходе эксплуатации станков и инструментов требуется текущая информация, необходимая для оценки текущих параметров качества обрабатываемых изделий .

        Процесс получения информации необходимой для разработки новых образцов станков и инструментов   называется исследованием станков и инструментов (СИ).

Процесс получения информации , необходимой для оценки качества выпускаемых станков и инструментов называется испытанием СИ.

Процесс получения текущей информации о работе станков и инструментов, необходимой для оценки соответствия их текущего состояния требованиям выпуска качественных изделий, называется диагностикой  состояния СИ.

Понятно, что результаты испытаний и диагностики СИ также могут  и должны использоваться при разработке новых образцов станков и инструментов, и в этом смысле результаты испытаний и диагностики являются элементами исследования станков. Граница между исследованием, испытанием и диагностикой достаточно условна и проходит лишь в сфере времени и организации получения информации. Зачастую устройства, используемые для испытаний станков , остаются в станке и при его эксплуатации  служат первичным источником  получения диагностической информации.


Содержание данных , методы ее получения и обработки  при исследовании, испытании и диагностике станков и инструментов составляет содержание настоящего курса. Данная дисциплина находится на стыке следующих направлений: «Проектирование станков», «Проектирование инструмента», «Математическая статистика и экспериментальный анализ» и «Информатика». Это предоставляет большие возможности по использованию разнообразных методов , позволяющих адекватно оценить содержание данных полученных при исследовании, диагностике и испытании оборудования.


 Основой мировоззрения данного курса является следующее положение, которое необходимо твердо знать: станок , инструмент и заготовка являются элементами единой технологической системы. Станок до тех пор будет дорогой , точно изготовленной и оснащенной «умной » электроникой грудой металла, пока на него не установят заготовку и инструмент и не начнется процесс резания. Инструмент остается точной и дорогостоящей «игрушкой», пока он не установлен на станок и не начал резать металл заготовки. Отсюда следует, что работа станка и инструмента неразрывно связана  и воспринимать их нужно как компоненты единой системы вместе с обрабатываемой заготовкой. Раздельное их рассмотрение обусловлено таким методом изучения явлений, как анализ, когда разбиение целого на части и их подробное изучение есть временная процедура, направленная на получение более углубленного представления о взаимодействии частей целого, т.е. синтеза или  системного подхода.


Здесь уместно сказать о мировоззрении отдельно конструктора и отдельно технолога. С точки зрения технолога, основная задача которого получить на практике изделие, соответствующее требованиям чертежа, станок – это нечто данное, неизменное, и можно привести целые тома исследований, где результат завязан только на параметры техпроцесса и качество заготовки. С точки зрения конструктора-станкостроителя технологический процесс и металлорежущий инструмент также нечто данное, неизменное и можно привести тома исследований, где качество изделия, обработанного на станке, завязывалось только на параметры самого станка.


Мы же должны четко понимать: то, что требуется как результат механической обработки, то есть изделие или полуфабрикат с заданными шероховатостью, допусками на отклонение геометрических размеров и формы , проявляется только как результат процесса резания, в котором  «на равных» участвует станок, приспособление, инструмент и деталь, т.е. система СПИД. Это необходимо помнить и учитывать и при разработке нового оборудования и при эксплуатации уже существующего. 


Какая же информация нас будет интересовать конкретно при изучении каждого элемента технологической системы?  Рассмотрим два основных компонента технологической системы: станок и инструмент.


Необходимый уровень качества станка определяется, в первую очередь, требованием к точности обрабатываемых изделий, а сохранение точностных показателей станка во времени определяет его параметрическую (технологическую) надежность.


Точность  станка непосредственно связана с другим основным показателем- производительностью. Оба этих основных показателя взаимосвязаны, хотя если при изготовлении изделий можно допустить снижение производительности ради сохранения точности, то снижение регламентированной точности ради повышения производительности недопустимо.


При оценки качества станка основные исследования, испытания и диагностирование связаны с оценкой точности и производительности процесса обработки, при этом получаем информацию о :

· геометрической точности; 

· кинематической точности;

· жесткости статической;

· жесткости динамической, т.е. виброустойчивости при определенном режущем инструменте и режимах резания;

· тепловых деформациях;

· износостойкости;

· ресурсе;

· параметрах, характеризующих энергетические показатели станка ( КПД станка или отдельных узлов);

· качестве станка как элемента человеко-машинной системы (уровень шума, ремонтопригодности и т.д.).

Качество инструмента характеризуется , в первую очередь, его основным параметром стойкостью на режимах, обеспечивающих при обработке на данном станке требуемую производительность и заданное  качество  обработки изделия. Кроме того, качество инструмента  характеризуется его способностью к образованию неопасной стружки, удобству замены инструмента в целом и его режущей части (или восстановлением режущих свойств), уровнем колебаний, создаваемых в процессе резания совместно с системой СПИД и т.д. 

Указанные показатели качества не всегда могут  быть получены из испытаний, исследований и диагностирования в «готовом виде». Чаще всего о них приходится судить по некоторой первичной информации, которая должна быть получена непосредственно от первичных устройств-датчиков (которые, как правило, преобразуют неэлектрические величины в электрические), оценена на достоверность и подвергнута определенной математической обработке с целью получения интересующих нас параметров. Поэтому в этом курсе определенное место займет изучение математических  методов обработки и анализа эксперимента.

Ряд параметров и методик испытаний станков и инструментов стандартизован и мы также должны будем с ними ознакомиться.

МЕТРОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ И
 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ

 ОБРАБОТКИ ДАННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТА
 Общие сведения об измерениях . Методы измерения

 экспериментальной информации. Средства измерения
Как указывалось выше , необходимый уровень качества элементов технологической системы определяется требованиями к качеству обрабатываемой детали. При этом  человек постоянно имеет дело с измерениями каких-то физических величин.

Физическая величина (по ГОСТ 16263-70)- это свойство, общее в качественном отношении для многих физических объектов, но в количественном отношении индивидуальное для каждого объекта. Основной задачей измерения является получение информации о значении физической величины  в виде некоторого числа принятых для нее единиц. Единица физической величины – это физическая величина, числовое значение которой по соглашению  равно единице. Результат измерения дает оценку истинного значения физической величины с некоторой погрешностью.

Физические величины могут быть постоянными или изменяемые во времени (подавляющее большинство). Установлено семь основных физический величин: метр, килограмм, секунда, ампер, кельвин, кандела, моль и две дополнительные величины (радиан и стерадиан). 
Производные единицы образуются из основных по определенным уравнениям. Например, по второму закону Ньютона F=ma, единица измерения силы ньютон Н=кг м /с2.


Измерение- это познавательный процесс, заключающийся в нахождении соотношений между измеряемой величиной и другой величиной, условно принятой за единицу измерения. Вопросами теории измерений, средствами обеспечения их единства и способами достижения необходимой точности занимается наука метрология.

С точки зрения метрологии, методы измерения делятся на:

· прямые измерения (искомую величину  находят непосредственно из опытных данных);

· косвенные измерения (искомую величину определяют вычислениями по результатам прямых измерений величины, связанной с искомой известной функциональной зависимостью);

· совокупные измерения (искомую величину определяют из системы уравнений, получаемых при прямых измерениях различных сочетаний этих величин);

· совместные измерения (производимые одновременно измерения двух или более не одноименных величин для нахождения зависимости между ними).

По способу выражения результаты измерения бывают  абсолютные и относительные . При абсолютных измерениях имеют место прямые измерения основных величин, например, длина в метрах, масса в килограммах . Относительными называются измерения отношения величины по отношению к другой, принимаемой за исходную, например: относительная влажность- это отношение массы водяных паров в 1м3 воздуха к количеству этих паров, насыщающих этот объем при данной температуре.

Всякое измерение представляет собою определение количественной величины, характеризующей объект.


Средства измерения (ГОСТ 16263-70)- это технические средства, используемые при  измерениях и имеющие нормированные метрологические свойства.

Мера – средство измерения, предназначенное для воспроизведения физической величины заданного размера.

Измерительный прибор- средство измерения, предназначенное для выработки сигнала измерительной информации в форме, доступной для непосредственного восприятия наблюдателем.

Измерительные приборы делятся на :

· аналоговые;

· цифровые (вырабатывают дискретные сигналы в числовой форме);

· показывающие (только визуальный отсчет показаний);

· регистрирующие (регистрация показаний);

· самопишущие;

· печатающие;

· приборы сравнения;

· интегрирующие;

· суммирующие.

 Вероятностный характер - как универсальное явление
 для физических величин и их значений в материальном мире
Реальный мир содержит такое количество материальных объектов и их взаимодействий, что ни один физический процесс невозможно выделить «в чистом виде», какие бы ухищрения для этого не предпринимались. Этому же подвержен и сам, как таковой, процесс измерения. 


Как сами физические процессы , вызывающие изменения интересующих нас физических величин, так и процесс измерения этих величин, подвержены флуктуациям и, как следствие, - некоторому рассеянию, поэтому любая реализация- это случайная величина.

 Если на значение физической величины влияет большое количество примерно равнозначных по воздействию  факторов  то, как доказывает центральная предельная теорема Ляпунова, рассеяние упомянутой физической величины подчиняется нормальному закону распределения (закону Гаусса).

Любой процесс - и измеряемый и измерительный -  есть некоторая закономерность, прокладывающая себе путь в хаосе случайностей; как тенденция, общая причинность, «идеальная» зависимость. Все известные нам законы физики (Ньютона, Ома, Бойля и т.д.) проявляются именно так, в виде идеализации случайных процессов. Причины случайного рассеяния заключаются не в том, что мы не можем достаточно совершенно выделить или реализовать интересующий нас процесс, а находятся в самой природе вещей. Доказательством этого является: принцип Гейзенберга (квантование энергии) на  субмикроуровне, Броуновское движение на микроуровне, тепловые флуктуации (флуктуации конвекции), флуктуации концентрации растворов и расплавов, колебания погоды на микроуровне, а также сложения массы техногенных и антропогенных факторов и т.д. Поэтому для подавляющего большинства явлений в природе и технике типичны стохастические зависимости.

Определение. Между двумя случайными величинами имеет место стохастическая зависимость тогда (в общем случае), когда существует некоторые случайные факторы, которые влияют на обе случайные величины zm, и некоторые случайные факторы, которые действуют только на первую xj или только на вторую случайную величину yj, так что, если: Х=f(z1,…zm, x1,…xj), Y=f(z1,…zm ,y1,…yj), то величины  Х и У стохастически зависимы. 

Если факторы  xj и yj малозначащие, то такую зависимость мы обычно называем функциональной, или физическим законом.


Итак, в реальной действительности мы имеем дело со статическими процессами - измеряемыми и измерительными.


Исследование некоторого процесса или объекта это не только и не столько измерение. Это определение зависимости  между какими – либо величинами, например: «стойкость» - «скорость резания», «сила»-«податливость». И это нам необходимо не для удовлетворения любопытства, а для того, чтобы иметь возможность  предсказать значение  некоторой величины У, если другие случайные величины, от которых стохастически зависит У, приняли конкретные значения. Поэтому нам необходимо научиться определять тенденцию, тренд из измеренных значений двух или более взаимовлияющих величин; оценивать близость этой тенденции к строго функциональной зависимости, оценивать достоверность сделанных предположений; анализировать процессы, имеющие периодические изменения; выявлять наиболее значимые факторы, влияющие на результат и т.д.


Такая обработка результатов измерений является предметом следующего раздела.

 Математические методы обработки результатов эксперимента
Ошибки измерения. Грубые ошибки 

Никакое измерение не может быть выполнено абсолютно точно. Его результат всегда  отягощен ошибкой. Измерения, которые были выполнены при градуировке или тарировке наших измерительных инструментов и приборов по сравнению с эталонами, также отягощены ошибками. Поэтому измерения с помощью таких инструментов нельзя сделать с ошибкой меньшей, чем ошибка присущая самому измерительному устройству.


Часто стараются произвести измерения с максимально достижимой точностью, т. е. сделать ошибку измерения по возможности  малой. Здесь необходимо учесть, что чем точнее мы хотим измерить , тем труднее это сделать. Точность должна быть целесообразной: не надо делать книжную полку, изготовляя доски для нее с точностью до 0,001 мм.


Вас уже учили, что ошибки измерений делятся на случайные  и  систематические. Случайные ошибки отражают объективную стохастичность реальных процессов. Систематические ошибки показывают смещение центра рассеяния измеряемой величины во времени ввиду медленно протекающих изменений условий измерения в самом приборе или вне его (температура воздуха, влажности и т.д.).


В зависимости от способа выражения ошибок, они бывают абсолютные и относительные.


Вероятностные оценки ошибок основаны на том, что мы воспринимаем каждую реализацию  измерения как случайную величину и считаем, что рассеяние измеряемой величины с учетом рассеяния сигнала в измерительном тракте не противоречит нормальному закону распределения случайной величины. 
За значение измеряемой величины принимается математическое ожидание, рассчитывается дисперсия и среднеквадратичная ошибка и дается диапазон ожидаемых значений с тем или иным уровнем значимости:   
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где n –число измерений; Хi – результат i-го измерения; М- математическое ожидание; ( -дисперсия; rn – диапазон ожидаемых значений.
В  процессе измерения могут возникнуть грубые погрешности или промахи: сбои аппаратуры, ошибки считывания показания  прибора человеком и т.д.

При наличии подозрительных результатов (резко выделяющихся в максимум или минимум)  следует, прежде всего, провести непосредственный анализ измерений, тщательную проверку неизменности условий всех экспериментов и т.д. Статистические методы выявления грубых ошибок (критерий Фишера, табличный метод и др.) следует применять лишь в случаях, когда прочие возможные методы определения ошибок  исчерпаны. Например, если х1, х2,… хn – взаимно независимые величины (результаты эксперимента), подчиняющиеся нормальному закону , то можно использовать для поиска грубых ошибок в эксперименте статический табличный метод . Для этого определяются отклонения для максимальной величины и минимальной величины, далее по таблицам распределения статистики,  по уровню значимости и количеству наблюдений находятся предельные значения  отклонений 
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Итак, мы получили совокупность достоверных статистических данных. Мы заранее должны уяснить для себя, что мы хотим с ними делать, т.е. какова конечная цель статистического исследования зависимости? От этого ответа зависит план дальнейший исследований , выбор общей структуры математической модели, интерпретация получаемых статистических характеристик и т.д. Выделим три основных типа конечных прикладных целей подобных исследований, расположив их  по глубине проникновения в содержательную сущность анализируемой задачи:

1. Установление самого факта наличия (или отсутствия ) статистической зависимости  между входными (управляемыми, регулируемыми) переменными (предикаторами)  Х и выходными переменными (отклик ) У, характеризующими поведение или результат (эффективность) функционирования (рис.1 ) 
2. Прогноз (восстановление) неизвестных значений У исследуемых показателей по заданным значениям Х предикаторных переменных .
3. Установление функциональной зависимости между исследуемыми признаками; выявление причинных связей между входными переменными Х и результирующими показателями У. Здесь мы уже претендуем на проникновение в физику явлений – в механизм преобразования Х в У. 
АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ И ТЕСНОТЫ СТАТИСТИЧЕСКОЙ СВЯЗИ 

 МЕЖДУ ИССЛЕДУЕМЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ.

(КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ)
В исследованиях станков преобладают случаи, когда устанавливается степень зависимости случайного результирующего показателя  У от неслучайных переменных Х (например, шероховатости от подачи). Реже устанавливается наличие степени тесноты связи между двумя случайными векторами : результирующим показателем У и предикаторной переменной Z, которая зависит от множества неконтролируемых факторов (например: точность детали от партии заготовки).  Подобный анализ называется корреляционным . Оценка степени тесноты связи осуществляется с помощью коэффициента корреляции или корреляционного отношения.

Условием проведения корреляционного анализа является то, что рассеяние результирующей переменной не должно  противоречить нормальному закону распределения . Это требуется  предварительно оценить по известным статистическим критериям,  например: критерий Пирсона  или критерий Смирнова-Мизеса.

Коэффициент корреляции
Пусть в эксперименте получены статистические данные, рассеяние которых не противоречит нормальному закону распределения и имеют явно линейную зависимость (рис.2,5):


Запишем эти данные в виде таблицы. Такая таблица называется 
	Х \  У
	У1
	…..
	Уn

	Х1
	
	
	

	….
	
	
	

	Хn
	
	
	


 корреляционной.  Для каждой переменной вычисляют:

· математическое ожидание :
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· выборочную дисперсию:
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Тогда  теснота связи между переменными  Х и У будет определяться выборочным коэффициентом парной корреляции по формуле :


[image: image9.wmf](

)

(

)

Y

X

i

n

i

i

S

nS

y

y

x

x

r

-

-

=

å

=

1

ˆ

.

Коэффициент парной корреляции  обладает следующими свойствами:

1. Принимает значения в интервале (-1;+1).

2. Не зависит от выбора начала отсчета и единиц измерения.

3. Является измерителем тесноты только для линейной статистической связи между анализируемыми признаками.

4. Имеет четкий смысл только в случае нормальной  распределенности исследуемых случайных величин.

5. Наличие ошибок измерения всегда ослабляет корреляционную связь. 

6. Если коэффициент парной  корреляции равен 1, то статической зависимости фактически нет - есть функциональная. 

7. Если r>0, то это означает, что при увеличении входной переменной Х увеличивается выходная переменная У (рис.1); если r<0 , то при увеличении Х уменьшается У (рис.4); при r=0 переменные Х и У полностью взаимно независимые.

Математическое ожидание (М(х), М(у)), выборочная дисперсия (SX, SY), коэффициент парной корреляции r, составляют те пять параметров, которые дают исчерпывающие сведения о стохастической зависимости случайных величин Х и У.


Во всех остальных случаях (распределения  Х и У отклоняются от нормального , одна из исследуемых величин не является случайной и т.д. ) коэффициент парной корреляции r можно использовать лишь в качестве одной из возможных характеристик тесноты связи.  При r=0 исследуемые величины могут оказаться связанными, поэтому в этом случае говорят, что исследуемые величины некоррелированы, и лишь после  дополнительного анализа можно говорить об их независимости. Для  этого необходимо проверить значимость коэффициента корреляции, т.е. установить достаточна ли его величина для обоснованного вывода об отсутствии корреляционной связи (так называемая нулевая гипотеза: Н0: r=0). Нулевую гипотезу проверяют по критерию Стьюдента:
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где  n- число степеней свободы. По статистическим таблицам определяют для заданного уровня значимости α и числу степеней свободы n-2  критическое значение критерия Стьюдента (tкр). Если ti> tкр, то коэффициент корреляции  признается значимым, в противном случае он статически незначим, т.е. r  =0.

И, наконец, если даже установлена тесная корреляционная зависимость между двумя исследуемыми величинами, из этого непосредственно не следует их причинная взаимообусловленность.

 Корреляционное отношение

На практике часто предпосылки корреляционного анализа нарушаются: один из признаков не является случайной величиной, признаки не имеют совместного нормального распределения или зависимость между ними явно нелинейная (рис.3). В этих случаях коэффициент корреляции теряет свой смысл как характеристика степени тесноты связи. Однако, статистическая зависимость между ними может существовать. Для изучения связей между признаками в этом случае существует общий показатель их зависимости – корреляционное отношение, основанное на показателе изменчивости -  общей (или полной) дисперсии. Общая дисперсия-это дисперсия случайной величины относительно ее математического ожидания.


Наиболее привлекательной в этом смысле является ситуация, в которой характер выборочных данных (их количество, «плотность», расположения на плоскости) допускает их группировку по оси выходной  переменной У и возможности подсчета средних ординат 
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 внутри каждого интервала группирования. 
Введем следующие обозначения:

· число интервалов группирования k (по оси Х);

· число выборочных точек, попавших в i-тый интервал mi (i=1,2,…k);
· средняя ордината mi точек в i-том интервале 
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Найдем дисперсию средних значений 
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в интервалах группирования  относительно генерального среднего:
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-  генеральное среднее .

Общая выборочная дисперсия всех точек относительно генерального среднего:
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Отношение дисперсии средних в интервалах  
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 к общей выборочной дисперсии около общего среднего 
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называется корреляционным отношением зависимой переменной У относительно независимой Х.

1. Корреляционное  отношение обладает следующими свойствами:
2. Корреляционное отношение всегда положительно.

3. (УХ в общем случае не равно (ХУ.
4. При 
[image: image20.wmf]r

=1 имеет место однозначная функциональная связь между Х и У. Справедливо и обратное отношение.

5. При (=0 средние в интервалах 
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 сохраняют постоянное значение, равное 
[image: image22.wmf]y

. Это значит, что точки эксперимента равномерно располагаются вокруг прямой параллельно оси Х.

6. Корреляционное отношение не может быть меньше абсолютного значения коэффициента корреляции. В случае линейной зависимости эти две характеристики связи совпадают. Это позволяет использовать разность 
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 как меру отклонения зависимости  У=f(Х) от линейного вида.

7. Прочие замечания по поводу коэффициента корреляции и корреляционного отношения совпадают.

Множественная корреляция. Основные понятия корреляционного анализа, выведенные для парной модели, можно распространить на многомерный случай. Однако для многомерной модели рассмотрение всех возможных парных коэффициентов недостаточно. Здесь необходимо учитывать многообразие связей между переменными , которые отражаются в частных и множественных коэффициентах корреляции.

Пусть имеется многомерная нормальная совокупность m с переменными X1, X2, Xj, Xm. В этом случае взаимосвязь между переменными можно описать корреляционной матрицей, которая состоит из парных коэффициентов корреляции, вычисляемых по уже знакомой нам формуле с некоторыми особенностями:


[image: image24.wmf](

)

(

)

xk

xj

k

ik

j

ij

jk

S

nS

x

x

x

x

å

-

-

=

r

,   (j,k=1,2,…m), где j , k- порядковые номера признаков.

Сама корреляционная матрица имеет вид:
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Однако, одной корреляционной матрицей нельзя полностью описать зависимости  между признаками, так как в случае многомерной корреляции зависимости между переменными более многообразны и сложны, чем в двумерном случае. Для этого вводится понятие частных коэффициентов корреляции при фиксируемых n признаках (n-го порядка). Например, можно изучать зависимость между  Х1  и Х2  при фиксированном Х3. В этом случае (12 есть частный коэффициент корреляции первого порядка. Если зафиксировать все переменные, кроме каких-то двух, то получится частный коэффициент корреляции l-го  порядка, где l=m-2.


Частный коэффициент корреляции может быть легко найден из корреляционной матрицы - из нее вычеркивается все то, что не относится к рассматриваемому частному коэффициенту . Пусть корреляционная матрица из пяти признаков имеет вид: 
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Допустим, нам надо найти частный коэффициент корреляции 2-порядка (12-45 – зависимость Х1 и Х2 при фиксированных  Х4 и Х5. Переменная Х3 не участвует в рассмотрении. Поэтому вычеркиваем 3-ю строку и 3-й столбец. Остается подматрица четвертого порядка. 


В общем виде формула частного коэффициента корреляции l-го  порядка имеет вид:
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где   Qjk  - алгебраическое дополнение к элементу   (jk  корреляционной матрицы Qm;

        Qjj, Qkk   - соответственно алгебраические дополнения к элементам  (jj и (кк корреляционной матрицы Qm.

          Часто представляет интерес оценить связь одного из признаков со всеми остальными. Это можно сделать с помощью множественного коэффициента корреляции:
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где   
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 - определитель корреляционной матрицы, составленный из выборочных парных коэффициентов корреляции; Qjj  -алгебраическое дополнение к элементу (jj 
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 называется множественным коэффициентом детерминации.

Корреляционный анализ позволяет оценить тесноту связи различных переменных друг с другом. 

РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ
Корреляционный анализ ставил задачей проанализировать структуру связей  между рассматриваемыми  переменными и измерить степень их  взаимозависимости.  После того как исследователь убедится в наличии статистически значимых связей, он приступает к выявлению и математическому описанию конкретного вида интересующих его зависимостей. Надлежащая статистическая обработка данных эксперимента приводит к теоретическому осмыслению результатов и к конечной цели экспериментального анализа – выявлению законов, явлений, позволяющих предсказывать ход интересующих нас процессов, а значит научиться управлять ими и находить оптимальное решение. С этой точки зрения важнейшей задачей анализа эксперимента является установление эмпирических зависимостей для исследуемых  процессов. Всякую функцию, приближающую дискретные  ( табличные ) данные, полученные при наблюдениях или эксперименте, называют эмпирической функцией ( зависимостью ). 


Выше указанное и составляет содержимое регрессионного анализа.

Термин ”Regression” (лат.)- «отступление, возврат к чему – либо» связан с прикладной спецификой одного из первых конкретных примеров использования.

Основная задача регрессионного анализа – изучение зависимости между результативным признаком У и наблюдавшимся признаком Х, оценка функции регрессии. При этом: 

1) У- независимые случайные величины, имеющие постоянную дисперсию;

2) Х- величины наблюдаемого признака (величина неслучайная).

Регрессионный анализ осуществляется в следующей последовательности:
- выбор и определение функции регрессии;

- проверка гипотезы об общем виде искомой функции;

- анализ содержательной сущности используемой зависимости.

Выбор и определение функции регрессии . 
Регрессионный анализ начинается с выбора класса  функций, в рамках которых предполагается вести поиск наиболее подходящей аппроксимации.

         Этап подбора функции регрессии является  ключевым  , и оттого, насколько удачно он будет реализован, решающим образом зависит точность воспроизведения неизвестной функции регрессии. Этот этап находится в самом невыгодном положении, т.к. не существует стандартных рекомендаций и методов, которые бы образовывали строгую теоретическую базу для этого этапа. Есть некоторые практические рекомендации, которые следует учитывать при решении этой проблемы:

1. Максимальное использование априорной информации о физической сущности  аппроксимируемой  зависимости.

2. Предварительный  анализ геометрической структуры исходных данных.

3. Различные статистические приемы обработки исходных данных, позволяющие сделать выбор из нескольких вариантов.
Пример анализа априорной информации ( т.е. до обращения к исходным статистическим данным):

· будет ли искомая функция монотонной или иметь экстремумы (один или более двух );

· следует ли ожидать асимптоты ( например, температура нагрева опор по времени)

· какова природа воздействия предикаторных  переменных на результат  (аддитивная , мультипликативная ) ;

·  требуется ли, чтобы график обязательно прошел через заданные точки линейных зависимостей, описывающих эти связи как в парном, так и в многомерном случае.

Определение эмпирической зависимости проходит в несколько стадий:

1 - подбор класса функций, в рамках которого будет вестись дальнейший анализ;

2 – определение  (если это необходимо) наиболее информативных предсказывающих переменных;

3 - вычисление оценок для неизвестных параметров, участвующих в записи уравнения искомой зависимости;

4 - анализ точности полученного уравнения связи.

Наиболее распространенным в статистической практике являются параметрические регрессионные схемы , когда в качестве класса допустимых решений выбирается некоторое параметрическое семейство функций:линейные , степенные , алгоритмические полиномы.
       После выбора вида функции регрессии дальнейшая работа  сводится к наилучшему – в смысле выбранного критерия – подбору параметров выбранной функции, а это уже делается с помощью полностью формализованного алгоритма соответствующей оптимизационной задачи – процедуры статистического оценивания.  

Рассмотрим несколько результатов эксперимента, когда управляемой переменной X соответствует какой-то отклик Y. Можно вычислить коэффициент корреляции и убедиться, что связь между Х и У есть и что она линейного типа.

Можно попытаться на  глаз проложить эту линейную зависимость (рис. 1). Чем мы руководствуемся при этом – интуитивно? В общем-то тем, что бы прямая прошла примерно в «гуще» точек, где-то «в середине». Ну а, как всё-таки   строго найти правило прокладки прямой?  Каков должен быть критерий близости (адекватности) при проведении линии регрессии через множество опытных точек.


Более строго: пусть значение исследуемого результирующего показателя У  при данных фиксированных конкретных величинах X(1), X(2)….X(P)  случайным образом флуктуирует вокруг некоторого неизвестного уровня описываемого функцией  вида F(X(1),X(2),…X(P)).

Тогда Y=F(X(1) ,X(2)…X(P)) + (x(1) ,….,x(p)), где остаточная флуктационная  компонента (x) определяет случайное отклонение значения У от уровня принятой функции F. Флуктуация может быть заложена как в природе процесса, описываемого функцией F, так и случайными ошибками измерения. 


Функция F(X(1),X(2),…,X(P)) описывающая зависимость YСР(X) результирующего показателя от заданных фиксированных значений предсказывающих переменных называется функцией регрессии.


Функция F должна быть восстановлена так, чтобы флуктуационная компонента была, возможно, меньше, а для этого необходимо каким-то образом выразить этот флуктуационный остаток как функцию потерь (функция потерь Андрюса, функция Мешалкина, оценка Байеса и др).

 
 Какую из них выбрать? Дело ли это вкуса или есть какие-то научные предпочтения? Если распределение У нормальное во всех сечениях x(i), то самой удачной оценкой функции потерь является функция u2i
Процедура минимизации функции min(u2i называется методом наименьших квадратов (МНК), основные свойства которого:
   - простой и изящный математический аппарат;

   - метод приближает F(x) к несмещённой оценке математического ожидания в каждом сечении;

    - метод минимизирует дисперсию  в каждом сечении, т.е. даёт наименьшую погрешность оценки прогноза.


Этот метод, разработка которого связана с именами Лежандра и Гаусса, стал очень заметной вехой в математике. С его аппаратом связано появление линейной алгебры (методы решения систем линейных уравнений, вся алгебра матриц и т.д.). Однако метод наименьших квадратов – это аппарат минимизации, и он не отвечает на основной вопрос: какова должна быть функция f(x), т.е. сама модель?

Рассмотрим более подробно этапы регрессионного анализа и применение МНК к определению коэффициентов функций.

I. Этап выбора функции регрессии. Здесь осуществляется выбор семейства функций, в рамках которого производится дальнейший поиск, состоящий в уточнении параметров модели выбранного семейства. Данная стадия регрессионного анализа является наиболее важной и одновременно наименее теоретически обоснованной.  Наиболее распространенные вид регрессионной функций - алгебраические полиномы :

y=a0+ a ixi+   aij xi xj+…..

Для переменных, связь которых хорошо подтверждается линейной корреляцией это полином первого порядка:

Y=a0+a1x, 

где a0 и a1 могут быть выражены через коэффициент корреляции и статические характеристики.


Для не столь очевидных совокупностей опытных данных следует исследовать полиномы повышающихся степеней, хотя наступает предел, когда повышение степени полинома перестаёт давать эффект. При степени полинома, близкой или равной количеству точек эксперимента интерполяционные свойства полинома делаются абсурдными. Что касается природных процессов, то,  как правило, хватает полинома второго порядка. Вообще, контуры листьев, человеческого тела и тел животных и т.д. очерчены кривыми второго порядка.

 
На базе полиномиальной аппроксимации построено много остроумных вариаций, особенно в части множительной регрессии. Именно для полиномиальной аппроксимации характерно использование всей мощи аппарата линейной алгебры. Для неё этот аппарат и был создан. Изящество этого метода состоит в том, как обильная информация превращается в небольшое количество коэффициентов полинома. 


Для определения коэффициентов функции алгебраического полинома можно использовать аппарат метода наименьших квадратов (МНК)  и рассмотрим применение его на примере нахождения коэффициентов полинома второго порядка, где надо найти три неизвестных параметра а0, а1, а2 :

y=a0+a1x+a2x2

Пусть мы имеем n точек опыта , для которых составляем уравнения в виде полинома второго порядка (функция регрессия):





         
a0+a1x1+a2x12=y1






a0+a1x2+a2x22=y2                 






……………….






a0+a1xn+a2xn2=yn  , где  i=1…n
Суть МНК – это минимизация суммы квадратов отклонений (невязок) опытных данных от функции регрессии :

min S=(yi - yi)2
Функция S есть функция трёх переменных (а0,а1,а2) и для достижения её экстремума необходимо что бы её градиент был равен нулю:

grad S =0
Или по компонентам:

          dS/da0=0;  dS/da1=0; dS/da2=0.

Развернём функцию S:  
S=(a0+a1xi+a2xi2-yi)2. 
Тогда

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Сокращая на 2 и группируя члены с а0,а1 и а2 получаем:

na0+axi+a2  xi2=yi
       a0xi+a1xi2+a2xi3=xiyi
         a0xi2+a1xi3+a2xi4=xi2yi

Решение этой системы линейных уравнений позволяет определить коэффициенты полинома а0,а1 и а2, обеспечивающих минимум невязок min S. Таким образом, информация по n точкам отобразилась в информацию по трём коэффициентам.

Вид зависимости (функция регрессии) обычно выбирают исходя из визуальной оценки характера расположения точек на поле корреляции, опыта предыдущих исследований, соображений профессионального характера, основанных на знании физической сущности процесса.

В общем случае зависимость между переменными У и Х выражается полиномом  k-й степени :
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где (i- коэффициент регрессии.

Если оценки коэффициентов регрессии (i  обозначить как bi , то с помощью метода наименьших квадратов их можно найти из системы уравнений:
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Для линейной регрессии – уравнение имеет вид:
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 , а коэффициенты регрессии определяются из системы уравнений 2 :
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где 
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- среднее значение переменной Х и У.

Для нелинейной регрессии коэффициенты уравнения также определяются на основе сведения нелинейного уравнения к линейному, например:

1. Экспоненциальная функция 
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 путем логарифмирования сводидтся к линейной 
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. Тогда с помощью метода наименьших квадратов (МНК), коэффициенты регрессионного уравнения определяются по формуле:
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2. Показательная функция у=А(Вх  подобным же образом сводится к линейной и тогда коэффициенты регрессионного уравнения можно определить по следующей зависимости: 
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           3. Степенная функция у=А(ХВ,путем логарифмирования сводится к линейной и тогда с помощью МНК коэффициенты определяются с помощью системы уравнений:
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3. Гипербола 
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 считается частным случаем степенной,  поэтому для определения неизвестных параметров используем систему уравнений: 
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4. Логистическая кривая 
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]ï
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Коэффициенты регрессии обладают следующими свойствами:

1.    Чем больше по абсолютному значению величина коэффициента регрессии bi,, тем сильнее влияние его на выходной параметр в заданном интервале варьирования переменных.

2. Если bi>0, то увеличение переменной хi вызывает увеличение выходного параметра. При bi<0 увеличение хi приводит к уменьшению критерия оптимизации.

3. Если коэффициент регрессии типа bij значим, то действие переменной хi зависит от уровня, на котором находится другой фактор хj.
4. Вклад слагаемого bij хi хj в величину критерия оптимизации при bij>0 будет положительным, если оба фактора находятся на верхних или нижних уровнях. Вклад будет отрицательным, если факторы находятся на разных уровнях. При bij<0 картина будет обратной.


 Проверка гипотезы об общем виде искомой функции осуществляется с привлечением математико-статистических  критериев: оценивается значимость и интервальная оценка коэффициентов регрессии, проводится сравнение дисперсии: дисперсии воспроизводимости процесса и дисперсии адекватности, т.е. рассеяния результатов относительно функции регрессии и т.д.

 Анализ содержательной сущности используемой зависимости осуществляется после окончательного определения регрессионной модели и заключается в определении адекватности выбранной модели  .  

   Среди фундаментальных идей, которыми необходимо руководствоваться при проведении регрессионного анализа следует выделить:

· идею компромисса между сложностью регрессионной модели и точностью её оценивания;

· идею поиска модели, наиболее устойчивой к варьированию состава выборочных данных, на основании которых она оценивается;

· идею проверки гипотез об общем виде функций регрессии на базе сравнения выборочных критериев адекватности и исследования статических свойств оценок методов.

Дисперсионный анализ

На практике часто возникают задачи, когда несколько факторов обладают определенной изменчивостью, которая приводит к изменению результата наблюдений. Изменчивость факторов может быть обусловлена одним или несколькими источниками. Например: при лабораторных испытаниях какого-либо продукта производства изменчивость может возникнуть частично от сырого материала, частично от способа производства, частично от ошибок при  испытаниях и т.д.


Исследование влияния тех или иных факторов на изменчивость наблюдаемых средних значений является задачей /1,2,4/ дисперсионного  анализа.

Общая дисперсия наблюдаемой величины , зависящей от изменчивости двух факторов А и В (аналогично можно представить схему для 3-х и более факторов) равна: 
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где  
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 - дисперсия , связанная с влиянием фактора А и В соответственно.
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    - дисперсия , связанная с влиянием взаимодействия факторов А и В.
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- остаточная, случайная часть  дисперсии, связанная с влиянием неконтролируемых и неизвестных факторов .

Для оценки изменчивости факторов  определяют дисперсию для каждого фактора и затем сравнивают ее с генеральной дисперсией  с помощью F-критерия Фишера. Если  F-критерий для фактора окажется меньше некоторого критического значения Fкр (таблицы работы /8/), то это указывает , что влияние исследуемого фактора нужно принять незначительным, так как он существенно не увеличивает случайный разброс наблюдений; иначе , влияние фактора значимо и это необходимо учитывать в дальнейших исследованиях.

В таблице 1 приведена схема расчета дисперсий для двухфакторного дисперсионного анализа /4/.

Таблица 1

	Изменчивость
	Сумма квадратов
	Число степеней свободы
	Оценка дисперсии

	Общая
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	По фактору А

(между группами)
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	Остаточная
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	Взаимодействие факторов А и В
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Дисперсионный анализ осуществляется в следующей последовательности:

1) Определить дисперсии  исследуемых факторов (см. табл. 1).

2) Построить F-критерии для каждого фактора исследуемого по формуле: 
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3) Сравнить полученные F-критерии с табличными значениями Fкр (/8/). Если  F> Fкр , то нулевая гипотеза (гипотеза об однородности общей совокупности) должна быть отвергнута и принимается альтернативная гипотеза о существенности влияния соответствующего фактора на изменчивость наблюдаемого среднего признака.
Планирование эксперимента
Под планированием эксперимента понимается постановка опытов по заранее составленной схеме, обладающей какими-то оптимальными свойствами /5,6/. При этом варьируются все исследуемые факторы одновременно; влияние остальных, в том числе и неизвестных факторов рандомизируется с помощью статических приемов. На всех этапах исследования активно используются математические методы, которые применяются не только для обработки результатов наблюдений , но и при анализе полученных зависимостей, при приятии решения , при формализации априорных данных и т.д.


При  планировании эксперимента изучаемого объекта выбирают входные параметры Хi , воздействующие на него и выходные параметры У.  
Входные параметры, отвечающие разным способам воздействия на объект, называются факторами и должны удовлетворять следующим требованиям: управляемость; однозначность; независимость факторов; совместимость с другими факторами; точность фиксации факторов должна быть высокой; выбранное множество факторов должно быть полным. Фиксированное значение фактора называется уровнем.


Выходной параметр является реакцией изучаемого объекта  (процесса) на воздействие факторов и называется  откликом. Если планирование эксперимента решает задачу оптимизации процесса, то в этом случае выходной параметр называется параметром оптимизации. Отклик должен удовлетворять следующим требованиям: быть количественным и выражаться одним числом; эффективным с точки достижения цели; универсальным; имеющим физический смысл; простым и легко вычисляемым; существующим для всех различных состояний.


Задача планирования эксперимента заключается в нахождении некоторой приближенной зависимости математического ожидания параметра оптимизации У от факторов Хi. (функции отклика). В общем случае представление неизвестной функции отклика удобно брать в виде полинома:
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 (5)

где  (i  - коэффициенты регрессии, которые определяются из эксперимента.


Пользуясь результатами эксперимента, можно определить лишь выборочные коэффициенты регрессии b0, bi, bij, которые являются оценками для теоретических коэффициентов регрессии (0, (i, (ij.. Тогда уравнение регрессии получаемое на основании результатов эксперимента имеет вид:
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где  
[image: image68.wmf]y
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- теоретическая оценка математического ожидания отклика .

Определив коэффициенты регрессии с помощью метода наименьших квадратов, получим представление о влиянии изучаемых факторов на процесс, о взаимодействии факторов и о направлении движения к оптимальной области.

Эксперимент, реализующий все возможные неповторяющиеся комбинации уровней независимых факторов, каждый из которых варьируется на двух уровнях (обычно на  верхнем и нижнем), называется полным факторным экспериментом . Число этих комбинаций равно N=2k , где k – число варьируемых факторов. Полный факторный эксперимент оформляют в виде матрицы планирования (см. табл.,,, примера) . При этом вводят следующие обозначения: (+1) – верхний уровень фактора (максимальное значение), (-1) – нижний уровень фактора (минимальное значение), 0 – основной уровень фактора.

С помощью методов регрессионного анализа устанавливают значимость оценки по t-критерию Стьюдента , сравнивая с критическим критерием tкр /8/ : 
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где 
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- дисперсия коэффициента регрессии bi; n- число различных вариантов опытов; r- число повторений опыта; 
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- дисперсия результирующего признака. Критическое значение критерия Стьюдента tкр находят по соответствующим статистическим таблицам  при n(r-1) – степени свободы и заданном уровне значимости ( . Если ti> tкр, то коэффициент bi признается значимым, в противном случае он статически незначим, т.е. (i  =0. Определяют доверительный интервал длиной  2( bi по формуле:   
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При этом, следует учесть, что коэффициент регрессии значим, если его абсолютная величина больше половины длины доверительного интервала, иначе этот коэффициент незначим и его можно отбросить.

Необходимо проверить адекватность построенной модели с помощью критерия Фишера, путем выявления соотношения между дисперсией адекватности  
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Критическое значение критерия Фишера Fкр  определяют по статистическим таблицам для степеней свободы: 
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 при заданном уровне значимости ( . Если F <Fкр , то полученная модель адекватно представляет объект.

Определение функции отклика  с помощью планирования эксперимента состоит из следующих этапов:

1)  планирование эксперимента путем построения матрицы планирования, которая задает условия опыта , а так же возможные условия взаимодействия;

2) Собственно эксперимент;

3) Построение математической модели ,связывающий основные факторы и изучаемый параметр. Расчет коэффициентов модели с помощью матрицы планирования.

4)  Проверка воспроизводимости (однородности выборочных дисперсий) ;

5)  Проверка статической значимости коэффициентов регрессии.

6)  Проверка адекватности математической модели.

Рассмотрим применение планирования эксперимента на примере .

Пример. Разработать математическую модель формовочной смеси с учетом следующих параметров, определяющих ее качество: прочность в сыром виде У1 ; газопроницаемость У2;  влажность У3. /1/. Основными факторами, определяющими качество смеси являются : содержание в ней глины Х1, количество вводимой в смесь влаги Х2;  время перемешивания Х3. В качестве математической модели рекомендуется брать полином первой степени вида:
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Решение. 1. Задаться основным уровнем  шагом варьирования для каждого фактора.

2. Определить верхний и нижний уровень варьирования для каждого фактора. Результат оформить в виде таблицы 2.

                                       Таблица 2
	Показатель
	Основные факторы, %

	
	Глина, Х1
	Вода, Х2
	Время, Х3

	Уровень:

Основной, (0)
	15
	5
	7,5

	Верхний, (+1)
	20
	5,8
	10

	Нижний, (-1)
	10
	4,2
	5

	Шаг варьир.
	5
	0,8
	2,5


1. Построить матрицу планирования полного факторного эксперимента с учетом эффекта взаимодействия (таблица 3).

Таблица 3  

	№

опыта
	Основные факторы
	Эф-кт взаимодейст.
	Код

опыта
	Параметры смеси

	
	Х1   (а)
	Х2   (в)
	Х3  (с)
	Х1,2
	Х1,3
	Х23
	
	У1
	У2
	У3

	1
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	авс
	1,52
	92
	6,38

	2
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	вс
	0,52
	163
	5,48

	3
	+
	-
	+
	-
	+
	-
	ас
	0,96
	110
	4,76

	4
	-
	-
	+
	+
	-
	-
	с
	0,68
	142
	3,4

	5
	+
	+
	-
	+
	-
	-
	ав
	1,16
	77
	6,66

	6
	-
	+
	-
	-
	+
	-
	в
	0,32
	152
	5,78

	7
	+
	-
	-
	-
	-
	+
	а
	0,4
	105
	5,12

	8
	-
	-
	-
	+
	+
	+
	(1)
	0,28
	143
	3,96


2. Провести эксперимент и занести результаты реализации плана эксперимента в таблицу 3
3. Записать   уравнения (математическую модель) для изучаемых параметров:
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4. Определить с помощью таблицы планирования эксперимента коэффициенты математической модели по формулам:
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где Yj – изучаемый параметр (см. таблицу) ; Xij – основной фактор (см. таблицу).

Результаты расчета свести в таблицу 4.

Таблица 4
	Параметр

смеси
	Коэффициент регрессии

	
	b0
	b1
	b2
	b3
	b12
	b13
	b23

	У1
	0.73
	0.28
	0.15
	0.19
	0.18
	0.04
	-0.05

	У2
	123
	-27
	-2
	3.75
	-9.5
	1.25
	2.75

	У3
	5.19
	0.54
	0.88
	-0.19
	-0.09
	0.03
	0.04


5. Записать  математическую модель:
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Рис.  1.  Хi – входные переменные; Уi – выходные переменные; Zi – случайные неуправляемые факторы.
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