Лекция 1. ЦЕЛЬ И СОДЕРЖАНИЕ ЭКОНОМЕТРИКИ
1.1. Введение
Современный человек (в отличие от своего доисторического предка) получает большое количество необходимой ему информации в численном виде. Например, из различных источников мы ежедневно узнаем: температуру окружающего воздуха (в 0С); влажность (в %-х); давление (в мм. ртутного столба); цены на основные продукты питания – хлеб, молоко, колбасу и пр. (в действующих денежных единицах); обменные курсы валют (курсы доллара, евро); предлагаемый размер оплаты своего труда; предполагаемые расходы по оплате необходимых услуг и т.д. Количество численной информации значительно увеличивается, если человек в своей профессиональной деятельности связан с экономикой, бизнесом и другими численно-емкими видами деятельности. При этом крайне важно не только получать необходимую информацию, но и иметь возможность для ее оценки, переработки и принятия на ее основе различных решений. Для этого необходимы время, опыт, знания. Например, если данный человек знает, что некоторая переменная величина «х» связана с другой важной для него переменной величиной «у» прямой пропорциональной зависимостью у=ax, где а>0, то информацию об увеличении переменной «х» он воспринимает как положительную для себя информацию, так как переменная величина «у», в увеличении которой он заинтересован, тоже увеличивается.
Эконометрика – это раздел экономики, который занимается разработкой и применением методов математической статистики для измерения и анализа взаимосвязей между экономическими переменными.

Цель эконометрики – это формулирование конкретных (численных) экономических прогнозов на основе уже имеющегося статистического материала. Другими словами, если статистика изучает прошлое, то эконометрика пытается заглянуть в будущее, используя для этого разнообразные математические методы.

Курс эконометрики занимает важное место в программах экономических вузов во всем мире. Эконометрические методы необходимы и ученым, и практикам, так как от их правильного применения зависит успех в банковском деле, финансах, бизнесе и т.д. Поэтому научные исследования в этом направлении развиваются достаточно интенсивно, особенно в последнем десятилетии. Не случайно единственная Нобелевская премия в области экономики в 2004 году была присуждена за работы в области эконометрического анализа.

1.2. Ковариация. Корреляция 
(необходимые сведения 
из курса математической статистики)
Известно, что мерой взаимосвязи между двумя переменными является корреляционный момент. Выборочной ковариацией между двумя переменными (факторами) х и у называется величина:
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) – пара соответствующих значений переменных величин х и у.

Рассмотрим для примера динамику изменения расходов населения США на бензин (у) в млрд. долларов и реальных цен на него (х) в % за период с 1973 по 1982 годы (табл.1)

Таблица 1
Динамика изменения расходов населения США 

на бензин за период с 1973 по 1982 годы

(цена в 1972 году принята за 100%)
	Годы
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	1973
	1
	26,2
	103,5
	-39,86
	-0.07
	2.79
	2711.7
	1588.82
	0.01

	1974
	2
	24,8
	127
	-16.36
	-1.47
	24.05
	3149.6
	267.65
	2.16

	1975
	3
	25,6
	126
	-17.36
	-0.67
	11.63
	3225.6
	301.37
	0.45

	1976
	4
	26,8
	124,8
	-18.56
	0.53
	-9.84
	3344.64
	344.47
	0.28

	1977
	5
	27,7
	124,7
	-18.66
	1.43
	-26.68
	3454.19
	348.20
	2.05

	1978
	6
	28,3
	121,6
	-21.76
	2.03
	-44.17
	3441.28
	473.50
	4.12

	1979
	7
	27,4
	149,7
	6.34
	1.13
	7.16
	4101.78
	40.20
	1.28

	1980
	8
	25,1
	188,8
	45.44
	-1.17
	-53.16
	4738.88
	2064.79
	1.37

	1981
	9
	25,2
	193,6
	50.24
	-1.67
	-53.76
	4878.72
	2524.06
	1.15

	1982
	10
	25,6
	173,9
	30.54
	-0.67
	-20.46
	4451.84
	932.69
	0.45

	Итого:
	
	262,7
	1433,6
	
	
	-162,6
	
	8885,8
	13,3
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Задача 1.  По данным табл.1 вычислить выборочную ковариацию

Решение. Найдем выборочные средние: 
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. Далее найдем разности y
[image: image19.wmf]y

i

-

 и х
[image: image20.wmf]x

i

-

 и занесем результаты в расчетную таблицу. Найдем произведение полученных разностей, т.е. 
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По формуле (1) найдем среднее значение этих произведений, т.е. выборочную ковариацию: 
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Заметим, что полученное значение ковариации между 
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отрицательно. Это говорит о том, что между этими величинами существует некоторая отрицательная связь. То есть увеличение одной переменной приводит к уменьшению второй и наоборот. Однако величина выборочной ковариации не позволяет судить о степени взаимозависимости переменных. Дело в том, что ковариация зависит от единиц, в которых измеряются переменные. Например, если бы в рассмотренном выше примере расходы населения США на бензин были представлены не в миллиардах, а в миллионах долларов, то мы бы получили другое значение коэффициента ковариации.

Кроме формулы (1), существует другая, эквивалентная ей формула для вычисления ковариации:
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Из курса математической статистики известно, что многие выборочные характеристики, такие как выборочная дисперсия, выборочная ковариация и др. имеют отрицательное смещение, то есть при выборках небольшого объема (при малых «n») обычные формулы для их вычисления дают заниженные значения. Этот недостаток легко устраняется введением поправочного коэффициента 
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. Поэтому более точные, не смещенные оценки этих выборочных характеристик, можно найти по формулам:

выборочная дисперсия:
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или
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выборочная ковариация:
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или
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Формулами (3)-(6) мы и будем пользоваться далее.

Более точной (по сравнению с выборочной ковариацией) мерой степени зависимости между переменными является коэффициент корреляции.

Выборочный коэффициент корреляции определяется по формуле:
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где 
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 - выборочные средние квадратические отклонения факторов х и у.

Можно доказать, что если переменные х и у независимы, то 
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. Отсюда следует, что в этом случае и коэффициент корреляции тоже равен 0. Если существует строгая положительная линейная зависимость между х и у, то коэффициент корреляции принимает максимальное значение, равное 1. При строгой отрицательной линейной зависимости коэффициент корреляции равен своему минимальному значению 
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Замечание. Формула (7) дает не смещенную оценку выборочного коэффициента корреляции 
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. Однако, следует помнить, что за счет случайных факторов при вычислении коэффициента корреляции по выборке небольшого объема полученная с помощью формулы (7) оценка 
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 может несколько отличаться от теоретического значения коэффициента корреляции. 
Обозначим теоретический коэффициент корреляции ρ
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 и что связь между переменными отсутствует.

Заметим, что при вычислении коэффициента корреляции необязательно вводить поправочный коэффициент 
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 в формулы для вычисления ковариации и дисперсии, так как в формуле (7) эти коэффициенты все равно сокращаются.

Задача 2. По данным табл.1 вычислить коэффициент корреляции 
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Решение. По данным последних двух столбцов (см. табл.1) вычислим 
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Получим: 
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Вывод: между ценой на бензин (х) и расходами населения США на его приобретение (у) имеется слабая отрицательная связь. То есть при увеличении цены (х) происходит, в среднем, снижение совокупных расходов на бензин.

Вопросы к теме:

1. Приведите примеры экономических показателей. Для решения каких экономических задач они нужны?

2. Сформулируйте основную задачу эконометрики.

3. В чем состоит главное отличие основной задачи эконометрики от задач статистики?

4. Назовите простейший показатель, указывающий на наличие связи между двумя экономическими переменными (факторами).

5. Напишите формулы, по которым вычисляются:

а) выборочная средняя (
[image: image53.wmf]х

);
б) выборочная дисперсия (вариация) (Var(x));
в) ковариация между x и у : (cov(x,y));
г) коэффициент парной корреляции между х и у : (
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6) Что такое поправочный коэффициент, устраняющий смещение выборочных характеристик, и чему он равен?

7) В каких случаях использование поправочного коэффициента необязательно?

8) В чем состоит преимущество коэффициента корреляции над коэффициентом ковариации как меры, характеризующей наличие связи между х и у?

9) Какой вывод можно сделать, если cov(x,y)=0 ? 

10) Существует ли связь между переменными, если коэффициент корреляции 
[image: image55.wmf]y

x

r

,

=1 ?

Лекция 2. ПАРНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ
2.1. Линейная модель
Если коэффициент корреляции |rx,y|>0, то две переменные x и y связаны друг с другом. Однако точно математическую форму выражения этой связи выявить довольно сложно.

В экономике точная формулировка связи между какими-либо двумя экономическими показателями вряд ли возможна, за исключением тех случаев, когда эта связь существует по определению. Поэтому в статистическом анализе и эконометрике факт неточности формулировки связи между двумя переменными учитывается путём введения так называемого случайного фактора.

Простейшая линейная модель при этом будет иметь вид :

 y=ax+b+u,                                    (9)

где y - зависимая (объясняемая) переменная; x - независимая (объясняющая) переменная; a,b - постоянные числовые параметры; u - случайный член (фактор).

Первые два слагаемых: ax+b - образуют неслучайную составляющую этой модели;u-случайную составляющую.

Почему на этапе анализа связи между двумя переменными нужно включать случайный член? Причин несколько:

1. Невключение других объясняющих переменных. Возможно, что на изменение переменной величины y оказывают влияние, кроме x, и другие неучтённые в линейной модели (9) факторы (переменные). К таким факторам могут относиться те, которые мы, ввиду недостаточного понимания сути рассматриваемой связи, не включили в формулу (9).

Некоторые, например, психологические факторы, мы не можем измерить количественно.

2. Агрегирование (объединение) переменных. Например, функция суммарного спроса представляет собой выражение совокупности решений отдельных потребителей о расходах на покупку данного товара. Так как индивидуальные решения, вероятно, имеют разные параметры, то любая попытка объединить эти решения будет приближенной. Поэтому соотношение между совокупными расходами и доходом должно содержать случайный фактор.

3. Неправильная функциональная спецификация зависимости. Функциональное соотношение между y и x может быть выбрано математически неправильно. Например, истинная зависимость между y и x может, не являться линейной, а какой-либо иной (степенной, и т.д.). Однако и любая другая математическая формула также будет являться лишь приближением и может давать расхождения с реальными значениями переменных. Эти расхождения также могут быть объяснены наличием в формуле (9) случайного члена.

4. Ошибки измерения значений переменных. Если в измерении хотя бы одной из взаимосвязанных переменных имеются ошибки, то точное выполнение любого функционального соотношения между ними невозможно. В этом случае в это функциональное соотношение необходимо включать случайный член.

Остаточный (случайный) член обычно является суммарным проявлением действия всех этих факторов. Если бы этот член отсутствовал, то мы смогли бы точно вычислить значения параметров функционального соотношения между x и y.

2.2. Предварительный графический анализ 
статистических данных
Допустим, что у нас имеются статистические данные указывающие значения двух переменных величин x и y, и есть основания предполагать, что эти величины взаимосвязаны. Мы хотим максимально точно определить математическую формулу для выражения этой связи. С чего начать? Разумнее всего с графического анализа. В системе координат (x, y) изобразим все точки, координаты которых заданы имеющимися в нашем распоряжении статистическими данными. В результате также мы получаем   графическое представление этих данных. При этом могут встретиться различные виды «картинок» (рис.1):
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Рис.1. Примеры графического представления статистических данных
Визуальный осмотр графических представлений А, В, С и D приводит к следующим предварительным  выводам: 

1) зависимость между x и y, представленная на картинке А, скорее всего линейная, с положительной ковариацией и может быть выражена линейной моделью (9);
2) зависимость между x и у в случае B скорее всего нелинейная (возможно степенная?), так как геометрическая форма картинки напоминает “расплывшуюся” гиперболу. Ковариация отрицательная. Линейная модель (9) не годится;
3) зависимость на картинке С точно нелинейная с переменной по знаку ковариацией (возможно парабола?), формула (9) также не подходит;
4) зависимость между x и y на картинке D слабая, возможно линейная с положительной корреляцией. Можно попробовать описать её с помощью модели (9),но удельный вес случайного члена “u” в этой модели будет очень значителен.

Случаи, подобные 2) и 3), когда математическая спецификация модели связи между x и y затруднена, мы рассмотрим позже в лекции, посвященной нелинейной регрессии.

А сейчас перейдем к более детальному рассмотрению случая парной линейной регрессии.

2.3. Уравнение линейной регрессии. 
Расчёт параметров по методу наименьших квадратов
Из курса математической статистики известно, что уравнение линейной регрессии между y и x имеет вид:
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где  
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 -   выборочные средние; 
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 и 
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 - выборочные средние квадратические отклонения;  
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-  коэффициент  корреляции.
Уравнение ( 10 ) мы запишем  далее в виде 

   y = b0  + b1x  + u ,                                (11)

где
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Вычисленные по формуле (12) значения 
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 представляют собой наилучшие (с точки зрения метода наименьших квадратов) числовые оценки теоретических значений параметров линейной модели (11). Применение формулы (12) позволяет минимизировать сумму квадратов случайного фактора «u»; 
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т.е. минимизировать сумму квадратов отклонений реальных значений переменной уi от вычисленных значений 
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 этой переменной с помощью линейной модели (11)
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Будет ли линейная модель регрессии в этом случае достаточно надежной, чтобы её можно было использовать для прогнозирования значений переменной у в зависимости от изменения переменной х? Или, другими словами, насколько качественно объясняющая переменная х объясняет изменения переменной у при условии принятия линейной модели регрессии?

Обсуждение данного важного вопроса мы начнем в следующей лекции.

Пример.  Анализируя зависимость расходов населения США на продукты питания (у) от дохода (х), американские экономисты получили следующие уравнение регрессии:

y=55,3+0,093x ; (x,y-млрд. долларов).
Это уравнение позволяет предсказать, например, что если совокупный годовой доход населения увеличится на 1 млрд. долларов, то расходы на питание возрастут на 93 млн. долларов. Это позволяет прогнозировать изменение спроса. До настоящего времени это уравнение выполняется достаточно точно, т.е. данная регрессия оказалась достаточно качественной. Однако является ли данная модель наилучшей?

Вопросы к теме:

1. Назовите переменные, входящие в уравнение линейной модели регрессии (y=ax+b+u).

2. Почему на этапе анализа связи между экономическими переменными необходимо включать в модель регрессии случайный член?

3. Дайте примерное графическое изображение зависимости между х и у в случае, когда:

а) связь между х и у линейная, положительная;

б) связь между х и у линейная, отрицательная;

в) связь между х и у отсутствует.

4. Напишите уравнение парной линейной регрессии между х и у, используя известные выборочные средние х и у, средние квадратические отклонения 
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 и 
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 и выборочный коэффициент парной корреляции 
[image: image74.wmf]y

x

r

,

.
5. В чем суть метода наименьших квадратов, применяемого при вычислении неизвестных параметров уравнения парной линейной регрессии?

6. Напишите формулы для вычисления параметров уравнения парной линейной регрессии с помощью метода наименьших квадратов.

7. Как можно использовать графическую интерпретацию данных для обнаружения ошибки, допущенной при вычислении параметров уравнения регрессии?

Лекция 3. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА 
ПАРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ
3.1. Условия Гаусса-Маркова
Регрессионная модель будет качественной, если выполняются следующие четыре требования Гаусса-Маркова к случайному члену "u" в уравнении (11);
1) математическое ожидание     
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;
2) дисперсия (среднее квадратическое отклонение)     
[image: image77.wmf](
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=const (гомоскедастичность);
3) значения случайного члена  
[image: image78.wmf]i
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  (i=1,2,...,n) должны быть независимы друг от друга;
4) закон распределения значений случайного члена 
[image: image79.wmf]u

 не должен зависеть от объясняющей переменной 
[image: image80.wmf]x

 и должен быть нормальным (хотя бы асимптотически).
Примеры невыполнения условий Гауса-Маркова.
1. Не выполняется 2-е условие, т.е. наблюдается непостоянство дисперсии (гетероскедастичность)  
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Рис.2. Нарушение второго условия Гаусса-Маркова

2. Не выполняется 3-е условие, т.е. имеет место автокорреляция
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Рис.3. Нарушение третьего условия Гаусса-Маркова

Как можно улучшить качество модели регрессии? (т.е. как бороться с гетероскедастичностью, автокорреляцией и др. недостатками). Подробнее об этом мы поговорим  позже. А сейчас остановимся на проблеме численной оценки качества регрессии.

Пусть имеется таблица статистических данных зависимости          y от x:
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и найдено по методу наименьших квадратов уравнение линейной регрессии:
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Тогда эту таблицу можно расширить :
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Рассмотрим сумму квадратов отклонений:
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Можно доказать, что 3-е слагаемое всегда равно нулю.

В результате получаем:
Q=Qr+Qe,
где Q - общая сумма квадратов отклонений; Qr - сумма квадратов отклонений, обусловленная регрессией; Qe - остаточная сумма квадратов характеризующая влияние случайного члена (
[image: image106.wmf]u

).
В переводной литературе обозначается: 
Qr - RSS (regression sum of squares); 
Qe - ESS (error sum of squares); 
Q - TSS (total sum of squares).

Определение. Мерой качества уравнения регрессии является  коэффициент детерминации, определяемый по формуле:
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Замечания.
1. Очевидно 0( R2 (1.
Если R2=1,то между у и х существует линейная функциональная зависимость и случайный  член в уравнении регрессии отсутствует (
[image: image108.wmf]u

=0).
Если R2=0, то уравнение регрессии не описывает зависимости между y и x.(качество = нулю). Изменения величины "y" в этом случае полностью определяются случайным членом "u"; переменная "x" к этим изменениям не имеет отношения.
2. В случае парной линейной регрессии выполняется равенство 
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Если уравнение  регрессии нелинейное, то это равенство не выполняется.

3. Иногда коэффициент детерминации выражают  в процентах. Например, если R2 =0,7, то это означает, что 70% изменения объясняемой переменной у объясняется изменением переменной х, включенной в данное уравнение регрессии. Остальные 30% изменения у данным уравнением регрессии не объясняются.

3.2. Коэффициент ранговой корреляции Спирмена
В экономическом анализе иногда встречаются задачи, в которых необходимо найти зависимость между характеристиками объектов. Причем характеристики этих объектов получены в результате определенных процедур оценивания (ранжирования), например, оценки силы землетрясения (в баллах шкалы Рихтера), оценки квалификации специалистов определенного профиля  (в баллах, предусмотренных специальным тестом) и т.д.

Если при ранжировании по двум признакам количества различных рангов одинаковы, то можно ставить задачу оценки тесноты связи между этими признаками. Для решения этой задачи существует

 Тест Спирмена. Находится коэффициент ранговой корреляции Спирмена по формуле :
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 где  ri и  si - ранги признаков (переменных); n-число пар наблюдений. 

При строгой положительной корреляции ri = si ,(i=1,2,….,n) и, очевидно , ρ=1.При строгой отрицательной корреляции 
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.  В остальных случаях 
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Задача. Даны результаты предварительного тестирования и экзаменационные оценки 10 студентов.

Найти коэффициент ранговой корреляции Спирмена.

	Студент
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Результат теста
	12
	10
	15
	8
	17
	18
	16
	20
	4
	9

	Оценка на экзамене
	4
	3
	4
	2
	4
	5
	5
	5
	2
	3


Решение.
Ранжируем результаты теста по пятибалльной шкале, используя следующую схему:

0-5 баллов-“1”;6-10 баллов-“2”;11-14 баллов-“3”;15-17 баллов-“4”;18-20 баллов-“5”.

Тогда получим следующую таблицу ранжированных признаков, в которой количество рангов одинаковы и равны 5.

	Тест   (r)
	3
	2
	4
	2
	4
	5
	4
	5
	1
	2

	Экзамен  (s)
	4
	3
	4
	2
	4
	5
	5
	5
	2
	3


Тогда по формуле (14)
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Значение 
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 близко к 1, следовательно, между результатами теста и оценками на экзамене существует тесная положительная линейная связь.  

Вопросы к теме:

1. Сформулируйте четыре условия теоремы Гаусса-Маркова для случая парной линейной регрессии.

2. Что такое гетероскедастичность?

3. Что является признаком автокорреляции?

4. Объясните смысл аббревиатур : Qr=RSS, Qe=ESS, Q=TSS, используя принятую в эконометрике английскую терминологию.

5. Дайте  определение коэффициента детерминации R2.
6. Напишите формулу для вычисления R2 и укажите интервал его возможных значений.

7. В каких случаях выполняется равенство R2=r2x,y?

8. Объясните смысл коэффициента детерминации, если он выражен в процентах.

9. В чем заключается процедура предварительного ранжирования для применения теста Спирмена?

10. В каких пределах могут находиться возможные значения  коэффициента ранговой корреляции Спирмена?

Лекция 4. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ О ЗНАЧЕНИЯХ ПАРАМЕТРОВ
4.1. Оценка значимости параметров уравнения регрессии
Допустим, что в результате регрессионного анализа зависимости объясняемой переменной y от объясняющей переменной x получено уравнение регрессии:

y=b0+b1·x,

                  (15)
где b0 и b1 – вычислены нами по имевшимся статистическим данным.

Насколько можно доверять этому уравнению? Не являются ли значения параметров b0 и b1 случайно отклонившимися от их реальных значений? Ведь статистические данные, которыми мы пользовались, также несвободны от случайных ошибок.

Точного ответа на поставленные вопросы, к сожалению, (а возможно, к счастью) – не существует.

Мир, в котором мы живем, устроен так, что в любых формулируемых нами численных закономерностях присутствует элемент случайности. В этих условиях можно лишь высказывать гипотезы о наличии определенных закономерностей и пытаться количественно оценивать их достоверность, используя аппарат теории вероятностей.

Например, анализируя зависимость совокупных расходов населения США на питание (y) от совокупного дохода (x) в течение определенного периода времени, была получена следующая формула:

y=55,3+0,093x.

(Переменные y и x измерялись в млрд. долларов).

Кое-кто может высказать такую гипотезу, что на самом деле параметр b1 - равен 0, а значение b1=0,093 отличается от нуля только за счет каких-то случайных возмущений, случайных неточностей статистических данных. Обозначим эту гипотезу Н0.
Заметим, что Н0 означает, что у не зависит от х, т.е. найденная нами зависимость кажущаяся, игра случая, не более. Отклонить или не отклонять эту гипотезу?. Оба решения могут привести к ошибкам, которые, как говорил Бисмарк, - хуже преступления.

Различают ошибки 1-го и 2-го рода.

Ошибка 1-го рода – отклонить верную гипотезу Н0.

Ошибка 2-го рода – не отклонить неверную гипотезу Н0.

(Аналогично суд присяжных может допустить ошибку 1-го рода – осудить невиновного и 2-го рода – оправдать виновного).

(Заметим, что стремление к недопущению ошибок 1-го рода приводит к увеличению процента ошибок 2-го рода и наоборот!)

В статистическом анализе для оценки гипотезы о значении β параметра b1 уравнения регрессии применяется так называемая           t – статистика Стьюдента:
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где 
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 - вычисляется по статистическим данным (см. формулу (12)); 
[image: image117.wmf]b

 - гипотетическое значение 
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 - стандартная ошибка параметра 
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.

Вычисленное по формуле (16) значение t следует сравнить со значением tкрит., найденным по таблице t распределения Стьюдента (см. прил. табл.1) с выбираемым нами уровнем значимости (
[image: image121.wmf]a

) и количеством так называемых степеней свободы  
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где 
[image: image123.wmf]n

 - количество данных в выборке; 

[image: image124.wmf]m

 - количество параметров в уравнении регрессии. 

В статистическом анализе применяются обычно 1 и 5%-ые уровни значимости (
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 - вычислено по формуле (16)), то гипотеза Н0 не отклоняется, а если 
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, то гипотеза Н0 отклоняется. При этом вероятность ошибки 1-го рода определяется величиной выбранного уровня значимости 
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при определении tкрит..
Стандартные ошибки параметров в случае парной линейной регрессии вычисляются по формулам:
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где 
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 - дисперсия случайного члена и; 
[image: image134.wmf]x

 - выборочное среднее переменной х; 
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Задача 1. Оценить гипотезу Н0 (т.е. что b1=0) в уравнении регрессии y=55,3+0,093x, если 
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Решение.

1. Найдем значение t по формуле (16), учитывая, что
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2. Найдем значение tкрит по таблицам t – распределения (критерия) Стьюдента по заданному уровню значимости 
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3. Так как 
[image: image144.wmf].
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, (31>2,31), то гипотезу Н0 следует отклонить, вероятность ошибки 1-го рода 0,05.
Задача 2. При условиях задачи 1 оценить гипотезу Н0,1 (т.е. что b1=
[image: image145.wmf]b

=0,1).
Решение.

1. Найдем значение t по формуле (16), учитывая, что
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2. Сравним найденное значение t=-0,23 со значением tкрит=2,31, которое было найдено выше по табл.1. Так как 
[image: image148.wmf].
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4.2. Доверительные интервалы
для параметров по заданному уровню значимости
Различных гипотез, которые не следует отклонять, при заданном уровне значимости, может быть бесконечно много. Все эти гипотезы мы будем далее называть совместимыми с расчетным значением параметра 
[image: image149.wmf]*
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 . Например, в условиях задач №1 и №2, рассмотренных выше, мы нашли, что гипотезы Н0,1 и Н0,9 при 5% уровне значимости совместимы с расчетным значением параметра 
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 . Множество всех совместимых гипотез образует некоторый числовой интервал, который называется доверительным.

Доверительный интервал, который соответствует 
[image: image151.wmf]a

%-ому уровню значимости для параметра b1 уравнения регрессии (15), имеет вид:
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Если уровень значимости 
[image: image153.wmf]a

 = 5%, то найденный по формуле (18) доверительный интервал дает 95%-ую вероятность того, что "истинное" значение параметра b1 = 
[image: image154.wmf]b

1 будет принадлежать данному интервалу. Это можно доказать, если выполняются все условия теоремы Гаусса - Маркова. Аналогично для 
[image: image155.wmf]a

 = 1% - вероятность будет 99%-ная. Очевидно, что 99%-ный интервал всегда "шире" 95%-ного. В условиях задач №1 и №2 95%-ный интервал для параметра b1 будет: 
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4.3. Оценка значимости коэффициента корреляции
Для оценки достоверности гипотез о значениях коэффициентов корреляции следует сравнить статистику
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где 
[image: image158.wmf]*

r

 - вычисленное значение коэффициента корреляции; m - количество параметров.

Сравнивая 
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 с 
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, найденным по таблицам              t - распределения Стьюдента, можно оценивать вероятности гипотез о значении коэффициента корреляции. Если 
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 , то гипотеза Н0 о том, что коэффициент корреляции равен нулю (т.е. r =0), отклоняется. Если 
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Задача. Исследованы 10 пар значений (xi; yi) объясняющей переменной x и объясняемой переменной y. Вычислен коэффициент корреляции 
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Решение.

По формуле (19) найдем:
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По таблице t - распределения Стьюдента найдем

tкрит.=t
[image: image166.wmf];
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 n-m)=t0,95;8=2,31.

Так как 
[image: image167.wmf]крит
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, то гипотеза о равенстве нулю коэффициента корреляции отклоняется. Вероятность ошибки при этом 0,05, т.е. в 5% случаев.

Замечание 1. Можно доказать, что в случае парной линейной регрессии: 

1)
t - критерий для проверки нулевой гипотезы о коэффициенте "b1" (т.е. Н0 (b1 = 0));

2)
t - критерий для проверки нулевой гипотезы о коэффициенте корреляции "r" (т.е. Н0 (r = 0));

3)
F - критерий для проверки нулевой гипотезы о коэффициенте детерминации "R2" (т.е. Н0 (R2 = 0)) - эквивалентны. 

Замечание 2. Если нулевая гипотеза отклоняется при               1%-ном уровне значимости (
[image: image168.wmf]a

 = 0,01), то она автоматически отклоняется и при 5%-ном уровне (
[image: image169.wmf]a

 = 0,05). Ситуация с этими уровнями аналогична следующему. 

Если Вы отклоняете возможность того, что некий спортсмен не сможет взять высоту в 2 м, то Вам незачем затем утверждать об отклонении гипотезы о том, что он не сможет взять высоту в 1,5 м.

Если же гипотеза не отклоняется при 5%-ном уровне значимости, то она же автоматически не отклоняется и при 1%-ном. (Если Вы утверждаете, что данный прыгун не сможет взять высоту в 1,5 м, то незачем далее утверждать дополнительно, что он не сможет взять высоту в 2 м, это и так ясно). 

Вопросы к теме:

1. Сформулируйте гипотезу H0 относительно параметра b1 линейного уравнения регрессии.

2. Как формулируется ошибка первого рода относительно гипотезы H0 ?

3. Как формулируется ошибка второго рода относительно гипотезы H0 ?

4. К чему приводит стремление: 
а) к недопущению ошибок 1-го рода?  

б) к недопущению ошибок 2-го рода?  

5. Как вычисляется количество «степеней свободы» «k» для вычисления    tкрит. по таблицам Стъюдента?

6. Какой процент ошибок 1-го рода допускает уровень значимости α=0,05 (или α=5%)?

7. Напишите формулу для вычисления t-статистики Стъюдента для оценки значимости параметра b1.
8. Дайте определение доверительного интервала для параметра b1 при заданном уровне значимости.

9. Какой интервал шире: 99%-ный или 95%-ный?

10. Напишите формулу для вычисления t-статистики Стъюдента, для оценки значимости коэффициента корреляции.

Лекция 5. МОДЕЛЬ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ
5.1. Определение параметров модели
В большом количестве экономических процессов или явлений зависимая переменная «
[image: image170.wmf]y

» зависит от нескольких объясняющих переменных 
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. Если эта зависимость линейная, то её можно представить в виде уравнения множественной линейной регрессии:
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Разумеется, в случае множественной регрессии все расчетные формулы существенно усложняются. Для их записи приходится использовать средства матричного описания.

Введем обозначения:
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 - матрица-столбец (вектор) значений зависимой переменной;
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-матрица значений объясняющих переменных размера 
[image: image175.wmf])
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Заметим, что в первом столбце стоят единицы, т.е. мы                    как бы вводим фиктивную переменную 
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, значения которой всегда равны 1.
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 - матрица-столбец (вектор) параметров линейной модели   (20)
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Тогда уравнение (20) в матричной форме можно записать в виде:
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Для оценки вектора неизвестных параметров 
[image: image180.wmf]a

 применяют метод наименьших квадратов.
Заметим, что произведение
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 т.е. равно сумме квадратов случайных возмущений. Поэтому условие минимизации этой суммы можно записать в виде:
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где 
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- вычисленные значения объясняющей переменной.

Можно доказать, что последнее условие минимизации имеет вид:
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Необходимым условием существования экстремума (минимума) этой функции является равенство нулю вектора частных производных:
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Можно доказать, что
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          (22)

Приравнивая правую часть уравнения (22) к нулю, получаем матричное уравнение, решением которого является вектор: 
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        (23)

Для случая двух объясняющих переменных значения параметров уравнения (20) можно найти по формулам:
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Для оценки качества множественной линейной регрессии используется, как и в случае парной линейной регрессии, коэффициент детерминации R
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или 

[image: image195.wmf]å

å

=

=

-

-

-

=

n

i

i

n

i

i

i

y

y

y

y

R

1

2

1

2

2

)

(

)

ˆ

(

1

.                              (24)

5.2. Условия Гаусса-Маркова 
для случая множественной регрессии

Для успешного описания экономического процесса с помощью уравнения множественной регрессии 
[image: image196.wmf]u
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 необходимо, чтобы выполнялись следующие условия теоремы Гаусса-Маркова:

1) 
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- случайный вектор; 
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- неслучайная матрица (т.е. её элементы неслучайные значения);
2) 
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 - единичная матрица n-го порядка;
5) 
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- нормально распределенный случайный вектор;
6) матрица X – невырожденная (т.е. её ранг равен 
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При выполнении этих условий уравнение (21) задает классическую нормальную линейную модель множественной регрессии. (Если 5) не выполняется, то слово нормальную опускаем).

Задача. Имеются данные о сменной добыче угля на одного рабочего 
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, характеризующие процесс добычи угля в 10-ти шахтах. (табл.2) [1]. 
1. Найти уравнение регрессии 
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 и рассчитать значения параметров 
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2. Найти коэффициент множественной детерминации 
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Таблица 2
Расчетная таблица для решения задачи
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Решение:

1) Обозначим:
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 - искомое уравнение регрессии.
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По формуле (16) найдем вектор 
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 - вектор параметров
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Найдем обратную матрицу для полученной выше матрицы:
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Теперь найдем произведение:
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Подставляя (25) и (26) в формулу (23), получим вектор параметров (коэффициентов) уравнения регрессии:
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Таким образом, уравнение регрессии:
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2. Найдем коэффициент множественной детерминации  R2 по формуле (24):
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Из данных расчетной табл.2:
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Вопросы к теме:

1. Напишите уравнение множественной линейной регрессии для случая   двух объясняющих переменных.

2. Напишите уравнение множественной линейной регрессии для случая «n» объясняющих переменных:
а) в обычной форме; 
б) в матричной форме.

3. Какой метод обычно используется для вычисления значений параметров уравнения множественной линейной регрессии?

4. Напишите формулу для вычисления коэффициента детерминации для данной модели.

5. Сформулируйте условия Гаусса-Маркова для данной модели.

Лекция 6. МЕТОДЫ АНАЛИЗА ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ
6.1. Общие сведения
В случае, когда используется модель множественной линейной регрессии (15),для объяснения изменения переменной y используется «m»,объясняющих переменных х1,х2,…,хm . Насколько же обосновано включение каждой из этих «m» переменных в список объясняющих? Для ответа на этот вопрос можно воспользоваться двумя методами оценки значимости объясняющих переменных.

1. Метод оценки степени тесности связи между y и объясняющей переменной xi с помощью частных коэффициентов корреляции.

2. Метод оценки значимости параметра ai при объясняющей переменной xi в уравнении линейной регрессии с помощью t – статистики Стъюдента.

6.2. Частные коэффициенты корреляции

При анализе зависимости объясняемой переменной y от каждой из объясняющих х1,х2,…,хm довольно часто встречаются случаи, когда влияние некоторых переменных на «у» объясняется наличием тесной связи между самими объясняющими переменными. Такие объясняющие переменные называются коллинеарными. Чтобы оценить степень тесноты связи между переменной y и данной объясняющей xi при фиксированном воздействии других объясняющих переменных, применяются частные коэффициенты корреляции. В случае двух объясняющих переменных частные коэффициенты корреляции вычисляются по формулам:
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где  
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– парные коэффициенты корреляции, вычисляемые по формуле (7) ; 
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  - частный коэффициент корреляции между y и x1 , при фиксировании (элиминировании) переменной  x2 ; 
[image: image242.wmf]1
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 - частный коэффициент корреляции между y и x2 при фиксировании переменной x1.

Если 
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, то есть основания для исключения переменной х1 из списка объясняющих переменных. Аналогичный вывод можно сделать относительно переменной x2, если  
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В общем случае, когда количество объясняющих переменных более 2 (m >2),для проведения сравнения степени их влияния на объясняемую переменную y можно составить корреляционную матрицу, элементы которой – частные коэффициенты корреляции rij  .Эта работа связана с большими вычислительными трудностями и для ее выполнения лучше использовать специальные эконометрические компьютерные программы [1, 5]. 

6.3. Скорректированный коэффициент детерминации
Для сравнения и оценки моделей регрессии с различным числом объясняющих переменных используют скорректированный коэффициент детерминации.

Из предыдущей лекции известно, что при любом числе объясняющих переменных коэффициент детерминации R2 можно вычислить по формуле: 


[image: image247.wmf]å

å

-

=

Ù

-

-

-

=

n

i

i

n

i

i

i

y

y

у

y

R

1

2

1

2

2

)

(

)

(

1

.                                 (30)

Одним из недостатков коэффициента R2 является то обстоятельство, что при увеличении количества объясняющих переменных он, как правило, тоже автоматически увеличивается. Таким образом, модель с большим числом объясняющих переменных может быть признана наилучшей, несмотря на то, что некоторые из её объясняющих переменных являются коллинеарными. Для того, чтобы сравнение моделей с различным количеством объясняющих сделать более объективным, вычисляется скорректированный коэффициент детерминации по формуле:
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где n -  количество данных в выборке (объем выборки); m – количество объясняющих переменных в данной модели; R2 – коэффициент детерминации, вычисленный по формуле (30).

6.4. Оценка значимости коэффициента детерминации

Для оценки статистической значимости коэффициента детерминации применяется F – статистика Фишера-Снедекора. Для  этого вычисляется величина:
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где n - объем выборки; m – количество параметров в уравнении регрессии; R2 – коэффициент детерминации, вычисляемый по формуле (30).

В случае парной линейной регрессии : 
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Вычисленное значение F сравнивается далее с табличным значением Fкрит =Fкрит(
[image: image251.wmf]a

;k1;k2), где 
[image: image252.wmf]a

 - уровень значимости, который выбирают обычно равным 0,05 или 0,01, в зависимости от того какой риск допустить ошибку считается приемлемым.

Таблица F- статистики Фишера-Снедекора дана в приложении [1, 2]; 
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Если значение F, вычисленное по формуле (32), больше найденного по таблице Fкрит(
[image: image255.wmf]a

;k1;k2), т.е. F больше Fкрит(
[image: image256.wmf]a

;k1;k2), то предположение (гипотеза) о том, что проверяемое уравнение(модель) регрессии незначимо - отклоняется. Если же F меньше Fкрит(
[image: image257.wmf]a

;k1;k2), то уравнение регрессии незначимо. Вероятность ошибки при этом равна 
[image: image258.wmf]a

. Подробнее методика оценки значимости гипотез обсуждается в следующей лекции.
Вопросы к теме:

1. Какими методами можно оценить степень влияния объясняющей переменной хi  на переменную у.

2. Что обозначает запись коэффициента корреляции в виде ryx;х2 ?

3. Может ли частный коэффициент корреляции превосходить соответствующий парный коэффициент корреляции?

4. Какой вид можно сделать, если частный коэффициент корреляции  ryх2;х1 значительно меньше  ryх2?

5. Что представляет собой корреляционная матрица, если колличество объясняющих переменных m=3?

6. Каким недостатком обладает коэффициент детерминации R² при большом количестве объясняющих переменных?

7. Напишите формулу для вычисления скорректированного коэффициента детерминации.

8. Как оценивается значимость коэффициента детерминации?

Лекция 7. ТЕСТЫ ДЛЯ ОБНАРУЖЕНИЯ 
ГЕТЕРОСКЕДАСТИЧНОСТИ И АВТОКОРРЕЛЯЦИИ ЗНАЧЕНИЙ 
СЛУЧАЙНОГО ЧЛЕНА
7.1. Общие сведения
Нарушение условий Гаусса-Маркова (см. лекцию № 5) приводит к тому, что формулы (12) и (23) не дают наиболее оптимальных оценок параметров уравнения линейной регрессии. То есть обычный метод наименьших квадратов (МНК) оказывается не вполне эффективным. Особенно часто наблюдаются следующие отклонения от условий Гаусса-Маркова:

а) гетероскедастичность - непостоянство дисперсии случайного члена (непостоянство 
[image: image259.wmf](
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) в случае множественной регрессии);

б) автокорреляция - наличие взаимосвязи между значениями случайного члена.

Для того чтобы обнаружить указанные нарушения, разработаны специальные эконометрические тесты. Мы рассмотрим два наиболее простых и наиболее употребляемых в эконометрической практике:

7.2. Тест ранговой корреляции Спирмена 
на гетероскедастичность

Пусть найдены по обычному МНК оценки параметров уравнения линейной регрессии, и определены расчетные значения объясняемой переменной 
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1. Ранжируем значения одной из m объясняющих переменных 
[image: image262.wmf],
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 в порядке возрастания, т.е. заменим 
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, начиная с единицы.

2. Ранжируем абсолютные значения случайных ошибок 
[image: image265.wmf]i
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 в порядке их возрастания, начиная  с единицы.

3. Вычисляем коэффициент ранговой корреляции Спирмена (см. формулу (14), лекция  №3):
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где 
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 - ранг объясняющей переменной 
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 - ранг модуля соответствующей ошибки.

4. Если 
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1,96, то гетероскедастичность имеется с вероятностью 0,95.

Если 
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2,58, то гетероскедастичность вероятна с вероятностью 0,99.

При небольших значениях 
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0,67 – наличие гетероскедастичности менее вероятно, чем её отсутствие, и мы будем считать, что тест на отсутствие гетероскедастичности объясняющая переменная 
[image: image273.wmf]k
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 в целом прошла [3].

Далее следует проверить другие объясняющие переменные, если их несколько. Для этого снова повторяется вся процедура теста Спирмена. Если все объясняющие переменные прошли тест успешно, то проверку уравнения регрессии на отсутствие гетероскедастичности можно считать завершённой.

Существуют и другие тесты на гетероскедастичность, например, тесты Голдфелда-Квандта, Глейзера, Уайта. Применение этих тестов даёт более обоснованные характеристики качества уравнения регрессии, однако связано с довольно громоздкими вычислениями.

Для применения тестов лучше использовать готовые эконометрические компьютерные программы. Например, тест Уайта входит в пакет "Econometric Views", как стандартная подпрограмма [1].

7.3. Тест Дарбина-Уотсона 
на наличие автокорреляции случайных ошибок

Предположим, что с помощью уравнения регрессии (20) получены следующие значения случайных ошибок (остатков): 
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1. Вычислим суммы:
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2. Найдём значение статистики Дарбина-Уотсона по формуле:
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3. Сравним значение 
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 со значениями 
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, которые находим по таблице   (см. табл.2 прил.) для 
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Если значение 
[image: image283.wmf]d

 близко к 2 и принадлежит интервалу 
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, то тест на отсутствие автокорреляции пройден успешно (вероятность ошибки 
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). Если 
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, то автокорреляция считается возможной, но недоказанной. Если же 
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, то автокорреляция имеется с вероятностью 0,95.

Замечания. 1. При использовании стандартных эконометрических программ (Econometric Views) для расчёта параметров уравнения множественной линейной регрессии (20) по МНК значение статистики 
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вычисляется и приводится автоматически.

2. При достаточно больших значениях 
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 - объём выборки) имеет место приближённое равенство: 
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- выборочный коэффициент корреляции между соседними значениями случайных ошибок, т.е. между 
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3. Существенный недостаток теста Дарбина-Уотсона состоит в наличии зон «неопределённости» (см. схему). Кроме того, отсутствие корреляции между соседними значениями 
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 ещё не означает, что нет корреляции между 
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. Для исследования подобных сложных случаев применяются тесты Бреуша-Годфри, Льюинга-Бокса и др. [3].
7.4. Методы устранения гетероскедастичности 
и автокорреляции

Для устранения гетероскедастичности можно:

1. Попытаться видоизменить уравнение регрессии. Например, если уравнение регрессии имело вид:
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то, разделив это уравнение на 
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, мы получим:
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Эта операция даёт неплохой результат в тех случаях, когда увеличение дисперсии случайного члена объясняется увеличением абсолютных значений переменной 
[image: image308.wmf]x

.

Новое уравнение можно записать далее в виде:
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где 
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 - новая объясняемая переменная; 
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Если уравнение не проходит испытание на отсутствие гетероскедастичности, то можно применить «взвешенный метод наименьших квадратов». Его применение основано на минимизации суммы:
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где 
[image: image314.wmf]i
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 - прогнозируемые оценки значений 
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 (дисперсии случайных ошибок).

Реализация взвешенного метода наименьших квадратов обычно проводится с помощью программ специальных компьютерных пакетов [1].

2. Попытаться изменить вид самой модели регрессии, предложив вместо линейной модели (20) какую-либо нелинейную модель (см. лекцию № 8).

Для устранения автокорреляции можно:

выяснить, какая объясняющая переменная вызывает автокорреляцию и заменить её на другую (или другие).

заменить данное уравнение регрессии на авторегрессионную модель (см. лекцию №13).

В некоторых случаях применяются весьма сложные процедуры,  например метод Кокрана-Оркатта [3].

В любом случае построение и развитие эконометрической модели – это длительный и сложный процесс. Довольно часто выбранная вначале модель регрессии оказывается неприемлемой и требует уточнения. Направления этой работы обсуждаются далее.

Вопросы к теме:

1. Какие изменения условий Гауса-Маркова затрудняют определение параметров уравнения регрессии с помощью обычного МНК?

2. Опишите тест ранговой корреляции Спирмены на гетеро-скедастичность.

3. Какие более эффективные тесты на гетероскедастичность Вам известны?

4. Опишите тест Дарбина-Уотсона.

5. В каком случае можно утверждать, что автокорреляция ошибок маловероятна?

6. Что означает попадание статистики d  Дарбина-Уотсона в одну из зон неопределенности?

7. Какие другие тесты на автокорреляцию Вам известны?

8. Что можно сделать для улучшения модели регресии в случае гетероскедастичности?

9. Что можно сделать в случае автокорреляции случайных ощибок?

Лекция 8. НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ РЕГРЕССИИ
Одним из недостатков линейного регрессионного анализа является то, что он может быть применён только при выборе линейной математической модели, которая выражается линейной функцией. В простейшем случае парной регрессии
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Однако значения переменных в статистической выборке могут быть такими, что линейная модель явно не годится. Например, представим графически зависимость потребления бананов (y) в зависимости от дохода (x) в 10-ти случайным образом выбранных семьях США (табл.3, рис.4).
Таблица 3

Зависимость потребления бананов от дохода
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Рис. 4. Зависимость потребления бананов от дохода
Из рис.4 видно, что линейная модель не годится для математического описания этой зависимости. Но если она не годится, то тогда какая годится? Возможны различные варианты:
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   - обратная пропорция.                     (33)
2.   
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        - степенная модель.                         (34)
3.   
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      - экспоненциальная модель и др.      (35)


Однако, если мы изберём какую-либо из этих моделей, будет ли это означать, что весь аппарат линейного регрессионного анализа окажется неприменим? Нет, не означает. Существуют так называемые методы линеаризации, которые позволяют преобразовать некоторые нелинейные модели в линейные. Для этого вместо старых переменных вводятся новые вспомогательные переменные. Эту процедуру проще всего показать на конкретных примерах.
1. В случае модели 1 мы можем ввести новую вспомогательную переменную 
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 будет линейной и далее с ней можно работать как с обычной моделью.

2. В случае модели 2 прологарифмируем её по основанию «е»
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Обозначим: 
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Введём две новые переменные 
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Тогда мы также получаем линейную относительно переменных «t» и «u» модель:
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3. В случае модели 3 прологарифмируем её по основанию «е»
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Обозначим 
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 и введём переменную 
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. Получим также линейную модель: 

[image: image337.wmf]x

z

1

0

a

a

+

=

.

Введём в табл.3 потребления бананов американцами в зависимости от дохода переменную 
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 и покажем на рис.5 графическую зависимость 
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Рис.5. Зависимость потребления бананов от величины zi , обратной доходу
Очевидно, зависимость 
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от 
[image: image343.wmf]i
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 очень близка к линейной. От добра добра не ищут, поэтому мы не будем испытывать модели                2 (степенную) и 3 (экспоненциальную) на их способность описать представленную зависимость, и примем в качестве основной математической модели:
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Замечание. Возможность построения нелинейных моделей значительно повышает универсальность регрессионного анализа, но и усложняет задачу исследователя- эконометриста.

Главная проблема возникает, когда несколько разных нелинейных функций приблизительно соответствуют наблюдениям. Какую из них избрать? Дело в том, что напрямую сравнивать коэффициенты детерминации 
[image: image345.wmf]2
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, полученные для разных моделей или суммы квадратов отклонений, вообще говоря, нельзя. Известно, что величина 
[image: image346.wmf]y

ln

обычно намного меньше, чем 
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 (для 
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, например). Поэтому суммы квадратов отклонений переменных, которые обозначают логарифмы, естественно должны быть меньше, чем суммы квадратов отклонений величины 
[image: image349.wmf]y

. Тоже можно сказать и относительно величины коэффициента детерминации. Поэтому для того, чтобы иметь   какую-то возможность сравнивать две различные нелинейные модели, нужно попытаться сравнить суммы квадратов отклонений исходных расчётных переменных и выборочных. Наименьшая сумма говорит о наибольшей адекватности (соответствии) модели.

Если надо сравнить две модели, в которых в качестве объясняющих переменных используются y и ln y, то проще всего применить тест (процедуру) Зарембки, который выполняется следующим образом.
1. Вычисляем среднее геометрическое значений yi:
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2. Вычисляем значения    
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3. Вычисляем параметры двух моделей регрессии:

а) 1-я модель - в качестве объясняемой переменной используется zi;
б) 2-я модель - в качестве объясняемой переменной используется  ln zi .

4. Сравниваем суммы квадратов отклонений:
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    Выбирается 1-я модель, если S1 < S2 . Если S! > S2 , то выбирается 2-я модель.

Более общая процедура исследования нелинейных моделей регрессии разработана  Дж. Боксом и Д. Коксом [2, 3].

    Существуют нелинейные модели, которые невозможно преобразовать в линейные с помощью обычных методов линеаризации, т.е. посредством введения новых вспомогательных переменных. В этих случаях обычно возникают большие трудности, связанные с вычислением значений параметров модели. Поэтому в эконометрике такие модели практически не используются.

Вопросы к теме:

1. В каком случае из графического представления данных следует,что линейная модель связи между переменными х и у не подходит?

2. Приведите примеры нелинейных уравнений регрессии с переменными х и у.

3. Опишите процедуру линеаризации модели y=b0+b1(x-1.

4. Как провести линеаризацию степенной модели?

5. Как линеаризовать экспоненциальную модель?

6. Какие процедуры (тесты) используются для сравнения различных нелинейных моделей регрессии?

7. Опишите тест Зарембки.

Лекция 9. ВРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 
9.1. Исследование и анализ временных рядов
При исследовании взаимосвязи между экономическими переменными важно с самого начала установить, с какими переменными мы имеем дело. Например, исследуется: 
1) зависимость урожайности пшеницы от количества внесённых удобрений определённого типа;

2) спрос на определённый продукт питания.

В первом случае в качестве объясняющей переменной не может выступать время. А во втором именно время претендует на роль объясняющей переменной. Статистические данные во втором случае обычно называются временным рядом.

Определение 1. Временным рядом (динамическим рядом) в эконометрике называется последовательность наблюдений некоторого экономического параметра в последовательные моменты времени. 

Отдельные наблюдения 
[image: image354.wmf])
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- называются уровнями ряда.

Например, спрос на пиво по месяцам может быть задан следующим временным рядом:
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В общем виде при исследовании временного ряда выделяются следующие составляющие:
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    (t=1,2,…,n),                   (36)

где 
[image: image364.wmf]-
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временной  тренд (т.е плавно меняющаяся компонента, отражающая глубокие временные изменения - рост народонаселения, рост благосостояния и т.д.); 
[image: image365.wmf]t
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 - сезонная компонента, отражающая повторяемость экономических процессов в течение не очень длительного периода (года, месяца, иногда недели). Например, объём перевозок пассажиров городским транспортом различен даже в разное время суток; 
[image: image366.wmf]t
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 - циклическая компонента, отражающая повторяемость экономических процессов в течение длительных периодов; 
[image: image367.wmf]t
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 - случайная компонента (фактор), отражающая влияние неучтённых случайных временных факторов.

Заметим, что первые три компоненты являются неслу-чайными.
Важней задачей при исследовании временных рядов является выявление и математическое моделирование основной тенденции развития изучаемого процесса и возможностей более или менее достоверной экстраполяции (т.е. предсказания дальнейшего развития данного процесса).

Для определения функциональной формы временного ряда (временного тренда) полезно предварительно найти:

1) цепные абсолютные приросты:
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2) абсолютные ускорения (вторые разности):
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3) цепные коэффициенты роста:  
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Если цепные абсолютные приросты для разных значений t отличаются незначительно, то можно рекомендовать выбрать линейную функцию :  


yt = a + bt .

Если незначительно изменяются абсолютные ускорения, то предпочтительнее выбрать квадратичную функцию:

yt = a + b1t + b2t2 .
Если примерно одинаковы коэффициенты kt , то предпочтительнее экспоненциальная функция:
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Если не выполняется ни один из перечисленных трёх признаков, то функциональная форма такого временного ряда является более сложной (если она вообще может быть выражена). Дело в том, что довольно часто встречаются временные ряды с очень значительной случайной компонентой. Такие временные ряды требуют принципиально иных методов анализа.

Наиболее распространенные методы анализа временных рядов: 
корреляционный анализ; 
спектральный анализ; 
моделирование авторегрессии; 
метод скользящей средней.

9.2. Стационарные временные ряды. 
Метод скользящей средней

Из всех временных рядов выделим класс так называемых стационарных временных рядов.

Определение 2. Временной ряд 
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 называется строго стационарным, если совместное распределение вероятностей “k” наблюдений 
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 такое же, как и у “k” наблюдений 
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 для любых k, t, и 
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Временной промежуток 
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, на который «сдвигаются» наблюдения, называется временным лагом. Для стационарного временного ряда с увеличением лага 
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 взаимосвязь членов временного ряда 
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, начиная с некоторого значения 
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, должна ослабевать, что можно обнаружить с помощью так называемой автокорреляционной функции:
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Значение r(τ) является выборочной оценкой коэффициента автокорреляции. 

Сравнивая коэффициенты r(1), r(2)..., находят искомое максимальное значение 
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 Подробнее проблемы, связанные с временными лагами и выбором оптимальной модели авторегрессии, будут рассмотрены в лекции №11.


Любой временной ряд можно предварительно подвергнуть процедуре «сглаживания» с помощью метода скользящих средних. Он основан на переходе от начальных членов ряда к их средним значениям на интервале времени, который задаётся заранее. При этом выбранный временной интервал как бы скользит вдоль ряда, сглаживая его. Если этот временной интервал постоянно включает в себя “m” членов временного ряда, то характеристики дисперсии уменьшаются обычно в ‘m” раз. Если m – нечётное число, например, m = 5, то значения 
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 (уровни) сглаженного ряда вычисляются по формуле 
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Задача. Дан временной ряд. Найти среднее значение 
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 и дисперсию Var(y). Провести сглаживание временного ряда методом скользящих средних выбрав m=3. Найти дисперсию сглаженного ряда. Вычислить коэффициент автокорреляции данного ряда для лагов 
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1. Найдём среднее значение: 
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2. Найдём дисперсию: 
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3. Проведём «сглаживание» временного ряда методом скользящих средних, выбрав скользящий интервал так, чтобы он включал в себя 3 члена ряда. (т.е. m=3). Тогда:
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4. Найдём дисперсию сглаженного ряда:
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5. Найдём коэффициент автокорреляции r(τ) исходного временного ряда для лага: 
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По формуле (37)
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Коэффициент автокорреляции для лага 
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=2 вычисляется аналогично по шести парам наблюдений 
[image: image408.wmf]t

y

 и 
[image: image409.wmf]2

+

t

y

, (t=1,2,…,6) r(2)=0.842.

Вопросы к теме:

1. Дайте определение временного ряда.

2. Напишите общую модель временного ряда и назовите составляющие ее компоненты.

3. Что такое временной лаг?

4. Какой временный ряд называется строго стационарным?
5. Как определяется коэффициент автокорреляции и что он характеризует?

6. Как производится сглаживание временного ряда с помощью скользящей средней?

7. Как определяются цепные абсолютные приросты и цепные коэффициенты роста временного ряда?

8. В каких случаях  для описания временного тренда предпочтительнее использовать: 
а) линейную функцию? 
б) квадратичную функцию? 
в) экспоненциальную функцию.
9. В каких случаях для описания временного тренда предпочтительнее использовать авторегрессионную модель(AR-модель)?
Лекция  10. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СПЕЦИАЛЬНЫХ ТИПОВ 

ОБЪЯСНЯЮЩИХ ПЕРЕМЕННЫХ

10.1. Замещающие переменные и их использование 
в эконометрических моделях
При работе с конкретным статистическим материалом часто встречаются ситуации осложняющие формулирование и проверку зависимостей между исследуемыми переменными величинами. Например, Вы не можете найти данные по переменной, которую хотели бы включить в уравнение регрессии. Или некоторая переменная имеет такое расплывчатое определение, что её невозможно измерить (социально-экономическое положение, качество образования и т.д.). Другие переменные могут быть измерены, но их измерение может оказаться настолько сложным, что сама мысль об этом кажется вам не заслуживающей внимания (исследование цвета кожи сотрудников фирмы).

Независимо от причины обычно бывает полезно вместо отсутствующей переменной включить в уравнение регрессии ее заменитель (proxy), а не пренебрегать ею совершенно.

В качестве показателя общего социально-экономического положения можно использовать его заменитель- показатель дохода, вместо качества образования - отношение числа преподавателей в этом университете к числу студентов или расходы на обучение одного студента и т.д.

Примеры.
1. Функция Кобба-Дугласа с переменной 
[image: image410.wmf]A

, характеризующей технический прогресс:

y=AkαL1-α.
Если считать А=А(t), где t-время, то А - показатель технического прогресса.

3. Функция спроса потребителя (Энгеля):

y=Axb1pb2,                                       (38)
где х - располагаемый личный доход;  р - относительная цена товара.

Допустим, что мы не имеем данных о располагаемом личном доходе потребителей, либо они недостоверны, так как экономика «полутеневая».

Интересно, что очень похожие результаты дает замещение переменной х на переменную t, т.е. на временной тренд.


Например, после логарифмирования:

log y=log А+b1log x+b2log p
эту модель меняем на:

log y=log А+b1t+b2log p.
                             (39)

Практика показывает, что в полутеневых случаях модель (39) даёт лучшее согласование со статистическим материалом, чем модель (38).

Рассмотренные выше примеры характеризуют один из распространенных в эконометрике приемов: замена одной из переменных на так называемый временной тренд. Однако использование замещения переменных ( в том числе и на временной тренд) может быть связано с риском получения неверных экономических оценок [3].
Еще одна проблема, которая возникает при выборе вида зависимости интересующей нас переменной от тех или иных объясняющих переменных, - это мультиколлиниарность.

Мультиколлиниарность возникает, когда в уравнении регрессии есть две или несколько объясняющих переменных, связанных между собой нестрогой линейной зависимостью. Эту проблему иногда решают замещением этих объясняющих переменных, на какую-либо новую переменную, либо на временной тренд. 

Например:

y=a1x1+a2x2+a3x3+u .

                 (40)

Если х1 и х2 явно коррелируют между собой, то можно заменить их на новую замещающую переменную х*  и перейти к модели:

y=a*x*+a3x3+u.                
           (41)

В случае, когда х1 и х2 явно зависят от времени, то вводится временной тренд:

y=a*t+a3x3+u.
                                 (42)

10.2. Инструментальные переменные

Что делать при существенном влиянии случайного члена «u» и, как следствие, в существенных расхождениях между у и ŷрасч.
Иногда помогает метод инструментальных переменных, который заключается в частичной замене непригодной объясняющей переменной на другую объясняющую, которая не коррелируется со случайным членом «u». Рассмотрим случай парной регрессии:

y=ao+a1x+u
Пусть х сильно коррелирует с u, но при больших выборках существует

lim var(x)=
[image: image411.wmf]s

x2.

                                             n→∞
Пусть существует другая переменная z, которая коррелирует с х, но не коррелирует с u. Тогда:     

y=bo+b1z+u* ,                                                    (43)

где   b1=a1+
[image: image412.wmf]cov(;)
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;  bo-определяются по МНК.

Можно показать, что b1 более значим, чем а1 , если: 
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На практике выбор возможных инструменталных переменных для замены данной объясняющей переменной х бывает довольно ограниченным. Однако, если есть несколько разных вариантов замены переменной х другими инструментальными переменными, то выбрать из них наилучшую можно, используя двухшаговый метод наименьших квадратов. 
Для этого составляется уравнение регрессии, где объясняемой переменной является предполагаемая инструментальная переменная z, а объясняющей переменная х. Полученные расчетные значения 
[image: image414.wmf]z
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 используются как значения объясняющей переменной в уравнении регрессии связывающем объясняемую переменную у с 
[image: image415.wmf]z
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 [3] 

  Метод нструментальных переменных используется также в случаях, когда имеется корреляция между случайным членом «u»  и объясняемой переменной «у». Подробнее об этом см в лекции 12.

10.3. Ла́́́говые переменные
  Ла́́́говой переменной называется объясняющая переменная X(t-p), которая зависит от времени, но влияние её на объясняемую переменную y(t) характеризуется некоторым запаздыванием (временны́м лагом р). 

  Исследуя зависимость расходов населения на жилье, автомобили и другие достаточно крупные приобретения в зависимости от дохода, можно заметить, что эти расходы подвержены инерции и медленно согласуются с изменениями доходов и цен.

  Потребители обычно не сразу адаптируются к изменению уровня своих доходов. Школьный учитель, зарплата которого неожиданно выросла на 15%, не сразу примет решение купить своей жене новый автомобиль. Должно пройти какое-то время «р» , за которое он возможно адаптируется к новому более высокому уровню жизни и начнет всерьез планировать крупные покупки. Регрессионная модель расходов на автомобили в зависимости от доходов может иметь следующий вид:

y(t)=a1x1(t-p) + a2x2(t) + a3 + u,

где x1(t-p) – лаговая переменная, характеризующая доходы потребителей на p (месяцев или лет) раньше данного времени t;        x2(t) – переменная, характеризующая цену на автомобили в момент времени t.

Заметим, что переменная x2(t) также может быть снабжена определенным лагом, так как изменение цен в этом секторе обычно не сразу влияет на объем продаж.

Лаговые переменные используются в авторегрессионных моделях и в динамических моделях (см. лекции 13; 14). Иногда лаговые переменные используются  как объясняемые, однако модели регрессии с такой структурой обладают рядом недостатков [3].
Вопросы к теме:

1. Приведите примеры использования замещающих переменных в экономических исследованиях.

2. Как обнаружить мультиколлениарность между объясняющими переменными?

3. Каким образом можно выполнить замену коллениарных объясняющих переменных?

4. В чем суть метода инструментальных переменных?

Лекция 11. ФИКТИВНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 
И ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
Иногда случается, что тот фактор, который мы хотели бы ввести в регрессионную модель, не может быть измерен в числовой шкале. Например: 

1. Исследуется зависимость между доходом и спросом на определенный продукт питания в такой стране, как Латвия, где 40% - русскоязычное население, 60% - латышское. Нужно выяснить, имеет ли существенное значение этническое различие?

2. Исследуется зависимость между продолжительностью образования и доходом. В выборке представлены и мужчины, и женщины. Нужно выяснить, влияет ли пол  на эту зависимость? 

Разумеется, можно в каждом из этих примеров разбить имеющуюся выборку на две части и выяснить, различаются ли коэффициенты регрессии?  

Однако более эффективным является другой способ анализа. Можно ввести так называемую фиктивную переменную в уравнение регрессии, снабдив ее двумя возможными значениями. (Например:             0- если мужчина и 1 – если женщина).  После того, как коэффициенты в уравнении регрессии найдены, оценивается значимость коэффициента при фиктивной переменной.

Пример. В 1974 году был нефтяной кризис. Цена на бензин резко увеличилась. Поэтому при анализе временного ряда, характеризующего спрос на автомобили в 1974 году, отмечается значительное падение спроса. Можно ли введя фиктивную переменную, «выровнять» функцию спроса на автомобили? (табл.4, рис.6).
Таблица 4
Анализ временного ряда

	Годы
	1963
	1964
	1965
	1966
	1967
	1968
	1969
	1970
	1971
	1972

	Спрос

(млрд.$)
	18,5
	19,7
	23,5
	23,6
	22,2
	26,5
	26,7
	22,7
	28,0
	31,6


	Годы
	1973
	1974
	1975
	1976
	1977
	1978
	1979
	1980
	1981
	1982

	Спрос

(млрд. $)
	33,9
	25,5
	25,4
	31,1
	34,4
	34,8
	32,9
	38,7
	39,6
	39,8


Рассмотрим уравнение регрессии в виде

y=a0 + a1t + a2ф ,                                     (44)

где ф – фиктивная переменная, принимающая значение «0» для периода  1963-1973 годы и значение «1» для периода 1974-1983 годы.

              
[image: image416]
Рис.6. Спрос на автомобили с 1963-1982 гг.

Вычислив коэффициенты уравнения (44) по МНК, получим:

ŷ = 18,1 + 1,36∙t – 4,2∙ф ,
где    
ф = 
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Проверка значимости коэффициента при ф с помощью                 t–критерия Стьюдента показывает, что этот коэффициент значим при α=5%.

Если рассматриваемый качественный признак имеет несколько уровней k > 2 , то вводимая вместо него фиктивная переменная может быть снабжена таким же количеством различных значений. Например, если исследуется зависимость дохода от уровня образования, то этот уровень может иметь три различных градации : начальное, среднее, высшее. Соответствующую переменную ф можно снабдить следующими фиктивными значениями: 1 – начальное; 2 – среднее; 3 – высшее образование. Однако в этом случае возникают трудности содержательной интерпретации коэффициента регрессии при этой переменной. Кроме того, возможны трудности с выбором соответствующей модели регрессии. Она может оказаться нелинейной. Поэтому в таких случаях вводят несколько бинарных (т. е. имеющих только два значения) фиктивных переменных. 

Например:

y = a0 + a1x + a2ф1 + a3ф2 + u ,                         (46)


где ф1 =


      ф2 =

Заметим, что количество бинарных фиктивных переменных должно быть на единицу меньше числа k – различных уровней качественного признака. В противном случае можно попасть в так называемую «dummy trap» (ловушка). Попадание в ловушку вызывает проблемы с определением коэффициентов уравнения регрессии [1]. 
На практике, довольно часто, фиктивные переменные используются в случаях, когда на изменение объясняемой переменной «у» оказывает сильное влияние сезонная компонента. Например, модель расходов населения на газ должна включать сезонную компоненту, потому что эти расходы неодинаковы в разное время года. Примерная модель временного ряда в этом случае может быть следующей: 

у(t)=b0 + b1t + b2D1 + b3D2 + b4D3 + u ,

где D1,D2,D3 – бинарные фиктивные переменные, позволяющие учесть поквартальные изменения расходов населения на газ.

Количество фиктивных переменных, отражающих различные качественные признаки и включенных в уравнение регрессии может быть довольно большим. Однако необходимо соблюдать осторожность, чтобы в число исследуемых одновременно качественных признаков не были включены коррелирующие между собой признаки. Тогда мы столкнемся с уже описанным выше эффектом мультиколлинеарности. 

Иногда возникает необходимость введения фиктивной переменной не в качестве объясняющей (независимой) переменной, но в качестве объясняемой (зависимой).

Например, при анализе причин разорения или банкротства банковских учреждений можно ввести фиктивную объясняемую переменную z c двумя значениями: 
z0 = 0 – банкротство; 
z1 = 1 – в ост. случаях.

Вопросы к теме:

1. Сколько различных значений имеют фиктивные переменные?

2. Приведите примеры использования бинарных фиктивных переменных.

3. Как должны быть связаны между собой количество бинарных фиктивных переменных и количество значений моделируемого качественного признака?

4. Может ли бинарная фиктивная переменная быть объясняемой? Приведите пример.

Лекция  12. СИСТЕМЫ ОДНОВРЕМЕННЫХ УРАВНЕНИЙ. 
КОСВЕННЫЙ И ДВУХШАГОВЫЙ МЕТОДЫ 

НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ
При анализе экономических ситуаций встречаются случаи, когда необходимо рассматривать системы уравнений, в которых одни и те же переменные в одних уравнениях выступают в роли объясняющих, а в других являются объясняемыми. Некоторые из этих переменных являются эндогенными, т.е.  их значения формируются внутри модели, а некоторые могут быть экзогенными, т.е. их значения задаются заранее. Такие системы в эконометрике называются системами одновременных уравнений. Например, связь между спросом и предложением моделируется следующей системой:
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где  Pt – цена одной единицы товара; I – доход потребителя; e1, e2 – случайные члены.

Из четырех переменных в этой модели три: Dt, St, Pt – являются эндогенными, одна – I – является экзогенной. 

Попытки определения параметров уравнения этой системы обычным методом наименьших квадратов, как правило, приводят к несостоятельным оценкам параметров. Дело в том, что эндогенные переменные, выступая в роли объясняемых в первом и втором              уравнениях системы (47), обычно коррелируют со случайными членами e1 и e2, т.е. нарушается четвертое условие Гаусса-Маркова (см. лекцию 3).

Это проявляется в том, что третье равенство системы для расчетных значений Dt и St не выполняется.

В данном случае можно исключить из системы (47) переменные Dt и St  и выразить экзогенную переменную I:

I = 
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Экзогенная переменная I не связана со значениями случайных членов e1 и e2, и четвертое условие Гаусса-Маркова теперь выполняется.

Далее можно с помощью обычного МНК вычислить параметры уравнения (48), т.е. найти оценки:

β0=
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Однако, зная β0 и β1, мы не сможем найти значения параметров исходных уравнений системы (47), так как их слишком много. Эта проблема в эконометрике называется проблемой идентифицируемости. Об этой проблеме необходимо помнить еще на этапе формирования модели. 

Если, определив значение параметров приведенной системы одновременных уравнений, невозможно однозначно определить значения параметров исходной системы, то исходная система называется неидентифицируемой.

Если же для параметров исходной системы можно найти несколько различных оценок, которые не согласуются между собой, то исходная система называется сверхидентифицируемой (или переопределенной). Ситуация переопределенности обычно возникает когда в исходную систему уравнений входит больше экзогенных переменных, чем число уравнений в системе.

Подробнее о неидентифицируемости и сверхидентифицируемости формы эконометрической модели можно узнать из [      ]. Рассмотрим пример идентифицируемой модели:
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где x1, x2 – эндогенные; y1, y2 – экзогенные переменные.

Разрешая систему (49) относительно экзогенных переменных y1 и y2, получаем:
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      (50)
Система (50) разрешена относительно экзогенных объясняемых y1 и y2, роль объясняющих переменных играют эндогенные переменные x1 и x2. Поэтому препятствие для применения обычного МНК (коррелированность объясняемых переменных со случайными членами) в системе (50) устранена. После применения МНК получим оценки параметров уравнений системы (50), откуда находим оценки параметров исходной системы (49).
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Таким образом, параметры уравнений системы (49) найдены. Примененный метод, связанный с преобразованием системы уравнений (49) к приведенному виду (50), последующим применением МНК и вычислением значений исходных параметров называется косвенным методом наименьших квадратов (КМНК). 

В случае сверхидентифицируемости исходной модели, состоящей из системы одновременных уравнений, применяется двухшаговый метод наименьших квадратов (ДМНК). Суть его заключается в том, что на первом шаге обычным МНК оцениваются параметры приведенной формы модели, в которой в левых частях уравнений содержатся только экзогенные объясняемые переменные. Расчетные значения этих переменных затем подставляются в уравнения исходной модели, и снова обычным МНК рассчитываются параметры уравнений исходной модели.

ДМНК применяется также при наличии в модели лаговых переменных [2, 3].  Двухшаговый метод наименьших квадратов входит в большинство современных пакетов эконометрических программ.

Для оценки параметров в случаях неидентифицируемости модели используется трехшаговый метод наименьших квадратов (ТМНК) [3]. Практическая реализация этого метода также связана с использованием пакетов эконометрических программ.

Вопросы к теме:

1. Приведите пример системы одновременных уравнений.

2. В чем причина невыполнения некоторых равенств в системе одновременных уравнений, включающих расчетные значения экзогенных переменных?

3. В каком случае система одновременных уравнений называется неидентифицируемой?

4. В чем причина неопределенности (сверхиднетифицируемости) исходной системы одновременных уравнений?

4. Приведите пример идентифицируемой исходной системы.

6. В чем суть косвенного метода наименьших квадратов(КМНК) для вычисления параметров идентифицируемой исходной системы?

7. В чем суть ДМНК?

8. В каких случаях применяется трехшаговый метод наименьших квадратов(ТМНК)?

Лекция 13. ПРЕДСКАЗАНИЯ. ПРОГНОЗЫ

13.1. Авторегрессионная модель 
и ARMA-модель Бокса-Дженкинса
Допустим, что исследовалась зависимость величины y(t) от величины x(t). Пусть в результате эконометрического анализа найдена следующая линейная регрессионная модель:
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С помощью этой модели можно делать предсказания типа: если спустя время «p» значение переменной x(t) станет равным 
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Предсказания не учитывают те изменения, которые могут произойти за период времени «p», поэтому делать предсказания оправдано лишь в том случае, когда зависимость y(t) от x(t) выполняется достаточно строго и нет оснований предполагать, что за период «p» произойдут какие-либо события, которые могут повлиять на параметры модели 
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Экономисты-теоретики предпочитают делать предсказания на основании моделей типа (51). Модели могут быть нелинейными, могут содержать не одну, а несколько объясняющих переменных 
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, и при их выработке используются как теоретические положения, так и эконометрический анализ статистических данных.

Однако широкую публику (политиков, журналистов, обывателей) обычно мало привлекают рассуждения экономистов-теоретиков на тему:  «если 
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», то значение переменной y(t) станет равным «
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». Широкую публику более интересуют прогнозы, т.е. предсказания типа: «через «p» лет значение переменной y(t) станет равным 
[image: image439.wmf]p

T

y

+

, которые имеют безусловный характер, не зависящий от других факторов.

Для формулировки прогнозов относительно значений y(t) можно в качестве прогностической модели использовать не только модели типа (51), но и так называемые авторегрессионные модели (AR-модели). Простейшая AR-модель (модель 
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-го порядка) имеет вид:
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Прогнозы менее точны, чем предсказания, поскольку они подвержены дополнительному источнику ошибки – предварительному предсказанию значений объясняющей переменной 
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. (Заметим, что объясняющих переменных может быть несколько).

Однако многие авторитетные экономисты считают, что в области макроэкономики проблемы мультиколлинеарности, невозможность правильной спецификации ввиду отсутствия необходимой информации и т.п. делают «обычные» модели типа (51) неэффективными. В то же время AR-модели часто дают намного более точные прогнозы, чем предсказания на основе моделей типа (51).

Боксом и Дженкинсом разработан метод, который основан на использовании  

AR-модели порядка «p» в сочетании с методом скользящей средней (MA- модель от английского «movning average»).

ARMA-модель Бокса-Дженкинса порядка p, q имеет вид:
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где 
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- значение переменной y(t) в предыдущие моменты времени; 
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- независимо распределенные случайные члены с нулевым средним значением.

В последние годы больше внимания стали уделять так называемым «простым» или «наивным» прогнозам. Например, изменение исследуемой переменной y(t) (приращение  
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) в будущем году можно оценить как среднее значение приращений 
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«Простые» методы прогнозирования довольно часто работают лучше, чем «теоретические» макроэкономические модели. В 1972 году Р.Купер сравнил функционирование шести различных макроэкономических моделей развития экономики США и обнаружил, что получаемые с их помощью прогнозы уступают по точности прогнозам, составленным на основе авторегрессионной модели.

13.2. Доверительный интервал для предсказаний 
(прогнозов) значений объясняемой переменной
Если для предсказания (прогнозирования) значения переменой у используется какое-либо уравнение регрессии, то возникает вопрос о том, на какую глубину (на какой срок) можно делать предсказания и как оценивать достоверность этих предсказаний.

Можно обосновать статистически, что период, на который можно делать достаточно точные прогнозы, должен быть по меньшей мере в три раза короче, чем период, для которого было найдено уравнение регрессии [1]. Для приближенной оценки пригодности уравнения регрессии для предсказания (прогнозирования) значения 
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где 
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 - стандартная ошибка уравнения регрессии; 
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 - выборочное среднее переменной 
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 - количество параметров в уравнении регрессии.

Величина 
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 позволяет приближенно оценить среднюю относительную ошибку прогнозирования величины 
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Для нахождения «точной» интервальной оценки значений 
[image: image458.wmf].

,

0

пр

y

 при 
[image: image459.wmf]0

x

x

=

 (в случае парной линейной регрессии) необходимо вначале найти величину 
[image: image460.wmf].

,

0

пр

y

S

: 


[image: image461.wmf](

)

(

)

2

1

2

0

.

1

1

,

0

å

=

-

-

+

+

×

=

n

i

i

y

x

x

x

x

n

S

S

пр

,                    (54)
где 
[image: image462.wmf]2

1

2

-

=

å

=

n

U

S

n

i

i

.

Если число объясняющих переменных в уравнении регрессии равно 
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 - вектор их предполагаемых значений.
Доверительный интервал для предсказываемого (прогнозируемого) значения 
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 - статистики Стъюдента, определяемое по таблице.

Задача. Имеются данные относительно динамики изменения курса акций некоторой компании:

	t
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	yt
	16,3
	20,2
	17,1
	17,7
	15,3
	16,3
	19,9
	14,4
	18,7
	20,7


1. Используя AR-модель 
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-го порядка, составить уравнение модели и сделать прогноз на глубину p=2, т.е. t=12.

2. Найти доверительный интервал этого прогноза при 
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 , где согласно МНК (методу наименьших квадратов)
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При этом: 
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Так как n=10, то: 
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Таким образом, система (53) принимает вид:
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y(t)=16,89+0,14∙y(t-1) .                                  (56)

Зная y(10)=20,7 найдем с помощью модели (56):

y(11)=16,89+0,14∙20,7=19,79

Зная y(11)=19,7, найдем с помощью той же модели (56) y(12):

y(12)=16,89+0,14∙19,79=19,66.

2. Найдем с помощью уравнения (56) расчетные значения 
[image: image485.wmf])

(

ˆ

t

y

. Причем 
[image: image486.wmf])

1

(

ˆ

y

 будем считать равным 
[image: image487.wmf]3

,

16

)

1

(

ˆ

=

y

.

Найдем 
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Кроме того, найдем 
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Тогда по формуле  (54) 
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Доверительный интервал прогнозируемого значения 
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то есть 
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Вопросы к теме:

1. Приведите пример модели, пригодной для того, чтобы делать предсказания.

2. В чем разница между предсказанием и прогнозом.

3. Какие модели используются для формулирования прогнозов?

4. Приведите пример модели «наивного» (простого) прогноза.

5. Сформулируйте ARMA-модель Бокса-Дженкинса по двум предыдущим значениям.

Лекция 14. ПРОБЛЕМА НЕПРЕДСКАЗУЕМОСТИ 
ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ НА ЭКОНОМИКУ
Известно, что государственное воздействие на экономику является одним из наиболее важных факторов, определяющих изменение различных экономических факторов.

Однако предсказать характер этих воздействий бывает довольно сложно. Одна из причин подобной неопределенности заключается в том, что государственное управление находится в руках политиков, у которых могут быть свои соображения (иногда непрофессиональные с точки зрения экономистов-профессионалов).

Например, изменяя норму (ставку) (r) процента по кредитам государственный банк может влиять на объем инвестиций в производство (J), на показатель инфляции и др.

Предсказуемость государственной  экономической политики очень важна для обеспечения стабильности в экономике любой страны. Тем не менее на практике состояние предсказуемости встречается очень редко.

В качестве примера рассмотрим статистические данные, описывающие динамику темпов роста ВВП в США во второй половине XX в. В таблице представлены данные, соответствующие тем периодам времени, когда президентами США были представители республиканской партии (табл.5) [4]. 

Таблица 5
Темпы роста ВВП при правлении республиканцев

	Президент
	Годы правления и темпы роста ВВП, %

	
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й

	Эйзенхауэр
	4,0
	- 1,3
	5,6
	2,1

	Эйзенхауэр
	1,7
	- 0,8
	5,8
	2,2

	Никсон
	2,4
	- 0,3
	2,8
	5,0

	Никсон/Форд
	5,2
	- 0,5
	- 1,3
	4,9

	Рейган
	1,9
	- 2,5 
	3,6
	6,8

	Рейган
	3,4
	2,8
	3,4
	3,9

	Среднее значение
	3,1
	- 0,4
	3,3
	4,1


Несложно заметить, что на каждый второй год правления президента-республиканца приходится спад производства. Это объясняется тем, что команда экономистов-республиканцев считает приоритетной задачу снижения уровня инфляции и сразу же после прихода к власти принимает антиинфляционные меры. Эти меры отрицательно сказываются на уровне занятости и темпах роста ВВП. «Одумавшись», республиканцы пытаются снизить уровень безработицы, так как иначе в год выборов их партия может проиграть демократам. В результате в четвертом году уровень безработицы снижается, ВВП растет, и экономические перспективы кажутся вполне сносными для среднего американца. Правда, уровень инфляции снова довольно высок, но все уверены, что если президент-республиканец будет избран на очередной четырехлетний срок, то борьба с инфляцией возобновится с новой силой. Теперь рассмотрим таблицу, описывающую темпы роста ВВП в годы правления президентов-демократов. (табл.6).

Таблица 6
Темпы роста ВВП при правлении демократов

	Президент
	Годы правления и темпы роста ВВП, %

	
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й

	Трумэн
	0,0
	8,5
	10,3
	3,9

	Кеннеди/Джонсон
	2,6
	5,3
	4,1
	5,3

	Джонсон
	5,8
	5,8
	2,9
	4,1

	Картер 
	4,7
	5,3
	2,5
	- 0,2

	Среднее значение
	3,3
	6,2
	5,0
	3,3


Из табл.6 следует, что на каждый второй год правления демократов приходится период роста ВВП и, как следствие, снижение безработицы. Это стимулирует инфляцию, демократы начинают борьбу с инфляцией, и в результате к концу четырехлетнего цикла приходят в среднем к таким же темпам роста ВВП, что и республиканцы (т.е. 3-4% в год).

14.1. Моделирование ожиданий

Модель адаптивных ожиданий заключается в учете корректировки ожиданий по мере поступления дополнительной информации. Если реальное значение переменной оказывается больше ожидаемого, то значение этой переменной в следующем периоде корректируется в сторону повышения и наоборот. Предполагается, что размер корректировки пропорционален разности между реальным и ожидаемым значениями, т.е. 
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где λ – коэффициент пропорции; xt - реальное значение; xt;0 – ожидаемое значение в момент t; xt+1;0 – ожидаемое значение в момент t+1.

Если учитывать предыдущие корректировки, то получается следующая общая модель адаптивных ожиданий:
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Если переменная yt зависит от xt (например, между ними имеется линейная зависимость),  то 
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Модель (58) иногда называют моделью Койка. Значения коэффициентов при xt-k уменьшаются в геометрической прогрессии в соответствии с увеличением срока давности «k».

Для вычисления значений параметров уравнения (58) наиболее эффективной считается следующая процедура [3]:

1. Обозначим:
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где значение р задано.

2. Для каждого значения λ, начиная с λ=0, с шагом 
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 до λ=1 вычисляются значения 
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Z

.

3. При каждом значении λ рассматривается уравнение парной линейной регрессии 
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, и методом наименьших квадратов вычисляются значения параметров 
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;

 и коэффициент детерминации 
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R

. 

4. Выбирается то значение λ и соответствующие значения 
[image: image510.wmf]a

 и 
[image: image511.wmf]b

, при которых достигается наибольшее значение 
[image: image512.wmf]2

R

. На практике эта процедура выполняется с помощью компьютерных программ.

Модель Койка основана на предположении, что коэффициенты при «лаговых» переменных, начиная с (
[image: image513.wmf]l

-

1

), образуют убывающую геометрическую прогрессию.

Однако в некоторых задачах эконометрики более обоснованным может быть предположение, что «веса» лагов не убывают с увеличением величины лага, а, напротив, вначале возрастают, достигая максимума, и только потом убывают. Лаги с распределенными таким образом весами называют «лагами Аламон».

Выбор функции, отвечающей за распределение весов лагов, осуществляется обычно самим исследователем, исходя из условий задачи. Чаще всего используются полиномы (многочлены) второй или третьей степени [3].

Моделирование динамических процессов в экономике              связано с большими трудностями. Отчасти эти трудности вызваны непредсказуемостью так называемого «человеческого фактора», о котором говорилось в начале лекции. Некоторые «пессимисты» считают, что в условиях стихийного рынка практическое применение классических эконометрических методов и оценок является неэффективным. Для анализа динамических процессов в подобных условиях разработаны другие методы, которые называют методами «технического анализа» [4].
Вопросы к теме:

1. Какие экономические переменные называются экзогенными,  эндогенными?

2. Приведите примеры внешнего (экзогенного) воздействия на экономику.

3. Каким образом определяется степень и цель внешнего (государственного) воздействия на экономику?
4. Сформулируйте в общем виде модель адаптивных ожиданий.

5. Сформулируйте модель адаптивных ожиданий Койка.

6. Как определяются лаги в модели адаптивных ожиданий Аламон?

7. Приведите примеры реализации экономических ожиданий, вызванных политическими изменениями. В чем причина четырехлетних циклов в экономике США во второй половине XX-го века?

Лекция 15. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕХНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

15.1. Введение в «технический» анализ временных рядов
В практике экономистов, работающих на фондовом рынке, рынке ценных бумаг, фьючерсов и т.п., постоянно встречаются ситуации, в которых анализ интересующих их временных рядов обычными эконометрическими методами, с которыми мы познакомились в предыдущих лекциях, предполагает формирование в том или ином виде математической модели (уравнения) регрессии. Однако, если объясняемая переменная «у» (например, курс акций определенной компании) зависит от многих других переменных, которые меняют свое значение с течением времени, то построить классическую модель регрессии бывает довольно сложно, особенно, если некоторые из предполагаемых объясняющих переменных имеют психологическую природу и поэтому их трудно выразить численно или нет времени, чтобы проделать необходимый экономический анализ, а решение нужно принимать немедленно.

Иногда для быстрого принятия решения может оказаться полезной заблаговременно построенная AR-модель временного ряда, описывающая изменения объясняемой переменной, которые наблюдались ранее. Однако на таких рынках, как рынок акций, в любой момент может появиться новая причина, которая не проявлялась ранее, и весь накопленный предыдущий опыт может оказаться бесполезным, AR-модель – неэффективной. 

В таких случаях рациональное решение принимается на основании других методов анализа, которые получили название технического анализа.

Технический анализ временного ряда предполагает, что все изменения объясняемой переменной «у» за определенный предыдущий отрезок времени представлены в графическом виде. Временной отрезок, отражающий предыдущие изменения «у», выбираются исходя из условий конкретной задачи (ситуации). График временного ряда обычно представляет собой «многозубчатую пилу» (см. рис.7)
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Рис.7. Пример графического представления временного ряда
Предварительный технический анализ обычно начинают с построения линии поддержки и линии сопротивления. Для значений от t=1 до t=10 значения «у» в среднем возрастают. Проведем линию, соединяющую точки локальных минимумов (см. рис.7). Эта линия называется линией поддержки. Линия, соединяющая точки локальных максимумов, называется линией сопротивления.  Образуемую этими линиями полосу на рис.7 обычно называют возрастающим каналом. Если график временного ряда выходит за пределы этой полосы вверх, то говорят, что «пробита линия сопротивления», если график уходит ниже отмеченной полосы, то «пробита линия поддержки».

Важным инструментом технического анализа является также линия скользящей средней. Моменты, когда линию «скользящей средней» пробивает график временного ряда, довольно часто используются игроками на рынке акций для принятия решения о покупке или продаже акций. Подробнее о конкретных методах принятия решений игроками подобных рынков (трейдерами) можно узнать из специальных руководств, посвященных этой проблеме.

15.2. Числа Фибонначи в техническом анализе
Технический анализ во многом опирается на особенности коллективной психологии, используя при этом некоторые вероятностные закономерности, выявленные статистическими методами.

Анализируя графики временных рядов, удалось выделить наиболее часто повторяющиеся характерные участки этих «многозубчатых пил». Некоторые математические инструменты, используемые для описания указанных характерных участков, представляются довольно необычными. Например, последовательность чисел Фибонначи, «золотые сечения» и т.п.

Числа Фибонначи представляют собой последовательность натуральных (начиная с 1) чисел, в которой каждое следующее число является суммой двух предыдущих:

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; ...

Из последовательности чисел Фибонначи можно построить последовательность отношений Фибонначи, состоящую из отношений предшествующего числа к последующему:
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Можно доказать, что пределом последовательности отношений Фибонначи является так называемое «золотое сечение» единичного отрезка, равное 
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,
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»

. Золотое сечение часто используются архитекторами, художниками, инженерами, так как именно оно соответствует интуитивным эстетическим вкусам большинства людей.

Изобразим графически последовательность отношений Фибонначи (рис.8).
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Рис.8. Графическое представление отношений Фибонначи

 Из рис.8 видно, что в случае появления «причины» для роста значений переменной 
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 на определенную величину, объективно равную 0,618, этот рост проходит стадию затухающих колебаний. Вначале величина 
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возрастает на единицу (
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), затем происходит снижение уровня ряда до значения 
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(в техническом анализе снижения значения «у» после периода роста называется коррекцией). Далее амплитуды роста и коррекции, соответствующие отношениям Фибонначи, быстро затухают, и уже значение у(8) практически совпадает с золотым сечением, равным 0,618.

Отношения Фибонначи известны профессиональным трейдерам. Однако они, как и все нормальные люди, подвержены эмоциям, коллективной эйфории, коллективной панике и т.д. Поэтому гармония затухающих колебаний курса акций в соответствии с соотношениями Фибонначи в реальной практике работы рынков встречается не так часто. Гораздо чаще участки роста и коррекции выстраиваются несколько иначе.

15.3. Волны Эллиота
Анализируя графические представления временных рядов (рис.9), описывающих динамику изменения курса ценных бумаг (акций, облигаций и т.д.), можно заметить весьма характерные, часто повторяющиеся сочетания участков роста и коррекции. В техническом анализе подобные сочетания (фигуры) получили собственные названия (например, фигура «голова-плечи», «волна Эллиота» и др.). Наличие подобных повторяющихся сочетаний объясняется сходными реакциями множества рыночных игроков, т.е. проявление их совместной коллективной реакции на определенные факторы. Наиболее интересной является волна Эллиота.

Когда группа сильных мужчин собирается сделать трудную физическую работу, например, поднять якорь своей бригантины, то довольно часто этот подъем они выполняют в три приема, на «раз-и-два-и-три». Волна Эллиота тоже имеет три участка подъема, прерываемые двумя участками коррекции (см. рис.9). Далее волна спадает в два приема, между которыми обычно наблюдается один участок возрастающей коррекции. Итого, волна Эллиота обычно состоит из восьми участков. Амплитуды подъемов и спадов на каждом из них, по-видимому, связаны с отношениями Фибонначи,  но доказать это пока не представляется возможным. Однако довольно часто отношения между финальным значением переменной «у» (курса акций) после восьмого участка (у8) и ее максимальным значением после пятого (у5) оказываются равными «золотому сечению», т.е.  
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Рис.9. Типичная волна Элиота


Внимательно изучая динамику изменения курсов акций, ва-лют и т.п., можно обнаружить волны, подобные волнам Эллиота. Иногда начавшая формироваться волна вдруг меняет свою конфигурацию. Это означает, что появилась какая-то новая, другая причина, возможно новая информация, которая отразилась на поведении игроков. В условиях свободного рынка нельзя прогнозировать развитие ситуации со 100%-ной уверенностью. Однако знание основ технического анализа, законов экономической теории, умение выполнять необходимые эконометрические процедуры, практический опыт работы на данном рынке – дают игроку серьезные преимущества.

Вопросы к теме:

1. Как строится «линия поддержки» возрастающего временного тренда на заданном интервале?

2. Как строится «линия сопротивления» убывающего временного тренда на заданном интервале?
3. Приведите графический пример краткосрочного и среднесрочного каналов поддержки и сопротивления.

4. Какой обычно бывает величина коррекции после возрастающего участка тренда?

5. Что такое «золотое сечение»?

6. Сколько интервалов монотонности имеет стандартная волна Эллиота?

7. Изобразите типичную волну Эллиота 
а) в случае возрастающего тренда; 
б) в случае убывающего тренда.

8. Опишите стратегию игрока на рынке акций, играющего на «коротких» трендах(позициях).

9. Опишите стратегию игрока на рынке акций, играющего на «длинных» трендах(позициях).
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ПРИЛОЖЕНИЯ

Таблица 1

Значения 
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 k-критерия Стьюдента

	Число степеней свободы k
	Вероятность 
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	0,1
	0,5
	0,95
	0,99

	10
	13
	70
	23
	17

	11
	0,13
	0,70
	2,20
	3,11

	12
	13
	69
	18
	05

	13
	13
	69
	16
	01

	14
	13
	69
	14
	2,98

	15
	13
	69
	13
	95

	16
	0,13
	0,69
	2,12
	2,92

	17
	13
	69
	11
	90

	18
	13
	69
	10
	88

	19
	13
	69
	09
	86

	20
	13
	69
	09
	84

	21
	0,13
	0,69
	2,08
	2,83

	22
	13
	69
	07
	82

	23
	13
	68
	07
	81

	24
	13
	68
	06
	80

	25
	13
	68
	06
	79

	26
	0,13
	0,68
	2,06
	2,78

	27
	13
	68
	05
	77

	28
	13
	68
	05
	76

	29
	13
	68
	04
	76

	30
	13
	68
	04
	75

	40
	0,13
	0,68
	2,02
	2,70

	60
	13
	68
	00
	66

	120
	0,13
	0,68
	1,98
	2,62

	∞
	13
	67
	96
	58


Таблица 2

Значения dн и dв Критерия Дарбина-Уотсона 
на уровне значимости  
[image: image526.wmf]a

=0,05

(n- число наблюдений, p- число объясняющих переменных)

	n
	p=1
	p=2
	p=3

	
	dн
	dв
	dн
	dв
	dн
	dв

	15
	1,08
	1,36
	0,95
	1,54
	0,82
	1,75

	16
	1,10
	1,37
	0,98
	1,54
	0,86
	1,73

	17
	1,13
	1,38
	1,02
	1,54
	0,90
	1,71

	18
	1,16
	1,39
	1,05
	1,53
	0,93
	1,69

	19
	1,18
	1,40
	1,08
	1,53
	0,97
	1,68

	20
	1,20
	1,41
	1,10
	1,54
	1,00
	1,68

	21
	1,22
	1,42
	1,13
	1,54
	1,03
	1,67

	22
	1,24
	1,43
	1,15
	1,54
	1,05
	1,66

	23
	1,26
	1,44
	1,17
	1,54
	1,08
	1,66

	24
	1,27
	1,45
	1,19
	1,55
	1,10
	1,66

	25
	1,29
	1,45
	1,21
	1,55
	1,12
	1,66

	26
	1,30
	1,46
	1,22
	1,55
	1,14
	1,65

	27
	1,32
	1,47
	1,24
	1,56
	1,16
	1,65

	28
	1,33
	1,48
	1,26
	1,56
	1,18
	1,65

	29
	1,34
	1,48
	1,27
	1,56
	1,20
	1,65

	30
	1,35
	1,49
	1,28
	1,57
	1,21
	1,65
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