2.2. Предварительный графический анализ 
статистических данных
Допустим, что у нас имеются статистические данные указывающие значения двух переменных величин x и y, и есть основания предполагать, что эти величины взаимосвязаны. Мы хотим максимально точно определить математическую формулу для выражения этой связи. С чего начать? Разумнее всего с графического анализа. В системе координат (x, y) изобразим все точки, координаты которых заданы имеющимися в нашем распоряжении статистическими данными. В результате также мы получаем   графическое представление этих данных. При этом могут встретиться различные виды «картинок» (рис.1):
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Рис.1. Примеры графического представления статистических данных
Визуальный осмотр графических представлений А, В, С и D приводит к следующим предварительным  выводам: 

1) зависимость между x и y, представленная на картинке А, скорее всего линейная, с положительной ковариацией и может быть выражена линейной моделью (9);
2) зависимость между x и у в случае B скорее всего нелинейная (возможно степенная?), так как геометрическая форма картинки напоминает “расплывшуюся” гиперболу. Ковариация отрицательная. Линейная модель (9) не годится;
3) зависимость на картинке С точно нелинейная с переменной по знаку ковариацией (возможно парабола?), формула (9) также не подходит;
4) зависимость между x и y на картинке D слабая, возможно линейная с положительной корреляцией. Можно попробовать описать её с помощью модели (9),но удельный вес случайного члена “u” в этой модели будет очень значителен.

Случаи, подобные 2) и 3), когда математическая спецификация модели связи между x и y затруднена, мы рассмотрим позже в лекции, посвященной нелинейной регрессии.

А сейчас перейдем к более детальному рассмотрению случая парной линейной регрессии.

2.3. Уравнение линейной регрессии. 
Расчёт параметров по методу наименьших квадратов
Из курса математической статистики известно, что уравнение линейной регрессии между y и x имеет вид:
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где  
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 -   выборочные средние; 
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 и 
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 - выборочные средние квадратические отклонения;  
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-  коэффициент  корреляции.
Уравнение ( 10 ) мы запишем  далее в виде 

   y = b0  + b1x  + u ,                                (11)

где
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;  или 
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Вычисленные по формуле (12) значения 
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 и 
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 представляют собой наилучшие (с точки зрения метода наименьших квадратов) числовые оценки теоретических значений параметров линейной модели (11). Применение формулы (12) позволяет минимизировать сумму квадратов случайного фактора «u»; 
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т.е. минимизировать сумму квадратов отклонений реальных значений переменной уi от вычисленных значений 
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 этой переменной с помощью линейной модели (11)
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Будет ли линейная модель регрессии в этом случае достаточно надежной, чтобы её можно было использовать для прогнозирования значений переменной у в зависимости от изменения переменной х? Или, другими словами, насколько качественно объясняющая переменная х объясняет изменения переменной у при условии принятия линейной модели регрессии?

Обсуждение данного важного вопроса мы начнем в следующей лекции.

Пример.  Анализируя зависимость расходов населения США на продукты питания (у) от дохода (х), американские экономисты получили следующие уравнение регрессии:

y=55,3+0,093x ; (x,y-млрд. долларов).
Это уравнение позволяет предсказать, например, что если совокупный годовой доход населения увеличится на 1 млрд. долларов, то расходы на питание возрастут на 93 млн. долларов. Это позволяет прогнозировать изменение спроса. До настоящего времени это уравнение выполняется достаточно точно, т.е. данная регрессия оказалась достаточно качественной. Однако является ли данная модель наилучшей?

Вопросы к теме:

1. Назовите переменные, входящие в уравнение линейной модели регрессии (y=ax+b+u).

2. Почему на этапе анализа связи между экономическими переменными необходимо включать в модель регрессии случайный член?

3. Дайте примерное графическое изображение зависимости между х и у в случае, когда:

а) связь между х и у линейная, положительная;

б) связь между х и у линейная, отрицательная;

в) связь между х и у отсутствует.

4. Напишите уравнение парной линейной регрессии между х и у, используя известные выборочные средние х и у, средние квадратические отклонения 
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 и 
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 и выборочный коэффициент парной корреляции 
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5. В чем суть метода наименьших квадратов, применяемого при вычислении неизвестных параметров уравнения парной линейной регрессии?

6. Напишите формулы для вычисления параметров уравнения парной линейной регрессии с помощью метода наименьших квадратов.

7. Как можно использовать графическую интерпретацию данных для обнаружения ошибки, допущенной при вычислении параметров уравнения регрессии?

Лекция 3. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА 
ПАРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ
3.1. Условия Гаусса-Маркова
Регрессионная модель будет качественной, если выполняются следующие четыре требования Гаусса-Маркова к случайному члену "u" в уравнении (11);
1) математическое ожидание     
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2) дисперсия (среднее квадратическое отклонение)     
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=const (гомоскедастичность);
3) значения случайного члена  
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  (i=1,2,...,n) должны быть независимы друг от друга;
4) закон распределения значений случайного члена 
[image: image24.wmf]u

 не должен зависеть от объясняющей переменной 
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 и должен быть нормальным (хотя бы асимптотически).
Примеры невыполнения условий Гауса-Маркова.
1. Не выполняется 2-е условие, т.е. наблюдается непостоянство дисперсии (гетероскедастичность)  
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Рис.2. Нарушение второго условия Гаусса-Маркова

2. Не выполняется 3-е условие, т.е. имеет место автокорреляция
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Рис.3. Нарушение третьего условия Гаусса-Маркова

Как можно улучшить качество модели регрессии? (т.е. как бороться с гетероскедастичностью, автокорреляцией и др. недостатками). Подробнее об этом мы поговорим  позже. А сейчас остановимся на проблеме численной оценки качества регрессии.

Пусть имеется таблица статистических данных зависимости          y от x:
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и найдено по методу наименьших квадратов уравнение линейной регрессии:
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Тогда эту таблицу можно расширить :
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←расчетные значения «у»
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Рассмотрим сумму квадратов отклонений:
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Можно доказать, что 3-е слагаемое всегда равно нулю.

В результате получаем:
Q=Qr+Qe,
где Q - общая сумма квадратов отклонений; Qr - сумма квадратов отклонений, обусловленная регрессией; Qe - остаточная сумма квадратов характеризующая влияние случайного члена (
[image: image51.wmf]u

).
В переводной литературе обозначается: 
Qr - RSS (regression sum of squares); 
Qe - ESS (error sum of squares); 
Q - TSS (total sum of squares).

Определение. Мерой качества уравнения регрессии является  коэффициент детерминации, определяемый по формуле:
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Замечания.
1. Очевидно 0( R2 (1.
Если R2=1,то между у и х существует линейная функциональная зависимость и случайный  член в уравнении регрессии отсутствует (
[image: image53.wmf]u

=0).
Если R2=0, то уравнение регрессии не описывает зависимости между y и x.(качество = нулю). Изменения величины "y" в этом случае полностью определяются случайным членом "u"; переменная "x" к этим изменениям не имеет отношения.
2. В случае парной линейной регрессии выполняется равенство 
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Если уравнение  регрессии нелинейное, то это равенство не выполняется.

3. Иногда коэффициент детерминации выражают  в процентах. Например, если R2 =0,7, то это означает, что 70% изменения объясняемой переменной у объясняется изменением переменной х, включенной в данное уравнение регрессии. Остальные 30% изменения у данным уравнением регрессии не объясняются.

3.2. Коэффициент ранговой корреляции Спирмена
В экономическом анализе иногда встречаются задачи, в которых необходимо найти зависимость между характеристиками объектов. Причем характеристики этих объектов получены в результате определенных процедур оценивания (ранжирования), например, оценки силы землетрясения (в баллах шкалы Рихтера), оценки квалификации специалистов определенного профиля  (в баллах, предусмотренных специальным тестом) и т.д.

Если при ранжировании по двум признакам количества различных рангов одинаковы, то можно ставить задачу оценки тесноты связи между этими признаками. Для решения этой задачи существует

 Тест Спирмена. Находится коэффициент ранговой корреляции Спирмена по формуле :
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 где  ri и  si - ранги признаков (переменных); n-число пар наблюдений. 

При строгой положительной корреляции ri = si ,(i=1,2,….,n) и, очевидно , ρ=1.При строгой отрицательной корреляции 
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.  В остальных случаях 
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Задача. Даны результаты предварительного тестирования и экзаменационные оценки 10 студентов.

Найти коэффициент ранговой корреляции Спирмена.

	Студент
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Результат теста
	12
	10
	15
	8
	17
	18
	16
	20
	4
	9

	Оценка на экзамене
	4
	3
	4
	2
	4
	5
	5
	5
	2
	3


Решение.
Ранжируем результаты теста по пятибалльной шкале, используя следующую схему:

0-5 баллов-“1”;6-10 баллов-“2”;11-14 баллов-“3”;15-17 баллов-“4”;18-20 баллов-“5”.

Тогда получим следующую таблицу ранжированных признаков, в которой количество рангов одинаковы и равны 5.

	Тест   (r)
	3
	2
	4
	2
	4
	5
	4
	5
	1
	2

	Экзамен  (s)
	4
	3
	4
	2
	4
	5
	5
	5
	2
	3


Тогда по формуле (14)
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Значение 
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 близко к 1, следовательно, между результатами теста и оценками на экзамене существует тесная положительная линейная связь.  

Вопросы к теме:

1. Сформулируйте четыре условия теоремы Гаусса-Маркова для случая парной линейной регрессии.

2. Что такое гетероскедастичность?

3. Что является признаком автокорреляции?

4. Объясните смысл аббревиатур : Qr=RSS, Qe=ESS, Q=TSS, используя принятую в эконометрике английскую терминологию.

5. Дайте  определение коэффициента детерминации R2.
6. Напишите формулу для вычисления R2 и укажите интервал его возможных значений.

7. В каких случаях выполняется равенство R2=r2x,y?

8. Объясните смысл коэффициента детерминации, если он выражен в процентах.

9. В чем заключается процедура предварительного ранжирования для применения теста Спирмена?

10. В каких пределах могут находиться возможные значения  коэффициента ранговой корреляции Спирмена?
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