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Опорный конспект лекций  по  курсу математики
первого и второго семестров  (бакалавры)
(для инженерных специальностей с большим объемом курса математики)
ЭЛЕМЕНТЫ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ И ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

Под множеством будем понимать совокупность элементов, обладающим каким-либо свойством.

Обозначение Множество обозначается прописными латинскими буквами 
[image: image1.wmf],,,...
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; элементы – строчными латинскими 
[image: image2.wmf],,,...
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; свойство  представляет собой предложение или формулу 
[image: image3.wmf]()
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, содержащие обозначение элемента. Запись  
[image: image4.wmf](
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 читается  "
[image: image5.wmf]A

 по определению есть множество элементов 
[image: image6.wmf]x

, которые обладают свойством 
[image: image7.wmf]()
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ПРИМЕР Множество 
[image: image8.wmf]¥

 натуральных чисел 
[image: image9.wmf]1,2,...

. Множество 
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 целых чисел 
[image: image11.wmf]0,1,2,...
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 рациональных чисел (дробей). Множество действительных (вещественных) чисел 
[image: image13.wmf]R

, которое состоит из множества рациональных чисел 
[image: image14.wmf]Q

 и множества иррациональных чисел 
[image: image15.wmf]I

. Иррациональными являются, например, числа 
[image: image16.wmf]21,4241...,3,14159...
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ЗАМЕЧАНИЕ Действительной число рационально тогда и только тогда, когда оно представимо периодической десятичной дробью.

Определение Множество, не содержащее элементов, называется пустым.

Обозначение 
[image: image18.wmf]f

.

Определение Множество 
[image: image19.wmf]B

, все элементы которого принадлежат 
[image: image20.wmf]A

, называется подмножеством множества  
[image: image21.wmf]A

.

Обозначение 
[image: image22.wmf]BA
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.  Если же 
[image: image23.wmf]B

 является подмножеством, но не совпадает с 
[image: image24.wmf]A

, то 
[image: image25.wmf]BA
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Определение Множества 
[image: image26.wmf],

AB

 совпадают, если 
[image: image27.wmf],
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.         Обозначение 
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Определение  Декартовым произведением множеств 
[image: image29.wmf]12
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 называется множество упорядоченных 
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-ок элементов 
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ЗАМЕЧАНИЕ  Если 
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Определение  Высказывание – предложение, о котором можно сказать, что оно истинно или ложно.

Обозначение Если нас интересует высказывание безотносительно к его истинности или ложности, то оно обозначается большими латинскими буквами 
[image: image34.wmf],,...
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. Истинное высказывание обозначается 
[image: image35.wmf]1

, а ложное - 
[image: image36.wmf]0

.
[image: image37.wmf]
Определим 5 операций над высказываниями.

Определение  Отрицанием высказывания 
[image: image38.wmf]A

 называется высказывание, которое истинно, если 
[image: image39.wmf]A

 ложно, и наоборот, ложно, если 
[image: image40.wmf]A

 истинно.

Обозначение  
[image: image41.wmf]A
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 или 
[image: image42.wmf]A

. Читается "неверно, что 
[image: image43.wmf]A
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Истинностная таблица операции отрицания есть   
[image: image44.wmf]01
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Определение   Дизъюнкцией высказываний 
[image: image45.wmf],
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 называется высказывание, которое истинно, когда истинно или 
[image: image46.wmf]A

 или 
[image: image47.wmf]B

, или оба вместе.

Обозначение 
[image: image48.wmf]В
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[image: image49.wmf]A

 или 
[image: image50.wmf]B

".

Истинностная таблица операции дизъюнкции   
[image: image51.wmf]000
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Определение  Конъюнкцией высказываний  
[image: image52.wmf],
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 называется 

высказывание, которое истинно тогда и только тогда, когда и 
[image: image53.wmf]A

 и 
[image: image54.wmf]B

 

истинны.                                   Обозначение 
[image: image55.wmf]AB
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 или просто 
[image: image56.wmf]AB

.Читается "
[image: image57.wmf]A

 и 
[image: image58.wmf]B

". 

Истинностная таблица конъюнкции    
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Определение  Импликацией высказываний 
[image: image60.wmf],
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 называется высказывание, которое ложно тогда и только тогда, когда 
[image: image61.wmf]A

 истинно, а 
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 ложно.

Обозначение  
[image: image63.wmf]В
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, то 
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" или "из 
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 следует
[image: image67.wmf]B
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Истинностная таблица импликации     
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Определение  Эквиваленцией высказываний  
[image: image69.wmf],
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 называется высказывание, которое истинно тогда и только тогда, когда 
[image: image70.wmf],
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 оба истинны или оба ложны.    Обозначение 
[image: image71.wmf]AB
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.  Читается  "
[image: image72.wmf]A

 тогда и только тогда, когда 
[image: image73.wmf]B

", или "
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 равносильно 
[image: image75.wmf]B

".

Истинностная таблица операции эквиваленции     
[image: image76.wmf]001
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Определение Высказывание, получаемое из какой-либо группы исходных (элементарных, простых) с помощью 5 операций, называется  формулой (логической).

Порядок выполнения операций в формуле следующий: 
[image: image77.wmf],,,,
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. 
Порядок можно изменить расстановкой скобок.

Определение  Переменные, принимающие только два значения 
[image: image78.wmf]0

или 
[image: image79.wmf]1

, называются двоичными. Функция от 
[image: image80.wmf]n

 двоичных переменных, принимающая только два значения 
[image: image81.wmf]0

или 
[image: image82.wmf]1

, называется булевой функцией.

Каждая формула порождает булеву функцию,  которая задается истинностной 
таблицей.

Определение Формулы называются эквивалентным (равносильными), если их булевы функции совпадают.                       Обозначение 
[image: image83.wmf]AB

:

. 

Определение Теорема, формулируемая в форме высказывания 
[image: image84.wmf]В
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 называется прямой. Образованное из нее высказывание 
[image: image85.wmf]А
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 - обратной теоремой. Высказывание вида 
[image: image86.wmf]AB
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 называется  противоположной теоремой, а высказывание 
[image: image87.wmf]ВА

ØÞØ

 -  теоремой, обратной к противоположной.

ЗАМЕЧАНИЕ Прямая теорема равносильна обратной к противоположной; обратная теорема равносильна противоположной.

Это следует из совпадения соответствующих таблиц истинности.
Определение  Методом доказательства от противного теоремы 
[image: image88.wmf]АВ
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 называется доказательство равносильной ей теоремы 
[image: image89.wmf]ВА
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Определение Теорема, формулируемая в форме 
[image: image90.wmf]АВ
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, называется критерием.

ЗАМЕЧАНИЕ Так как 
[image: image91.wmf]()()()
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, то  доказательство критерия равносильно доказательству двух теорем - прямой и обратной.
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Определение  Понятия, обладающие объемом с числом объектов 
[image: image92.wmf]1

>

 называются предметными переменными, а их объем называется областью определения предметной переменной. Конкретные значения (реализации, интерпретации, примеры) этих понятий, а также имена собственные называются предметными постоянными. Предметные постоянные и предметные переменные называются  термами. 

Определение  Предложение, содержащее термы, называется высказывательной функцией (предикатом), если оно становится высказыванием всякий раз, когда входящие в него предметные переменные принимают конкретные значения.

Определение Предикат называется n-местным, если он содержит 
[image: image93.wmf]n

 предметных переменных.                      Обозначение 
[image: image94.wmf]1
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ЗАМЕЧАНИЕ 0-местный предикат естественно считать высказыванием.

Определение Областью определения предиката называется множеств 
[image: image95.wmf]D

 
[image: image96.wmf]n

-ок значений 
[image: image97.wmf]1
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Для предиката 
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 подмножество тех 
[image: image101.wmf]n

-ок переменных,  на которых этот предикат превращается в истинное высказывание. 

Определение  Квантором общности называется операция перехода от  
[image: image102.wmf]n

- местного предиката 
[image: image103.wmf]1
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[image: image104.wmf](1)
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-местному предикату, которая читается так: "для каждого 
[image: image105.wmf]kk
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(,...,,...,)

kn

РXxX

".
Обозначение 
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Определение Переменная 
[image: image108.wmf]k
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 предиката 
[image: image109.wmf]1
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 называется свободной, а 
исчезнувшая переменная 
[image: image110.wmf]k
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 предиката 
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Определение Квантором существования называется операция перехода от 
[image: image112.wmf]n

-местного предиката 
[image: image113.wmf]1
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Обозначение 
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ЗАМЕЧАНИЕ Над предикатами можно производить пять логических операций.
ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Определение Матрицей размера 
[image: image118.wmf]mn
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 называется совокупность чисел, расположенных в виде таблицы  из m строк и n столбцов.

Обозначение 
[image: image119.wmf](
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Определение Матрицы 
[image: image120.wmf](),()
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 называются  равными, 
[image: image121.wmf]B
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[image: image122.wmf]ijij
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Определение Матрица называется квадратной, если 
[image: image123.wmf]n
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Определение Диагональ квадратной матрицы, начинающаяся в левом верхнем, и  оканчивающаяся в правом нижнем углу, называется главной; вторая диагональ – неглавная.

Определение Квадратная матрица называется единичной, если все числа на главной диагонали равны 1, а все числа вне главной диагонали равны 0.

Определение Матрица называется нулевой (нуль-матрица), если все ее элементы равны 
[image: image124.wmf]0
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Определение Суммой двух матриц 
[image: image125.wmf](),()
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 называется матрица 
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Определение Произведением матрицы 
[image: image128.wmf]()
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 называется матрица 
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Определение Произведением матрицы 
[image: image131.wmf]()
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 на матрицу 
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[image: image134.wmf]pn
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 называется матрица 
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Определение  Квадратная матрица 
[image: image138.wmf](
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 называется обратной к квадратной матрице 
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Определение 1 Определителем (детерминантом) первого порядка квадратной матрицы 
[image: image143.wmf]11
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 называется число 
[image: image145.wmf]1111
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Определение 2 Определителем 
[image: image146.wmf]n

-го порядка квадратной матрицы 
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где 
[image: image150.wmf]ik
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 - определитель 
[image: image151.wmf](
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-го порядка матрицы, которая  получается 
вычеркиванием из матрицы 
[image: image152.wmf]A

 
[image: image153.wmf]i

-той строки и 
[image: image154.wmf]k

-го столбца. 

ЗАМЕЧАНИЕ Данная формула вычисления называется  разложением определителя  по 
[image: image155.wmf]i

- ой строке. Формула разложения по 
[image: image156.wmf]j

- ому столбцу имеет вид  


[image: image157.wmf](
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ТЕОРЕМА  1) Если в определителе поменялись местами две строки (два столбца), то новый определитель будет отличаться от исходного только знаком.

2) Если элементы одной строки (или столбца) умножить на одно и тоже число λ, то полученный новый определитель будет в λ  раз больше исходного.

3) Если к одной строке (столбцу) прибавить поэлементно другую строку (столбец), то полученный новый определитель совпадет с исходным.

4) Пусть два определителя одинакового порядка различаются только одной строкой (столбцом). Тогда их сумма совпадает с определителем, у которого соответствующая строка (столбец) есть сумма строк (столбцов) слагаемых определителей.

Определение  Минором порядка 
[image: image158.wmf]k

 матрицы 
[image: image159.wmf]A

  называется определитель матрицы, элементы которой стоят на пересечении каких-либо 
[image: image160.wmf]k

 строк и 
[image: image161.wmf]k

 столбцов матрицы 
[image: image162.wmf]A

.

Определение Рангом матрицы называется самый большой порядок у не равных нулю миноров этой матрицы.                Обозначение 
[image: image163.wmf]rangA

.

Определение Квадратная матрица  А  называется невырожденной, если 
[image: image164.wmf]det0
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Определение Матрица 
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 называется транспонированной к матрице 
[image: image167.wmf]111
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Определение Число 
[image: image168.wmf](
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 называется алгебраическим дополнением элемента 
[image: image169.wmf]ij
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 матрицы 
[image: image170.wmf]A

, а матрица 
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 - присоединенной матрицей к матрице 
[image: image172.wmf]A
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ЗАМЕЧАНИЕ Если матрица 
[image: image173.wmf]A

 не вырождена, то существует обратная матрица 
[image: image174.wmf]1
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Определение Системой линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
называется система уравнений вида  
[image: image176.wmf]11111
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, где известные числа 
[image: image177.wmf],1,...,
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, называются коэффициентами СЛАУ; известные числа 
[image: image178.wmf]1
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- свободными членами; неизвестные, искомые числа 
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 - решением СЛАУ.

Обозначения 
[image: image180.wmf]111
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 - матрица коэффициентов; 
[image: image181.wmf]1
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 - матрица свободных членов; 
[image: image182.wmf]1
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 - матрица неизвестных; 
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 - расширенная матрица СЛАУ.
Эти обозначения позволяют записать СЛАУ в матричном виде 
[image: image184.wmf]AXB
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Определение  Решить СЛАУ – это значит найти все ее решения.

Определение  СЛАУ называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. В противном случае СЛАУ несовместна.
Определение  Две СЛАУ одинакового порядка называются эквивалентными, если они 
обе несовместны или обе совместны и имеют одинаковое множество решений.

ЗАМЕЧАНИЕ  СЛАУ  переходит в эквивалентную при следующих элементарных преобразованиях:     1) перестановка местами двух уравнений,

2) умножение какого-либо уравнения на неравное нулю число,

3) поэлементное прибавление к одному уравнению другого уравнения.

Определение  СЛАУ называется определенной, если она имеет ровно одно решение и неопределенной, если решений больше одного.

ТЕОРЕМА 1) (критерий  Кронекера-Капелли совместности СЛАУ)  СЛАУ совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы этой СЛАУ равен  рангу расширенной матрицы.

2) (критерий определенности СЛАУ)  Для того чтобы СЛАУ была определенной необходимо и достаточно, чтобы она была совместной и ранг матрицы коэффициентов совпадал с числом неизвестных: 
[image: image185.wmf].
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3) (формулы Крамера)  Определенная СЛАУ  с помощью элементарных преобразований приводится к СЛАУ, у которой матрица коэффициентов 
[image: image186.wmf]A

 квадратная и 
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. В этом случае решение СЛАУ вычисляется по формулам Крамера 
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-определитель, получаемый из 
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 заменой i-ого столбца на столбец свободных членов.

СЛЕДСТВИЕ СЛАУ с 
[image: image191.wmf]mn
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 будет определенной тогда и только тогда, когда 
[image: image192.wmf]rangAn
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Определение  Элементарными преобразованиями матрицы называются 
следующие:   1) перестановка двух строк;
2) поэлементное умножение какой-либо строки на неравное нулю число;
3) прибавление к одной строке соответствующих элементов другой строки.

ЗАМЕЧАНИЕ СЛАУ преобразуется в эквивалентную, если ее расширенную матрицу подвергнуть элементарным преобразованиям.

Определение  Методом Гаусса называется метод решения СЛАУ с помощью элементарных преобразований по следующему правилу.

АЛГОРИТМ  Сначала обнуляются все элементы, стоящих ниже главной 
диагонали последовательно по столбцам, начиная с первого; затем обнуляют 
элементы над диагональю последовательно по столбцам, начиная с 
[image: image193.wmf]n
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Определение  Векторным (линейным) пространством называется множество Е, для элементов которого определены операции сложения и умножения на число, удовлетворяющие следующим аксиомам:

1)
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Определение  Линейной комбинацией (линейной алгебраической суммой) элементов 
[image: image202.wmf]1
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 называется сумма вида 
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[image: image204.wmf]1

,...,

n

aa

- действительные числа, которые называются  коэффициентами разложения.

Определение Элементы 
[image: image205.wmf]1
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 называются линейно зависимыми, если существует равная нулю линейная комбинация этих элементов, в которой не все коэффициенты равны нулю. В противном случае элементы называются  линейно независимыми.

СЛЕДСТВИЕ Элементы линейно зависимы тогда и только тогда, когда хотя бы один из них представим в виде линейной комбинации остальных.

Определение Последовательность элементов 
[image: image206.wmf]1
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 называется  полной (базисом) в векторном пространстве 
[image: image207.wmf]E

 если каждый элемент из Е (единственным образом) представим в виде линейной комбинации этих элементов.

ТЕОРЕМА 2.3    1) Последовательность 
[image: image208.wmf]1
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 является базисом в векторном пространстве тогда и только тогда, когда элементы 
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 линейно независимы и каждый элемент из 
[image: image210.wmf]E

 представим в виде их линейной комбинации.

2) Базисы в векторном пространстве имеют одинаковое число элементов.

Определение  Если в векторном пространстве существует базис, то число элементов 
[image: image211.wmf]n

 этого базиса называется размерностью пространства Е, а пространство называется 
[image: image212.wmf]n

- мерным.                       Обозначение. 
[image: image213.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image214.wmf]dim:
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Определение  Векторное пространство Е называется бесконечномерным, если в нём не существует базис с конечным числом элементов.

Определение Декартовым произведением векторных пространств  E и F называется декартово произведение соответствующих множеств 
[image: image215.wmf]:{,}:,
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,  на котором определены операции сложения элементов и умножения их на число по правилу: 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1  Введенные операции на декартовом произведении удовлетворяют 8 аксиомам.

ЗАМЕЧАНИЕ 2 Аналогично определяются декартовы произведения  
[image: image218.wmf]n

 пространств 
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​5 развернутых важных примеров векторных пространств.

ПРИМЕР 1  Пространство векторов с общим началом 
[image: image221.wmf]3
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.

ПРИМЕР  2   Пространство комплексных чисел 
[image: image222.wmf]£

.

Определение Символ вида 
[image: image223.wmf]1
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, обладающий свойством 
[image: image224.wmf]2
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, называется  мнимой единицей.

Определение Выражение вида 
[image: image225.wmf]1
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[image: image226.wmf],
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, называется комплексным числом (в алгебраической форме).

Обозначение  Комплексное число традиционно обозначается буквой 
[image: image227.wmf]:
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; множество комплексных чисел обозначается 
[image: image228.wmf]£
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Определение  Вещественное число 
[image: image229.wmf]a

 называется действительной частью комплексного числа  
[image: image230.wmf]:
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, а вещественное  число 
[image: image231.wmf]b

 называется  коэффициентом  мнимой части 
[image: image232.wmf]bi

 комплексного  числа.

Обозначение  
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Определение Комплексные числа 
[image: image234.wmf]111222
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,  называются  равными, если равны их действительные и мнимые части: 
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Определение Число вида 
[image: image236.wmf]00
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 называется нулём (комплексным) и кратко обозначается 
[image: image237.wmf]0

. Вместо 
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 обычно пишут  просто 
[image: image239.wmf]a
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Определение Суммой комплексных чисел 
[image: image240.wmf]111
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:

zabi

=+

 называется комплексное число  
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Следующее определение несколько более общее, чем требуется в этом примере.

Определение Произведением комплексных чисел 
[image: image243.wmf]111
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ЗАМЕЧАНИЕ 1 Множество комплексных чисел 
[image: image246.wmf]£

 удовлетворяяет аксиомам 1)-8) векторного пространства относительно операций сложения и умножения на действительной число. Две аксиомы мы уже проверили.

ЗАМЕЧАНИЕ 2 Вещественная и мнимая единицы 1, 
[image: image247.wmf]i

 образуют базис в 
[image: image248.wmf]£

. Поэтому 
[image: image249.wmf]dim2
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ЗАМЕЧАНИЕ 3 В определении векторного пространство элементы умножаются на действительные числа. Аналогично определяется векторное пространство, в котором элементы умножаются на комплексные числа. В этом случае говорят о векторном пространстве  над полем комплексных чисел (комплексном пространстве).

ПРИМЕР 3  Пространство 
[image: image250.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image251.wmf],
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 матриц размера 
[image: image252.wmf]mn
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Определения равенства матриц, нулевой матрицы, суммы матриц и произведения 
матриц на число мы  уже давали. Из восьми аксиом проверим для множества 
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, например, четвертую. Матрица 
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 является 
противоположной к матрице 
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Действительно, 
[image: image256.wmf]111111
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[image: image257.wmf]0...0
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 - нуль-матрица.

ЗАМЕЧАНИЕ  Попарно различные матрицы размера  
[image: image258.wmf]mn
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 в количестве 
[image: image259.wmf]mn
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штук, у каждой из которых один элемент равен 1, а остальные равны 0, образуют 
базис в пространстве 
[image: image260.wmf],
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ПРИМЕР 4  Пространство 
[image: image261.wmf]n

P

  многочленов степени 
[image: image262.wmf]n
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Определение  Многочленом степени 
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 называется функция вида 
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. То есть многочлен является линейной комбинацией степеней 
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Определение Многочлены 
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 называются равными, если у них совпадают коэффициенты при одинаковых степенях
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Определение  Многочлен 
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 называется нулевым (нулем в простран стве) 
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 и обозначается 
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Определение  Суммой  многочленов 
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Определение Произведением числа 
[image: image277.wmf]l
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 на многочлен 
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называется многочлен 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1 Множество 
[image: image280.wmf]n
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 удовлетворяет аксиомам 1)-8), и потому является векторным пространством.

ЗАМЕЧАНИЕ 2 Последовательность многочленов 
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 является базисом в 
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 ПРИМЕР 5  Арифметическое пространство 
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 мы обозначили множество  упорядоченных 
[image: image286.wmf]n

-ок действительных чисел.

Определение  Две 
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 называются равными, если числа, стоящие на одинаковых местах, совпадают: 
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Определение  Нулём в 
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 называется  
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Определение Суммой двух 
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Определение Произведением числа 
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[image: image298.wmf]n

- ку 
[image: image299.wmf]1

{,...,}

n

aaa

=

 называется  
[image: image300.wmf]n

- ка 

[image: image301.wmf]1

:{,...,}

n

aaa

lll

=

.

ЗАМЕЧАНИЕ 1  Множество 
[image: image302.wmf]n

¡

 удовлетворяет аксиомам 1)-8), и потому является векторным пространством.

ЗАМЕЧАНИЕ 2  Элементы 
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 образуют базис в 
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ЗАМЕЧАНИЕ 3 Множества чисел 
[image: image306.wmf],,,

¥¢¤

I

  не являются векторными пространствами.
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Определение  Отображением множества 
[image: image307.wmf]A

 в множество 
[image: image308.wmf]B

 называется правило, сопоставляющее каждому элементу из 
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 один элемент из 
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. В случае 
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 отображение называется преобразованием.

Обозначение Правило обозначается латинскими буквами. Например, 
[image: image312.wmf]:
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Определение  Множество 
[image: image313.wmf]A

 называется областью определения отображения 
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; 
множество 
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 - областью значений отображения; множество 
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- множеством значений (образом отображения) 
[image: image317.wmf]F

.

Определение  Отображение 
[image: image318.wmf]L

 из векторного пространства 
[image: image319.wmf]E

 в векторное  пространство 
[image: image320.wmf]F

 называется линейным оператором (отображением), если 


[image: image321.wmf](
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Определение  Линейный оператор 
[image: image322.wmf]:

LEF
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 называется изоморфизмом векторных пространств 
[image: image323.wmf]E

 и 
[image: image324.wmf]F

, если он переводит разные элементы в разные: 
[image: image325.wmf]12

,
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[image: image326.wmf]1212
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, и каждый элемент из 
[image: image327.wmf]F

 является образом некоторого элемента из 
[image: image328.wmf]E

: 
[image: image329.wmf]yFxELxy

"Î$Î=

. При этом пространства 
[image: image330.wmf],

EF

называются изоморфными.

ЗАМЕЧАНИЕ 1 Это понятие позволяет формулировать результаты для векторного пространства на языке изоморфного ему пространства. Иногда это оказывается удобным. 

Определение Линейный оператор из 
[image: image331.wmf]E

 в 
[image: image332.wmf]()

¡
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 называется  линейной формой (линейным функционалом).
Определение  Отображение 
[image: image333.wmf]1
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Fxx

 из векторного пространства 
[image: image334.wmf]n

E

 в вектор ное пространство 
[image: image335.wmf]F

 называется 
[image: image336.wmf]n

- линейным полилинейным) отображением, если оно является линейным отображением из 
[image: image337.wmf]E

 в 
[image: image338.wmf]F

 по каждой переменной 
[image: image339.wmf]k

x

, 
[image: image340.wmf]1,..,
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, при фиксированных остальных.

Определение 
[image: image341.wmf]n

- линейное отображение из 
[image: image342.wmf]n

E

 в 
[image: image343.wmf]¡

 называется 
[image: image344.wmf]n

- линейной (полилинейной) формой.

ЗАМЕЧАНИЕ  2 - линейное отображение 
[image: image345.wmf]2
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 принято называть билинейным отображением .

Определение Билинейная форма 
[image: image346.wmf]2
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 называется скалярным произведением на векторном пространстве 
[image: image347.wmf]E

, если она  обладает свойствами:
1) 
[image: image348.wmf],(,)(,)

xyEByxBxy
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;  2) 
[image: image349.wmf](
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[image: image350.wmf]0(,)0
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Обозначение  
[image: image351.wmf],(,):(,)

xyxyBxy
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Определение Отображение 
[image: image352.wmf]:
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, называется нормой, если оно обладает 
свойствами:
1)
[image: image353.wmf]00
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;      2) 
[image: image354.wmf]xExx
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;     3) 
[image: image355.wmf],

xyExyxy
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ЗАМЕЧАНИЕ 1  Понятие нормы, как нетрудно заметить по свойствам, обобщает понятие длины вектора в 
[image: image356.wmf]3
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.

ЗАМЕЧАНИЕ 2   Каждое скалярное произведение 
[image: image357.wmf]2
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 порождает норму в 
[image: image358.wmf]E

 по правилу 
[image: image359.wmf]:,
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СЛЕДСТВИЕ  Естественное скалярное произведение в 
[image: image360.wmf]n

%

R

 обладает свойством  
[image: image361.wmf]2222
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Определение 
[image: image362.wmf]n

-мерным евклидовым (точечным) пространством называется тройка объектов: 
[image: image363.wmf]n

-мерное векторное пространство 
[image: image364.wmf]E

, какое-либо скалярное произведение 
[image: image365.wmf],

xy

 на нём и множество “точек” 
[image: image366.wmf]P

, которые согласованы следующим образом:

1)  каждой упорядоченной паре точек 
[image: image367.wmf],
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 поставлен в соответствие один элемент 

[image: image368.wmf]xE
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, который обозначают 
[image: image369.wmf]xAB
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;          2) 
[image: image370.wmf]xEAP
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 существует единственная точка 
[image: image371.wmf]B

 со свойством 
[image: image372.wmf]xAB
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;  3) 
[image: image373.wmf],,
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[image: image374.wmf]ABBCAC

+=

.

Обозначение 
[image: image375.wmf]°
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Определение  Расстоянием между двумя точками 
[image: image376.wmf]12
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  называется число 

[image: image377.wmf](
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Определение 
[image: image378.wmf]n

-

мерным аффинным пространством называется пара 
[image: image379.wmf](,)
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 со свойствами 1) -3).

Определение 
[image: image380.wmf]n

-

мерным евклидовым векторным пространством называется пара 
[image: image381.wmf](,,)
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Определение  
[image: image382.wmf]n

- мерным арифметическим евклидовым пространством 
[image: image383.wmf]°

n

¡

  называет ся тройка объектов: арифметическое пространство 
[image: image384.wmf]n
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, естественное скалярное  произведение 
[image: image385.wmf]11

,:...

nn

xyxyxy
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 и множество ”точек” 
[image: image386.wmf]{
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. При этом точки 
[image: image387.wmf]1
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, 
[image: image388.wmf]1
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 свяжем с вектором из 
[image: image389.wmf]n
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 по правилу 
[image: image390.wmf]11
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. Тогда расстояние между точками 
[image: image391.wmf]1
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[image: image392.wmf]1

(,...,)

n

Byy

=

 
[image: image393.wmf]n
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 вычисляется по формуле 

[image: image394.wmf]22
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Определение В 
[image: image395.wmf]n

-

мерном евклидовом пространстве 
[image: image396.wmf]E
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 совокупность каких-либо точки 
[image: image397.wmf]OP

Î

 и базиса 
[image: image398.wmf]1
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 называется декартовой системой координат (ДСК).

Определение Символом Кронекера называется отображение 
[image: image399.wmf]2
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, определяемое по правилу 
[image: image400.wmf]:1
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, если 
[image: image401.wmf]ij
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 и 
[image: image402.wmf]:0
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, если 
[image: image403.wmf]ij
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Определение Базис называется ортонормированным, если 
[image: image404.wmf],,
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ijnee
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ЗАМЕЧАНИЕ Элементы 
[image: image405.wmf]i

e

 такого базиса попарно перпендикулярны: 

[image: image406.wmf],0
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 и их нормы равны единице: 
[image: image407.wmf]i
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[image: image408.wmf],1
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. Здесь аналогия со школой, когда равенство нулю скалярного произведения означало ортогональность векторов, а квадрат модуля вектора совпадал со скалярным произведением вектора на себя.

Определение  ДСК, в которой выделенный базис является ортонормированным, называется  прямоугольной декартовой системой координат (ПДСК).

ЗАМЕЧАНИЕ Всюду ниже ДСК предполагается прямоугольной, если не оговорено противное.

Определение Коэффициенты разложения элемента 
[image: image409.wmf]aE

Î

 по базису 
[image: image410.wmf]111
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eeaxexe
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, называются, как и ранее, координатами (компонентами) вектора  
[image: image411.wmf]a

 в  базисе 
[image: image412.wmf]1
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Обозначение 
[image: image413.wmf]1
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axx
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. Это обозначение объясняется изоморфизмом между пространствами 
[image: image414.wmf]E

 и 
[image: image415.wmf]n
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, устанавливаемым линейным оператором 
[image: image416.wmf]1
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Laxx

=

,  где 
[image: image417.wmf]11
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Определение Радиусом-вектором точки 
[image: image418.wmf]M

 и ПДСК называется  вектор 
[image: image419.wmf]OM

.

Определение Координатами точки 
[image: image420.wmf]MP

Î

 в ПДСК называются компоненты её радиуса-вектора 
[image: image421.wmf]OM

.

Обозначение Если 
[image: image422.wmf]11
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, то 
[image: image423.wmf]11
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Определение Пусть дана матрица 
[image: image424.wmf]()

ij

Aa

=

 размера 
[image: image425.wmf](
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[image: image426.wmf]rangAnk
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 и последовательность чисел 
[image: image427.wmf]1
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. 
[image: image428.wmf]k

-мерной плоскостью в 
[image: image429.wmf]n

-мерном евклидовом пространстве 
[image: image430.wmf]E
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 с фиксированной ПДСК называется множество точек 
[image: image431.wmf]1
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, координаты которых удовлетворяют СЛАУ 
[image: image432.wmf]11111
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Определение  Прямой в 
[image: image433.wmf]E

%

 называется  
[image: image434.wmf]1

-плоскость.

Определение  Полярной системой координат в 
[image: image435.wmf]2

V
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 называется совокупность точки 
[image: image436.wmf]O

(-полюс) и луча с началом в этой точке (-полярная ось).

Определение  Полярными координатами точки 
[image: image437.wmf]M

 называется пара чисел 
[image: image438.wmf](,)
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, где 
[image: image439.wmf],
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угол между полярной осью и вектором 
[image: image440.wmf]OM

, отсчитываемый против часовой стрелки.

ЗАМЕЧАНИЕ 1  Каждая точка евклидовой плоскости 
[image: image441.wmf]2
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 вполне определяется заданием полярных координат.

ЗАМЕЧАНИЕ 2  Совместим прямоугольную декартову и полярную системы координат так, чтобы начало координат совпадало с полюсом, а ось 
[image: image442.wmf]OX

 - с полярной осью Тогда декартовы координаты 
[image: image443.wmf](,)
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 точки 
[image: image444.wmf]M

 и ее полярные координаты связаны, как легко усмотреть из рисунка, равенствами 

[image: image445.wmf]cos
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[image: image446.wmf]22
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Определение В 
[image: image447.wmf]3
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 с ПДСК фиксируем точку 
[image: image448.wmf](,,)

Mxyz

. Тройка чисел 
[image: image449.wmf](,,)

ryj

, где 
[image: image450.wmf]0,02,0

ypjpr
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, называется сферическими координатами точки 
[image: image451.wmf]M

.

ЗАМЕЧАНИЕ 1 Каждая точка 
[image: image452.wmf]3
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 вполне определяется своими сферическими координатами.

ЗАМЕЧАНИЕ 2  Так как 
[image: image453.wmf]sin
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, то декартовы и сферические координаты точки 
[image: image454.wmf]M

 связаны равенствами 
[image: image455.wmf]sincos

sinsin
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Определение В 
[image: image456.wmf]3
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 с ПДСК фиксируем точку 
[image: image457.wmf](,,)

Mxyz

. Тройка чисел 
[image: image458.wmf](,,)

rz

y

, где 
[image: image459.wmf],02,0
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 называется цилиндрическими координатами точки 
[image: image460.wmf]M

.

ЗАМЕЧАНИЕ 1  Каждая точка 
[image: image461.wmf]M

 вполне определяется своими цилиндрическими координатами.

ЗАМЕЧАНИЕ 2 В ПДСК декартовы и цилиндрические координаты точки 
[image: image462.wmf]M

 связаны равенствами: 
[image: image463.wmf]cos
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Определение  Пусть даны ось 
[image: image464.wmf]l

 (
[image: image465.wmf]º

направленная прямая) и вектор 
[image: image466.wmf]a

. Опустим перпендикуляры из его концов  на ось. Проекцией вектора  
[image: image467.wmf]a

 на ось 
[image: image468.wmf]l

 называется расстояние между основаниями этих перпендикуляров, взятое со знаком "+", если  
[image: image469.wmf]¶
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 , со знаком "-", если  
[image: image470.wmf]¶
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 и равное нулю, если 
[image: image471.wmf]al

^

. Правило, сопоставляющее каждому вектору его проекцию на ось, называется операцией проектирования.                                   Обозначение  пр
[image: image472.wmf]l

a

.

ТЕОРЕМА                     1)  пр
[image: image473.wmf]¶
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.      2) 
[image: image474.wmf]3
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  пр
[image: image475.wmf]()

l

ab

+=

 пр
[image: image476.wmf]l
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[image: image477.wmf]l
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[image: image478.wmf]3
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[image: image479.wmf]l
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image480.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image481.wmf]a

 пр
[image: image482.wmf]l

a

, то есть операция проектирования является линейным функционалом.   4) Фиксируем ПДСК в 
[image: image483.wmf]3
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. Тогда проекции вектора  на оси 

координат 
[image: image484.wmf],,

OXOYOZ

 совпадают с компонентами этого вектора  в базисе 
[image: image485.wmf],,

ijk

 :  если 
[image: image486.wmf]{,,}
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, то 
[image: image487.wmf]x
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[image: image488.wmf]i

a

, 
[image: image489.wmf]y
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[image: image490.wmf]j
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[image: image491.wmf]z
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[image: image492.wmf]k
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5)  Косинусы 
[image: image493.wmf]¶

cos

ia

, 
[image: image494.wmf]¶

cos

ja

, 
[image: image495.wmf]¶

cos

ka

 называются направляющими 

косинусами вектора  
[image: image496.wmf]a

 и связаны равенством     
[image: image497.wmf]¶
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image498.wmf]¶
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image499.wmf]¶

2

cos

ka

=1.

СЛЕДСТВИЕ  Скалярное произведение векторов связано с операцией проектирования  равенством  
[image: image500.wmf]¶
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ЗАМЕЧАНИЕ  Пусть точка 
[image: image501.wmf](,,)
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 делит отрезок 
[image: image502.wmf]AB

 с концами в точках 

[image: image503.wmf]111222
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 в отношении 
[image: image504.wmf]AC
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. Тогда координаты 
[image: image505.wmf]C

 вычисляются по 
формулам 
[image: image506.wmf]121212
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В следующей теореме собраны свойства скалярного произведения.
ТЕОРЕМА     1)  
[image: image507.wmf]2
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.    2)  
[image: image508.wmf]0(0)(0)()
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.     3)  
[image: image509.wmf]abba
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4) Скалярное произведение является билинейной формой на 
[image: image510.wmf]2
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.

5)  Если в ПДСК 
[image: image511.wmf]111222
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, то 
[image: image512.wmf]121212
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Определение  (физический смысл скалярного произведения) Работой постоянной силы 
[image: image513.wmf]F

 по перемещению материальной точки из начала в конец вектора 
[image: image514.wmf]s

 называется величина 
[image: image515.wmf]s
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Определение Упорядоченная тройка некомпланарных векторов 
[image: image516.wmf]c

b

a

,
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 с общим началом называется правой (левой), если из конца вектора 
[image: image517.wmf]c

 движение от 
[image: image518.wmf]a

 к 
[image: image519.wmf]b

 по кратчайшему из двух углов происходит против (по) часовой стрелки(е).

Определение Векторным произведением векторов 
[image: image520.wmf]b
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 называется вектор 
[image: image521.wmf]0

, если 
[image: image522.wmf](0)(0)(||)
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. В противном случае векторным произведением 
[image: image523.wmf]b
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 называется вектор 
[image: image524.wmf]c

, который вполне определяется свойствами:     

1)  
[image: image525.wmf]¶
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;      2)  
[image: image526.wmf],
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;      3)  
[image: image527.wmf]c
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,

 - правая тройка векторов.
Определение Смешанным произведением трех векторов 
[image: image528.wmf]c

b
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,

 называется число 
[image: image529.wmf]:([,],]
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ЗАМЕЧАНИЕ 1  (геометрический смысл модуля)

1) 
[image: image530.wmf]|[,]|

аb

 численно равен площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image531.wmf]b

a

,

 как на сторонах.  2) 
[image: image532.wmf]||

abc

 численно равен объему призмы, построенной на векторах  
[image: image533.wmf],,
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 как на ребрах   
[image: image534.wmf]·
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ЗАМЕЧАНИЕ 2   
[image: image535.wmf]abcbcacabbacacbcba

===-=-=-

.
В следующей теореме собраны свойства векторного произведения.
ТЕОРЕМА      1) Векторное произведение является билинейным отображением из 

[image: image536.wmf]2
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 в 
[image: image537.wmf]3
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.     2)  Если 
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СЛЕДСТВИЕ Ненулевые векторы 
[image: image540.wmf]{
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 параллельны тогда и только тогда, когда 
[image: image541.wmf]111
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Векторное произведение имеет до десятка физических смыслов. Приведем наиболее характерные.
Определение (физический смысл векторного произведения). Моментом относительно точки 
[image: image542.wmf]A

 силы 
[image: image543.wmf]B

F

, приложенной к точке 
[image: image544.wmf]B

, называется вектор 
[image: image545.wmf][]:[,]
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Определение (физический смысл векторного произведения) Пусть материальная точка 
[image: image546.wmf]A

 вращается по окружности (с центром 
[image: image547.wmf]O

) с линейной скоростью 
[image: image548.wmf]A

V

. Вектором угловой скорости вращения этой точки относительно цента 
[image: image549.wmf]O

 называется расположенный на оси вращения вектор 
[image: image550.wmf]w

, определяемый равенством 
[image: image551.wmf][,]
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. Это равенство называется формулой Эйлера.

В следующей теореме собраны свойства смешанного произведения.

ТЕОРЕМА  1)  
[image: image552.wmf]0(0)(0)(0)
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  (векторы 
[image: image553.wmf],,
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 компланарны)

2)  Смешанное произведение является  3– линейной формой: 
[image: image554.wmf]3
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3)  Если 
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[image: image556.wmf]111

222

333

xyz

abcxyz

xyz

=

.

Напомним, что плоскостью ((2 - плоскостью)в 
[image: image557.wmf]3
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  с фиксированной ПДСК называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению             
[image: image558.wmf]0
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, где 
[image: image559.wmf]222
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.                                                         Определение Вектором нормали к плоскости называется вектор, перпендикуляр ный любому вектору, начало и конец которого лежат  в этой плоскости .                                                                                          Определение Углом между плоскостями называется угол между их векторами нормалей. В зависимости от выбранных векторов нормалей этот угол имеет два значения.                                                                                                                  ТЕОРЕМА  Пусть заданы 3 плоскости 
[image: image560.wmf]:0,1,2,3
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.      Тогда имеют место следующие утверждения.    1)  
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. 3) Плоскости 
[image: image564.wmf]123

,,

LLL

 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда  
[image: image565.wmf]3det0
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.
4)  плоскости  
[image: image566.wmf]123
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 пересекаются по одной прямой тогда и только тогда, когда 
[image: image567.wmf]2
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.  6) Расстояние от точки 
[image: image569.wmf]0000
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 до плоскости 
[image: image570.wmf]1
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 вычисляется по формуле 


[image: image571.wmf](
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Определение  Пусть векторы  
[image: image572.wmf]111222
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 не коллинеарны, и задана точка  
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. Формула  
[image: image574.wmf]120
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, определяющая множество точек с координатами 
[image: image575.wmf](,,)
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 в 
[image: image576.wmf]3
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, называется  параметрическим уравнением плоскости.                                                                                                                    ЗАМЕЧАНИЕ  а) Если плоскость задана параметрическим уравнением, то ее общее уравнение имеет вид
[image: image577.wmf]111111
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.                             б) Если плоскость задана уравнением 
[image: image578.wmf]000
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  и  для определенности 
[image: image579.wmf]0

A

¹

, то ее параметрическое уравнение можно задать, например, в виде 
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. Следующее замечание доказывается аналогично теореме. 
ЗАМЕЧАНИЕ Пусть в какой-либо ПДСК в евклидовой плоскости 
[image: image581.wmf]2
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 заданы две прямые 
[image: image582.wmf]12
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 уравнениями 
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. Тогда справедливы следующие утверждения.   1)  
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.        4) Расстояние от точки 
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[image: image589.wmf](
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Определение Множество точек, координаты которых 
[image: image590.wmf](,,)
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,                    (1)                                                            где 
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, называется уравнением прямой в 
[image: image593.wmf]3
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, проходящей через точку 
[image: image594.wmf]0000
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.                                                                                                Определение Пусть даны вектор 
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 и точка 
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. Система уравнений вида  
[image: image597.wmf]000
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                                (2)
называется каноническим уравнением прямой.
 Формула, 
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,                                             (3)                       определяющая множество точек в 
[image: image599.wmf]3
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 с координатами 
[image: image600.wmf](,,)
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, называется  параметрическим уравнением прямой.                                                   ЗАМЕЧАНИЕ 1  Направляющий вектор 
[image: image601.wmf]k

 параллелен любому вектору, начало и конец которого лежат на этой прямой.                                                               ЗАМЕЧАНИЕ 2   Уравнения (1), (2), (3), в которых  
[image: image602.wmf]111111
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 задают одну и ту же прямую в 
[image: image603.wmf]3
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.        Определение  Углом между двумя прямыми называется угол между  направляю щими векторами этих прямых. Этот угол принимает два значения.                           ТЕОРЕМА   Пусть даны две прямые  
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 и плоскость 
[image: image605.wmf]:0
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. Тогда имеют место утверждения.                                          1) 
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                                                     3)  
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.                                                 5)  
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.                                                                                6) Расстояние от точки 
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[image: image615.wmf]011

01

1

[,]

(,)

||

MMk

Ml

k

r

=

.                                                                                                                 7) Расстояние между двумя прямыми вычисляется по формуле 
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Приведем без доказательства виды уравнения прямой в евклидовой  плоскости 
[image: image617.wmf]2
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. ЗАМЕЧАНИЕ а) 
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 - параметрическое уравнение прямой.    г)  
[image: image622.wmf]1
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 - уравнение прямой  "в отрезках на осях 
[image: image623.wmf],
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". Название объясняя ется тем, что прямая пересекается с осью 
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 в точке 
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, а с осью 
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 - в точке 
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. д) 
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 есть  проекция радиусоввекторов точек 
[image: image631.wmf]M

 прямой на направление вектора нормали.
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Определение Кривой второго порядка в 
[image: image632.wmf]2
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 называется множество точек, координаты которых в какой-либо ПДСК удовлетворяют уравнению 
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ЗАМЕЧАНИЕ  Уравнение окружности можно задать и в параметрическом виде  


[image: image635.wmf][

]

0

0

cos

,0,2

sin

xRtx

t

yRty

p

ì

=+

ï

ï

Î

í

ï

=+

ï

î

, в чем нетрудно убедиться подстановкой в предыдущее уравнение.

Опредление Эллипс – множество точек в 
[image: image636.wmf]2
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, сумма расстояний от каждой и которых до двух заданных точек (фокусов) есть величина постоянная.

ЗАМЕЧАНИЕ 1 Фиксируем ПДСК в 
[image: image637.wmf]2
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. Обозначим сумму расстояний до фокусов 
[image: image638.wmf]2
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, и расположим фокусы на оси 
[image: image639.wmf]OX

симметрично относительно начала координат: 
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(,0),(,0)

FcFc

-

. 

Положим 
[image: image641.wmf]2
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. Тогда уравнение эллипса (каноническое) будет иметь вид 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2 В каноническом уравнении эллипса предполагается  
[image: image643.wmf]ab
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 - малыми полуосями эллипса.

Определение  Эксцентриситетом эллипса называется величина  

[image: image646.wmf]2
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ЗАМЕЧАНИЕ 3 (геометрический смысл) Если 
[image: image647.wmf]0
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 при фиксированном 
[image: image648.wmf]a

, то эллипс деформируется к окружности 
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, то эллипс деформируется к отрезку 
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Определение  Прямая 
[image: image652.wmf]l

, проходящая через точку 
[image: image653.wmf]0
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 кривой, называется касательной к кривой в этой точке, если расстояние от переменной точки кривой 
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до прямой стремится к нулю быстрее, чем расстояние от нее до 
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ЗАМЕЧАНИЕ 4 Уравнение касательной к эллипсу в точке 
[image: image657.wmf]00
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Определение Гипербола – множество точек в 
[image: image659.wmf]2
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, модуль разности расстояний от каждой из которых до двух заданных точек (фокусов) есть величина постоянная.

ЗАМЕЧАНИЕ 1  Пусть модуль разности расстояний от текущей точки 
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 гиперболы до фокусов 
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 равен 
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Определение  Прямая 
[image: image666.wmf]l

называется асимптотой неограниченной кривой, если  расстояние от переменной точки кривой до этой прямой стремится к нулю, когда точка неограниченно удаляется по кривой.
        ЗАМЕЧАНИЕ 2  Прямые 
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 (Рис.2.13) являются асимптотами гиперболы  при 
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Определение  Отрезки 
[image: image669.wmf][,0],[0,]
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 называются вещественными полуосями, а отрезки [image: image670.wmf][;0],[0,]
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 - мнимыми полуосями гиперболы. Точки 
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 называются вершинами гиперболы.

Определение Эксцентриситетом гиперболы называется величина 
[image: image672.wmf]2
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ЗАМЕЧАНИЕ 3 (геометрический смысл) Пусть 
[image: image673.wmf]a

 фиксировано. 

а) Тогда 
[image: image674.wmf]10
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, то есть тогда и только тогда, когда асимптоты проворачиваются вокруг начала координат к оси 
[image: image675.wmf]OX

. При этом ветви гиперболы сжимаются к полуинтервалам 
[image: image676.wmf](,],[,)
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, а их фокусы приближаются к вершинам.     б) 
[image: image677.wmf]b
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,  то есть тогда и только тогда, когда асимптоты 
проворачиваются к оси 
[image: image678.wmf]OY

. При этом ветви гиперболы разгибаются в вертикальные прямые 
[image: image679.wmf]xa
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, а фокусы удаляются в бесконечность. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4 Уравнение касательной к гиперболе 
[image: image680.wmf]22
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имеет вид 
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        Определение  Парабола  - множество точек в 
[image: image683.wmf]2
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, расстояния от которых до заданной точки (фокуса) и до заданной прямой (директрисы) совпадают.

ЗАМЕЧАНИЕ 1 Пусть в какой-либо ПДСК уравнение директрисы 
[image: image684.wmf]2
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, а  координаты фокуса 
[image: image685.wmf],0,0
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. Тогда уравнение параболы имеет вид  
[image: image686.wmf]2
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ЗАМЕЧАНИЕ 2 Точка параболы 
[image: image687.wmf](0,0)

 является ближайшей к директрисе и называется вершиной параболы.

ЗАМЕЧАНИЕ 3  Уравнение касательной 
[image: image688.wmf]l

 к параболе 
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в точке 
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 имеет вид 
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ТЕОРЕМА   Уравнение кривой второго порядка с помощью последовательно: преобразования поворота ПДСК вокруг начала координат, последующего сдвига  ПДСК на некоторый вектор и, возможно, отражения относительно какой-то из осей координат может быть приведено к одному из простейших видов:
1) каноническому уравнению эллипса, гиперболы, параболы;  2) уравнению пары прямых;  3) уравнению, которому удовлетворяют координаты одной точки;
4) уравнению, которому не удовлетворяют координаты ни одной точки.

_____

Определение  Квадратная матрица, все элементы которой, стоящие вне главной диагонали, равны нулю, называется  диагональной.

Определение Квадратная матрица называется квазидиагональной, если в ней можно выделить попарно непересекающиеся квадратные матрицы, главные диагонали которых заполняют главную диагональ исходной матрицы, а все элементы вне этих матриц равны нулю.

Определение Матрица 
[image: image692.wmf]r
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 называется правой обратной к матрице  
[image: image693.wmf]A

, если 
[image: image694.wmf]r
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. Матрица 
[image: image695.wmf]l
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 называется левой обратной к матрице 
[image: image696.wmf]A

, если 
[image: image697.wmf]l
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Определение  Матрица 
[image: image698.wmf]A

 называется обратимой, если она имеет и правую и левую обратные матрицы.

ТЕОРЕМА    1) Обратимая матрица необходимо является квадратной. При этом ее правая и левая обратные совпадают, и потому существует обратная матрица.
2) Если 
[image: image699.wmf],
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 – квадратные матрицы одного размера, то 
[image: image700.wmf]detdetdet
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3) Квадратная матрица 
[image: image701.wmf]A

 имеет обратную тогда и только тогда, когда она не вырождена.

4) 
[image: image702.wmf]rangAk
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 тогда и только тогда, когда 
[image: image703.wmf]A

 имеет равно 
[image: image704.wmf]k

 линейно независимых строк (столбцов), если   последние рассматривать как векторы.

5) 
[image: image705.wmf]min(,)
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СЛЕДСТВИЕ 1 Если матрица 
[image: image706.wmf]A

 не вырождена, то для любой квадратной матрицы 
[image: image707.wmf]B

 того же размера 
[image: image708.wmf]()()
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СЛЕДСТВИЕ 2 Произведение квадратных матриц не вырождено тогда и только тогда, когда не вырождены сомножители. Это следует из равенства 
[image: image709.wmf]detdetdet
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Определение  Характеристическим многочленом матрицы 
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многочлен 
[image: image711.wmf]n

-ой степени  
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В поле комплексных чисел  
[image: image713.wmf]C

 по теореме Гаусса он представим в виде 
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[image: image715.wmf]i
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 - попарно различные нули 
[image: image716.wmf]()
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Определение Корни характеристического многочлена 
[image: image719.wmf]()
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называются собственными числами  матрицы  
[image: image720.wmf]A
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Определение Для собственного числа 
[image: image721.wmf]l

 однородная СЛАУ 
[image: image722.wmf]()0
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 является совместной, но неопределенной в силу теоремы. Ее ненулевые решения называются собственными вектора ми матрицы 
[image: image723.wmf]A
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Определение Вещественная квадратная матрица 
[image: image724.wmf]A

 называется ортогональной, если она обратима и обратная матрица совпадает с сопряженной: 
[image: image725.wmf]1
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Определение Квадратная матрица 
[image: image726.wmf]A

 над называется симметричной, если 
[image: image727.wmf]T
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ТЕОРЕМА     1) (свойства ортогональных матриц)

а) Матрица 
[image: image728.wmf]()
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ортогональна тогда и только тогда, когда ее строки 
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б) Ортогональная матрица размера 
[image: image734.wmf]22
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 имеет один из двух видов: 
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. В первом случае 
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в) Ортогональная матрица размера 
[image: image740.wmf]33
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 имеет вид 
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и ее строки являются направляющими косинусами ортонормированной системы векторов 
[image: image742.wmf]123
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г) Собственные числа ортонормированной матрицы 
[image: image743.wmf]3,3

()

ij

AaM

=Î

 вычисляются по формулам 
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2) (свойства симметричных матриц)

а) Все собственные числа вещественной симметричной матрицы вещественны.

б) Для  того, чтобы  вещественная квадратная матрица 
[image: image746.wmf]A

 была симметричной, необходимо и достаточно, чтобы существовали ортогональная матрица 
[image: image747.wmf]Q

 и диагональная матрица 
[image: image748.wmf]D

 со свойством: 
[image: image749.wmf]T
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[image: image750.wmf]D

 являются собственными числами матрицы  
[image: image751.wmf]A

, а столбцы матрицы 
[image: image752.wmf]Q
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соответствующими собственными векторами матрица 
[image: image753.wmf]A
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3) (структура матриц общего вида)  а) (QR-разложение) Каждая невырожденная 
квадратная матрица представима в виде произведения ортогональной матрицы 
[image: image754.wmf]Q

 и верхнетреугольной матрицы
[image: image755.wmf]D

, диагональные элементы которой положительны.

б) (полярное разложение) Каждая квадратная матрица  
[image: image756.wmf]A

 представима в виде произведения  ортогональной матрицы 
[image: image757.wmf]Q

 и симметричной матрицы 
[image: image758.wmf]S
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в) (сингулярное разложение) Каждая матрица  
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, есть  ортогональные матрицы, а матрица 
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 имеет в левом верхнем углу диагональную матрицу размера  
[image: image764.wmf]min{,}
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Определение  Поверхностью второго порядка в 
[image: image765.wmf]3
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 называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению вида
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или в матричной записи 
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, а симметричная 
матрица 
[image: image769.wmf]()0
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.                                                                                            Эллипсоидом называется множество точек в 
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 с ПДСК координаты которых удовлетворяют уравнению 
[image: image771.wmf]222
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.                                                    Однополостным гиперболоидом называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
[image: image772.wmf]222
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.                                                         Двуполостным гиперболоидом называется множествоточек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
[image: image773.wmf]222
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.                                                     Конической поверхностью (конусом) называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
[image: image774.wmf]222
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.                                    Эллиптическим параболоидом называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению
[image: image775.wmf]22
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.                                                        Гиперболическим параболоидом (седлом) называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
[image: image776.wmf]22
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                                                 Эллиптическим цилиндром называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
[image: image777.wmf]22
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.                                                          Гиперболическим цилиндром называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
[image: image778.wmf]22
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.                                                       Параболическим цилиндром  называется множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению  
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_____                                                                                                                   Определение  Движением 
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.   Перечислим элементарные движения в 
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 вокруг прямой. 2) Сдвиг всех точек пространства 
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 на один и тот же вектор. 3) Зеркальное отражение пространства 
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 в какой-либо плоскости.                                              ТЕОРЕМА             1) Пусть движение 
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 переводит  ПДСК 
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.                   (1)                            
Тогда координаты в исходной ПДСК точки 
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.                (2)                               То есть движение 
[image: image805.wmf]F

 вполне определяется знанием преобразования  одной ПДСК. Кроме того движение распадается на движение с неподвижной точкой 
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 и ортогональной матрицей 
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,              (3)                          и на последующий сдвиг пространства 
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;заданы новые координаты начала координат
[image: image822.wmf]000

(,,)

Oxyz

¢¢¢

=

; 
[image: image823.wmf](,,),

xyz

 
[image: image824.wmf](,,)

xyz

¢¢¢

- координаты одной и той же точки  в этих ПДСК. Тогда  
[image: image825.wmf]1122310

1222320

1323330

'

'

'

xxyzx

yxyzy

zxyzz

aaa

aaa

aaa

¢

=+++

ì

ï

¢

=+++

í

ï

¢

=+++

î

.                                                                                                    
                                                              ______                                                                                                                          Определение Функция 
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, называется квадратичной формой.  ЗАМЕЧАНИЕ  Образуем симметричную матрицу 
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. Тогда квадратичная форма может быть записана в матричном виде 
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 называются  эквивалентными, если для некоторой невырожденной матрицы 
[image: image834.wmf]C
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.                         ЗАМЕЧАНИЕ  Каждая квадратичная форма 
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эквивалентна канонической квадратичной форме  вида 
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, причем соответствующую матрицу 
[image: image839.wmf]C

 можно выбрать ортогональной.                                                                    ТЕОРЕМА   Уравнение поверхности второго порядка с помощью преобразования поворота пространства вокруг оси, проходящей через начало координат, последу ющего сдвига его на некоторый вектор, и, возможно, вращения вокруг координат ной оси и отражения в координатной плоскости, может быть приведено к уравне нию одного из 12 перечисленных выше типов геометрических объектов в 
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Определение  Суммой двух линейных операторов 
[image: image841.wmf]12
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 называется отображение, определяемое по правилу 
[image: image842.wmf]1212
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ЗАМЕЧАНИЕ Сумма двух линейных операторов является линейным оператором. 

Определение  Произведением числа 
[image: image843.wmf]l

 на  линейный оператор 
[image: image844.wmf]F
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 называется отображение, определяемое по правилу: 
[image: image845.wmf][
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ЗАМЕЧАНИЕ Произведение числа на линейный оператор является линейным оператором. 

Обозначение 
[image: image846.wmf](,)
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 - множество всех линейных операторов из векторного пространства 
[image: image847.wmf]E

 в векторное пространство 
[image: image848.wmf]F
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       ЗАМЕЧАНИЕ  Множество 
[image: image849.wmf](,)
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 является векторным пространством 
относительно введенных выше операций сложения и умножения на число. При этом нулевой оператор определяется по правилу: 
[image: image850.wmf]():0
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Определение Отображение 
[image: image851.wmf]:
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[image: image852.wmf]:
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ЗАМЕЧАЕНИЕ 
[image: image853.wmf]I

 является  линейным преобразованием.

Определение Пусть 
[image: image854.wmf](
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[image: image855.wmf]12
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 называется отображение 
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, определяемое по правилу: 
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ЗАМЕЧАНИЕ Произведение двух линейных операторов является линейным 

оператором. 

Определение Пусть 
[image: image858.wmf]n
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, а 
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[image: image861.wmf]F

. Пусть 
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. Тогда матрица коэффициентов 
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 называется матрицей оператора 
[image: image865.wmf]L

 в базисах 
[image: image866.wmf]{},{}
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ТЕОРЕМА  1) Матрица
[image: image867.wmf]12
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 линейной комбинации операторов совпадает с линейной комбинацией 
[image: image868.wmf]12
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 матриц этих операторов.

2) Матрица произведения 
[image: image869.wmf]21
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 двух линейных операторов совпадает с произведением матриц 
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Определение Множество 
[image: image871.wmf]1
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 называется подпространством векторного пространства 
[image: image872.wmf]E
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ЗАМЕЧАНИЕ Подпространство удовлетворяет аксиомам 1)-8) и потому само является векторным пространством. 

ЗАМЕЧАНИЕ  1) Линейная оболочка 
[image: image874.wmf]spanA

 является наименьшим векторным подпространством, содержащим 
[image: image875.wmf]A
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2) Базисом в 
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 является максимальная совокупность линейно независимых элементов среди  
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Определение   Ядром линейного оператора 
[image: image878.wmf]:
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 Образом линейного оператора 
[image: image880.wmf]:
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[image: image881.wmf]{
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ЗАМЕЧАНИЕ  Ядро и образ оператора 
[image: image882.wmf]L

 являются подпространствами 
соответственно в 
[image: image883.wmf],
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Определение Уравнение вида 
[image: image884.wmf](0)
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 - искомый, а 
[image: image886.wmf]y

 - известный элемент, называется неоднородным (однородным) линейным операторным уравнением.

Определение Элемент 
[image: image887.wmf]0
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 называется решением такого уравнения, если при его подстановке вместо 
[image: image888.wmf]x

, уравнение обращается в равенство.

Определение  Решить уравнение это значит, найти все его решения.

Следующее понятие используется при исследовании разрешимости операторных уравнений.

Определение  Рангом линейного оператора 
[image: image889.wmf]L

 называется размерность образа 
[image: image890.wmf]Im
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 этого оператора.

ТЕОРЕМА    Пусть 
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1) Разрешимость операторного уравнения 
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 равносильна разрешимости СЛАУ 
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2) Ранг линейного оператора совпадает с рангом матрицы этого оператора.
3) 
[image: image896.wmf]dim()dim(Im)
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.  4) Если 
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, то произвольное (общее) решение  однородного операторного уравнения 
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5) Если 
[image: image902.wmf]0
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- какое-либо частное решение неоднородного операторного уравнения 
[image: image903.wmf]y

Lx

=

, то произвольное (общее) решение этого уравнения имеет вид 
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       Определение Линейные операторы 
[image: image905.wmf],(,)
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 называется соответственно  правым и левым обратным к линейному оператору 
[image: image906.wmf]:
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[image: image908.wmf]((,)
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      Определение Линейный оператор 
[image: image909.wmf]1
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 называется обратимым, если существуют и правый и левый обратные к нему.

ЗАМЕЧАНИЕ Для обратимого оператора как и в случае матриц доказывается, что 
[image: image910.wmf]rl
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. Поэтому можно говорить об обратном к 
[image: image911.wmf]L

операторе    
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Определение Линейный оператор 
[image: image913.wmf]F
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 называется взаимно однозначным (мономорфизмом), если он преобразует разные элементы в разные: 
[image: image914.wmf]1212
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ЗАМЕЧАНИЕ  
[image: image915.wmf](,)
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 является мономорфизмом тогда и только тогда, когда 
однородное уравнение 
[image: image916.wmf]0
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 имеет единственное (то есть нулевое) решение. 

Определение Линейное отображение 
[image: image917.wmf]F
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 называется отображением "на" (эпиморфизмом), если 
[image: image918.wmf]bFaELab
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, то есть операторное уравнение 
[image: image919.wmf]Lxy
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 имеет решение в 
[image: image920.wmf]E

 для каждой правой части  
[image: image921.wmf]yF
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ЗАМЕЧАНИЕ Линейное отображение 
[image: image922.wmf]:
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 является изоморфизмом (в соответствии с определением) тогда и только тогда, когда оно является мономорфизмом и эпиморфизмом.
ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

Определение Объединением множеств 
[image: image923.wmf],
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 называется 
[image: image924.wmf](
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Определение Пересечением множеств 
[image: image925.wmf],
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 называется  
[image: image926.wmf](
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Определение Множества 
[image: image927.wmf],
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 называются непересекающимися, если 
[image: image928.wmf]AB
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Определение Разбиением множества 
[image: image929.wmf]A

 называется совокупность 
[image: image930.wmf]{
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 попарно непересекающихся его подмножеств со свойством 
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Определение Разностью множеств 
[image: image932.wmf],
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 называется  
[image: image933.wmf]{
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Определение Пусть дано отображение 
[image: image934.wmf]:
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 множества 
[image: image935.wmf]X

 в множество 
[image: image936.wmf]Y

.  В обозначении 
[image: image937.wmf]()
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[image: image938.wmf]x

 называется  независимой переменной величиной с областью определения  
[image: image939.wmf]X

; 
[image: image940.wmf](
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 - зависимой переменной величиной с множеством значений 


[image: image941.wmf]:{:()}
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;  
[image: image942.wmf]Y

 называется областью значений отображения.

Определение Графиком отображения 
[image: image943.wmf]:
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 называется  подмножество декартова произведения 
[image: image944.wmf]{
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Определение Отображение 
[image: image945.wmf]:
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называется инъективным (взаимно однознач ным), если она разным элементам из 
[image: image946.wmf]X

 сопоставляет разные элементы из 
[image: image947.wmf]Y

.

Определение Отображение 
[image: image948.wmf]:
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 называется  сюръективным (отображением "на"), если 
[image: image949.wmf]f
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Определение Отображение 
[image: image950.wmf]:
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 называется биективным (биекцией), если она инъективно и сюръективно.

ЗАМЕЧАНИЕ Биективное отображение и только такое отображение имеет обратное 
[image: image951.wmf]1
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. При этом область определения последнего есть 
[image: image952.wmf]Y
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Определение Множества 
[image: image953.wmf],
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 называются равномощными, если существует биекция 
[image: image954.wmf]A

 на 
[image: image955.wmf]B

.

Определение  Мощностью конечного множества называется число его элементов.

Обозначение 
[image: image956.wmf]cardA


Определение Множество называется счетным, если оно равномощно множеству 
[image: image957.wmf]¥

.

Определение Множество называется множеством мощности континуум, если оно равномощно множеству 
[image: image958.wmf]R

.

Определение Множество элементов называется упорядоченным, если для любых его двух элементов  всегда можно сказать, что один  из них предшествует другому.

ЗАМЕЧАНИЕ Если на вещественной оси выбрать начало координат и масштаб, то между  множествами 
[image: image959.wmf](,)
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 и 
[image: image960.wmf]R

 можно установить  взаимно однозначное соответствие (то есть они равномощны), при котором сохраняется отношение порядка. Поэтому в дальнейшем мы иногда не будем различать эти два 

упорядоченных множества (точек и чисел).

Определение Множество точек 
[image: image961.wmf](
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(снизу) если  
[image: image962.wmf]()
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; множество ограничено, если оно 
ограниченно и сверху и снизу: 
[image: image963.wmf]0||
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Определение Точной верхней (нижней) гранью множества 
[image: image964.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image966.wmf](inf)

X

 со свойствами 
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Определение  Композицией отображений 
[image: image969.wmf]:
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[image: image972.wmf][

]

(

)

():()

xXgfxgfx

"Î=

o

.

Определение Преобразование 
[image: image973.wmf]:,()
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, называется  тождественным отображением.

Определение Отображение 
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 называется правым (левым) обратным к отображению 
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[image: image976.wmf][
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Отображение 
[image: image977.wmf]1
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 называется обратным к отображению 
[image: image978.wmf]:
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[image: image979.wmf]f
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ЗАМЕЧАНИЕ  1) Отображение 
[image: image980.wmf]:
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 является инъективным тогда и только тогда, когда оно имеет левое обратное отображение.

2)  Отображение 
[image: image981.wmf]:
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 является сюръективным тогда и только тогда, когда оно имеет правое обратное отображение.

3)  Отображение 
[image: image982.wmf]:
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 является биекцией тогда и только тогда, когда оно имеет обратное отображение.

Определение  Пусть 
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[image: image984.wmf]1
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[image: image985.wmf]f

 на подмноже ство 
[image: image986.wmf]1
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 называется отображение 
[image: image987.wmf]11
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Определение Выражение вида 
[image: image990.wmf]{
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  где  числа 
[image: image991.wmf]12
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, называется числовой последовательностью.

Определение Последовательность 
[image: image992.wmf]{}
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 называется ограниченной, сверху (ограниченной снизу), если она имеет верхнюю грань: 
[image: image993.wmf]n

CnaC

$Î"Î£

RN

 (нижнюю грань: 
[image: image994.wmf]n
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). Последовательность 
[image: image995.wmf]{}
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 называется ограниченной, если она ограничена и сверху и снизу. В противном случае она называется неограниченной.

Определение Последовательность 
[image: image996.wmf]{}
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 называется монотонно возрастающей (неубывающей), если 
[image: image997.wmf]11
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. Аналогично определяется монотонно убывающая (невозрастающая) последовательность.

Определение Число 
[image: image998.wmf]a
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 называется пределом последовательности 
[image: image999.wmf]{}
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 при 
[image: image1000.wmf]n
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[image: image1001.wmf]0()
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Определение Последовательность 
[image: image1002.wmf]{}

n

a

 стремится к (плюс, минус) бесконечности 
при  
[image: image1003.wmf]n
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, если 
[image: image1004.wmf](

)

0(),

nnn

MnNMaMaMaM

">">>><-

.

Обозначение 
[image: image1005.wmf]lim
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[image: image1006.wmf]lim,lim
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Определение Последовательность, для которой существует конечный предел, 
называется сходящейся. В противном случае она называется расходящейся.

Обозначение 
[image: image1007.wmf]lim:
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ТЕОРЕМА   1) (критерий Коши сходимости последовательности)  Последователь ность 
[image: image1008.wmf]{}
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 сходится тогда и только тогда, когда она  фундаментальная: 

[image: image1009.wmf]0()
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2)  Если предел последовательности существует, то он единственен.

3) Если существует предел 
[image: image1010.wmf]lim
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 данной последовательности 
[image: image1012.wmf]lim
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. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.
4)  Сходящаяся последовательность ограничена.

5) Если последовательность не убывает (не возрастает) и ограничена сверху (снизу), то она является сходящейся. 

Пусть 
[image: image1013.wmf]lim,lim
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[image: image1014.wmf](
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6) 
[image: image1015.wmf]limlim()0
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[image: image1016.wmf].
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8)  Пусть 
[image: image1018.wmf]0
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[image: image1019.wmf]1
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[image: image1020.wmf]11
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[image: image1021.wmf]limlimlim
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11) Если 
[image: image1022.wmf]lim0
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и последовательность 
[image: image1023.wmf]{}
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ограничена, то 
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12) 
[image: image1025.wmf]limlimlim
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.   13) Если 
[image: image1026.wmf]0
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Определение Верхним (нижним) пределом последовательности 
[image: image1028.wmf]{}
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 называется такое число 
[image: image1029.wmf]a
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[image: image1030.wmf]()
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Обозначение 
[image: image1033.wmf]limsuplim:
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ЗАМЕЧАНИЕ 1) 
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.4) Если 
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Определение Числовым рядом называется выражение вида 
[image: image1042.wmf]12
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[image: image1043.wmf]12
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Определение Обобщенный гармонический ряд  
[image: image1044.wmf]1
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Определение   Ряд 
[image: image1045.wmf]å
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 называется законоположительным  (знакопостоянным), 
если  
[image: image1046.wmf]0
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Определение Ряд 
[image: image1049.wmf]å
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 называется знакочередующимся, если 
[image: image1050.wmf]1
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Определение  
[image: image1051.wmf]N

-ой частичной суммой ряда 
[image: image1052.wmf]å
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 называется сумма 
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Определение  Числовой ряд называется сходящимся, если существует конечный 
предел 
[image: image1054.wmf]:lim
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[image: image1055.wmf]S

 называется суммой ряда. Обозначение 
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Определение Числовой ряд называется  расходящимся, если 
[image: image1057.wmf]lim
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 равен 
[image: image1058.wmf]¥

 или не существует.

ТЕОРЕМА 1) (критерии Коши) Числовой ряд 
[image: image1059.wmf]å
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сходится тогда и только тогда,

когда последовательность его частичных  сумм 
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2) (необходимый признак сходимости) Если ряд 
[image: image1062.wmf]å
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[image: image1063.wmf]0
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3) (достаточный признак расходимости) Если 
[image: image1064.wmf]0
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ряд 
[image: image1065.wmf]å
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расходится.                                                                                                      4) (признак Лейбница) Если ряд 
[image: image1066.wmf]å
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знакочередующийся и последовательность 
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, то ряд сходится.

5) (признаки сравнения) Пусть 
[image: image1070.wmf]0
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 расходится;    в) если существует 
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 одновременно сходятся или расходятся.
6) (признак Коши) Пусть 
[image: image1079.wmf]0,lim
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 то ряд сходится 
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[image: image1082.wmf]1
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[image: image1083.wmf]1
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, то нужны дополнительные исследования.

7) (Признак Даламбера) Пусть 
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[image: image1088.wmf]1
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Определение Ряд 
[image: image1089.wmf]1
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 называется абсолютно сходящимся, если ряд  из модулей 

[image: image1090.wmf]1
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 сходится.            
ЗАМЕЧАНИЕ Абсолютно сходящийся ряд сходится.  

Определение  Ряд 
[image: image1091.wmf]1
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 называется  условно сходящимся, если он сходится, а ряд  
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Определение Пусть 
[image: image1093.wmf],
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. Отображение 
[image: image1094.wmf]:

fXY

®

 называется  функцией одной переменной.

ЗАМЕЧАНИЕ Функция может быть задана тремя способами: таблично, аналитически (формулой) и графически.

Определение Функция 
[image: image1095.wmf]()
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 называется монотонно возрастающей (неубывающей) на 
[image: image1096.wmf]X
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, если 
[image: image1097.wmf]X
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Определение Функция 
[image: image1101.wmf]()
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 называется монотонно убывающей (не возрастающей) на 
[image: image1102.wmf]X

, если 
[image: image1103.wmf]12
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[image: image1106.wmf]12
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)ЗАМЕЧАНИЕ Если функция 
[image: image1107.wmf]()
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 монотонна (то есть монотонно убывает или монотонно возрастает) на 
[image: image1108.wmf]X

, то на множестве значений 
[image: image1109.wmf]f

Y

 существует обратная функции 
[image: image1110.wmf]1
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, которая также является монотонной. Обратное ,вообще говоря, неверно.

Определение Следующие 5 классов функций называются основными элементарными:

1) Степенные 
[image: image1111.wmf](
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2) Показательные 
[image: image1112.wmf](
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3) Логарифмические 
[image: image1113.wmf](
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4) Тригонометрические 
[image: image1114.wmf](
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.

5) Обратные тригонометрические 
[image: image1115.wmf]arcsin,arccos,[1,1]
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.

Определение Функция называется элементарной, если она получена из основных элементарных с помощью конечного числа, операций сложения, вычитания, умножения, деления, возведения в степень и композиции.

Определение Точка 
[image: image1116.wmf]0

x

 называется предельной точкой множества 
[image: image1117.wmf]X

, если в каждой 
[image: image1118.wmf]e

- окрестности 
[image: image1119.wmf]0
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 существуют точки из 
[image: image1120.wmf]X

, отличные от 
[image: image1121.wmf]0
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Определение Пусть функция 
[image: image1122.wmf]()
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 определена на
[image: image1123.wmf]X

 и 
[image: image1124.wmf]0
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 - предельная точка мно
жества 
[image: image1125.wmf]X

. Говорят что 
[image: image1126.wmf]()
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 стремится к числу 
[image: image1127.wmf]b

 (имеет пределом число 
[image: image1128.wmf]b

), когда 
переменная 
[image: image1129.wmf]x

 стремится к числу 
[image: image1130.wmf]0
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, если 
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Обозначение 
[image: image1132.wmf]0
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[image: image1133.wmf]0
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, если 
[image: image1134.wmf]()

fx

 определена на некоторой  проколотой  окрестности точки 
[image: image1135.wmf]0
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.

ЗАМЕЧАНИЕ Если 
[image: image1136.wmf]()
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 определена на множестве 
[image: image1137.wmf]N

 и 
[image: image1138.wmf]0
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, то данное определение предела  совпадет с определением предела последовательности 
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00()

nfnb

ede

d

">$>">-<

.

Определение Пусть функция 
[image: image1141.wmf]()

yfx

=

 определена на 
[image: image1142.wmf]X

 и 
[image: image1143.wmf]0
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 - предельная точка 
множества 
[image: image1144.wmf]X

. Говорят что функция 
[image: image1145.wmf]()
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 имеет предел 
[image: image1146.wmf]b

 справа (слева) в точке 

[image: image1147.wmf]0
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, если   
[image: image1148.wmf]000
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Обозначение 
[image: image1149.wmf]0
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Определение Функция 
[image: image1153.wmf]()
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 ограничена сверху (снизу) на множестве 
[image: image1154.wmf]X

, если 
[image: image1155.wmf]()
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  (
[image: image1156.wmf]()
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). Функция 
[image: image1157.wmf]()
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 ограничена на 
[image: image1158.wmf]X

,  если она ограничена на нем и сверху и снизу. Функция 
[image: image1159.wmf]()
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 ограничена при 
[image: image1160.wmf]0
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, если она ограничена на некоторой окрестности 
[image: image1161.wmf]0

x

 (то есть 
[image: image1162.wmf]0
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ЗАМЕЧАНИЕ Ограниченная на множестве функция будет  ограниченной при 
[image: image1163.wmf]0
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. Обратное, вообще говоря, неверно.

ТЕОРЕМА 1) (лемма Гейне) 
[image: image1164.wmf](
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2) Если существует 
[image: image1165.wmf]0
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, то он единственный.

3) Если 
[image: image1166.wmf]()
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 монотонна и ограничена на 
[image: image1167.wmf]X

, то существует конечный предел 
[image: image1168.wmf]0
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4) 
[image: image1169.wmf]0

lim()

xx

fx

®

 существует тогда и только тогда, когда существуют пределы функции справа и слева в этой точке и они равны.

      Пусть существуют конечные пределы
[image: image1170.wmf]00
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Определение Функция 
[image: image1178.wmf]()
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 называется бесконечно малой (БМ) при 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1) 
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lim()(())

xx

fxbfxb

®

=Û-

 - БМ.
2) Если 
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есть БМ.

3) Если 
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4) Если 
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Определение  Бесконечно малая 
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 имеют порядок убывания не выше (выше),    
чем бесконечно малая  
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Определение Бесконечно малые  
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ЗАМЕЧАНИЕ Под знаком предела бесконечно малые множители можно заменять на эквивалентные, а бесконечно малые слагаемые, вообще говоря, нельзя.

Определение Функция 
[image: image1204.wmf]()
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 называется бесконечно большой (ББ) при 
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ЗАМЕЧАНИЕ Функция 
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 есть ББ при 
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Определение Функцией эн-факториал называется функция, определенная на множестве целых неотрицательных чисел по правилу 
[image: image1211.wmf]0!:1
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ТЕОРЕМА   
[image: image1218.wmf],

nab

"Î"Î

NR

 
[image: image1219.wmf](

)

1111

...

n

nnnnn

nn

abaCabCabb

---

+=+××++×+

.

СЛЕДСТВИЕ Последовательность 
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 имеет конечный предел.

ЗАМЕЧАНИЕ 1  Можно доказать, что число  
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 иррациональное. Его обозначают буквой  
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ЗАМЕЧАНИЕ 2 Существует  
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замечательным пределом.

Определение  Натуральным логарифмом числа  
[image: image1224.wmf]a

 называется число 
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СЛЕДСТВИЕ 1 
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СЛЕДСТВИЕ 3   
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Определение Пусть функция 
[image: image1229.wmf]()
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 определена на 
[image: image1230.wmf]0
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 и является предельной точкой  
[image: image1231.wmf]X

. Говорят, что 
[image: image1232.wmf]()
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 непрерывна в точке 
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ЗАМЕЧАНИЕ Функция 
[image: image1236.wmf]()
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 непрерывна в точке 
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 тогда и только тогда, когда  
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- приращение функции 
[image: image1240.wmf]()
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 в точке 
[image: image1241.wmf]0
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Определение Функция 
[image: image1242.wmf]()

fx

 называется непрерывной на множестве 
[image: image1243.wmf]X

, если она 
непрерывна в каждой точке этого множества.

ЗАМЕЧАНИЕ Элементарная функция непрерывна на каждом интервале, на котором она определена.

Определение Пусть 
[image: image1244.wmf]0
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 и является предельной точкой. 
[image: image1245.wmf]0
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 называется точкой устранимого разрыва, если существует конечный 
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 Определение 
[image: image1248.wmf]0

x

 называется точкой разрыва первого рода, если существуют конечные пределы справа и слева, но они различны.
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Определение Точка множества 
[image: image1249.wmf]X

, в которой 
[image: image1250.wmf]()
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 достигает своего наибольшего (наименьшего) значения, называется точкой максимума (минимума) функции. При этом значение функции в этой точке называется  максимумом (минимумом) функции. Точки максимума и минимума называются  точками экстремума, а максимум или минимум – экстремумом функции.

Обозначение     
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ТЕОРЕМА (свойства непрерывных функций)   1) Линейная комбинация непрерывных функций есть функция непрерывная.   2) Произведение непрерывных функций есть функция непрерывная.   3) Частное непрерывных функций есть функция непрерывная в точках, где знаменатель не равен 0.  4) Композиция непрерывных функций есть функция непрерывная.   5) Непрерывная на отрезке 
[image: image1253.wmf][
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 функция достигает на нём своих наибольшего и наименьшего значений.   6) Если 
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 непрерывна на 
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СЛЕДСТВИЕ  Если 
[image: image1258.wmf]()
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 непрерывна на 
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ЗАМЕЧАНИЕ   Пусть 
[image: image1261.wmf]()
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 монотонно возрастает (убывает) на 
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. 
[image: image1263.wmf]()
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 непрерывна на 
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 тогда и только тогда, когда 
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Определение   
[image: image1267.wmf]()
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 называется равномерно непрерывной на 
[image: image1268.wmf]X

, если  

[image: image1269.wmf]121212

00,,,()()

xxXxxfxfx

edde

">$>"Î-<Þ-<

.

ЗАМЕЧАНИЕ   1) Равномерно непрерывная на 
[image: image1270.wmf]X

 функция будет непрерывной на  
[image: image1271.wmf]X

. Обратное, вообще говоря, не верно. 2) Если 
[image: image1272.wmf]()
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 непрерывна на 
[image: image1273.wmf][0,1]

, то она равномерно непрерывна на нем.

Определение Методы решения нелинейного уравнения 
[image: image1274.wmf]()0
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, где функция 
[image: image1275.wmf]()

fx

 непрерывна, называются методами нулевого порядка  (методами одномерной оптимизации).

АЛГОРИТМ  метода деления отрезка пополам. 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ  ФУНКЦИЙ  ОДНОЙ
ПЕРЕМЕННОЙ
Определение Пусть функция 
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определена на
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и является предельной точкой. Если существует конечный предел 
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то он называется производной функцией 
[image: image1279.wmf]()
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 в точке 
[image: image1280.wmf]0
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ЗАМЕЧАНИЕ Если функция 
[image: image1281.wmf]()
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 имеет производную в точке 
[image: image1282.wmf]0
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, то она непрерывна в этой точке. Обратное, вообще  говоря, неверно.
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Определение Если существует конечный предел 
[image: image1284.wmf]0
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, то говорят, что график функции 
[image: image1285.wmf]()
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 имеет касательную в точке 
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 называется  уравнением касательной, а число 
[image: image1288.wmf]k

- угловым коэффициентом касательной.

ЗАМЕЧАНИЕ Касательная в смысле данного определения удовлетворяет соотношению 
[image: image1289.wmf]0
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СЛЕДСТВИЕ (геометрический смысл производной) График функции 
[image: image1290.wmf]()
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 имеет касательную в точке 
[image: image1291.wmf]00
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 тогда и только тогда, когда 
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 имеет производную в 
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Определение Если график функции имеет касательную в точке 
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 проходящая через эту точку и перпендикулярная к касательной, называется нормалью к графику в 
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ЗАМЕЧАНИЕ Так как вектор нормали к касательной  
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Определение  Правой (левой) производной функции 
[image: image1301.wmf]()
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 в точке 
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 называется конечный предел 
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ТЕОРЕМА (правила дифференцирования)  1) 
[image: image1305.wmf]()
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 в тех точках, где знаменатель не равен нулю.  4) Пусть 
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 монотонна, непрерывна в окрестности 
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.   5) (производная сложной функции) Пусть функция 
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дифференцируема в окрестности 
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Определение  Пусть функция 
[image: image1326.wmf]()
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 определена в окрестности точки 
[image: image1327.wmf]0
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. Говорят, что 
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 - дифференцируема (расчленима) в точке 
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 дифференцируема в 
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 называется дифференциалом функции 
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.                         Обозначение 
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ТЕОРЕМА (свойства дифференциала). 1) Функция 
[image: image1338.wmf]()
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 дифференцируема в 
[image: image1339.wmf]0

x

 тогда и только тогда, когда она имеет производную в 
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5) (инвариантность дифференциала при замене) Если функция 
[image: image1345.wmf]()
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 дифференцируема в точке 
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дифференцируема в 
[image: image1350.wmf]0

x

 и 
[image: image1351.wmf]()

dfdfg

=

o

.

ЗАМЕЧАНИЕ 1 Ввиду первого утверждения теоремы термины "дифференцируемая функция" и "функция, имеющая производную"  взаимозаменяемы.

ЗАМЕЧАНИЕ 2 (геометрический смысл дифференциала) Так как уравнение 
касателной к графику функции 
[image: image1352.wmf]()

yfx

=

 в точке  
[image: image1353.wmf]00

(,())

xfx

 имеет вид 
[image: image1354.wmf]000
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, то дифференциал   
[image: image1355.wmf]0
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 в точке 
[image: image1356.wmf]0

x

 совпадает, очевидно,   с приращением 
[image: image1357.wmf]0
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 ординаты касательной, проведенной в этой точке. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3 При условии 
[image: image1358.wmf]0
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 имеет место приближенное равенство 
[image: image1359.wmf]0
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, которое используется для приближенного вычисления значений функции.
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Определение Производной нулевого порядка функции в точке называется ее значение в этой точке. Пусть существует производная 
[image: image1360.wmf](1)

n

-

- го порядка 
[image: image1361.wmf](
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 в каждой точке некоторой окрестности точки 
[image: image1362.wmf]0
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. Если существует конечный предел 


[image: image1363.wmf](
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,
 то он называется производной n-го порядка функции 
[image: image1364.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image1365.wmf]0
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.

Обозначение 
[image: image1366.wmf]()(1)

000

()():(())()

n

nn

x

n

df

fxxfxx

dx

-

¢

==

. Исторически приняты обозначения 
[image: image1367.wmf](5)(6)
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Определение (физический смысл производной).    Пусть материальная точка движется вдоль оси 
[image: image1368.wmf]OX

 по закону 
[image: image1369.wmf]()
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. Средней скоростью движения на промежутке 
[image: image1370.wmf]00
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 EMBED Equation.3  [image: image1371.wmf]называется величина 
[image: image1372.wmf]:
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. Мгновенной скоростью движения в момент времени 
[image: image1373.wmf]0
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 называется    
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00

0

0

()()

():limlim:()

ср

ttt

xttxt

vtvxt

t

D®®

+D-

¢

===

D

.
Средним ускорением на промежутке 
[image: image1375.wmf]]

,

[

0

0

t

t

t

D

+

 называется  величина 
[image: image1376.wmf]:
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. Мгновенным ускорением в момент времени 
[image: image1377.wmf]0
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 называется  
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Определение Функция 
[image: image1379.wmf]()

yfx
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 называется дифференцируемой на  множестве
[image: image1380.wmf]X

, если она имеет производную в каждой точке 
[image: image1381.wmf]X
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ТЕОРЕМА  Пусть функции 
[image: image1382.wmf]()

yfx
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, 
[image: image1383.wmf]()
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 непрерывны на   
[image: image1384.wmf][,]
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, дифференцируемы на 
[image: image1385.wmf](,)
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 и 
[image: image1386.wmf](,)()0
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. Тогда: 1) (теорема Ролля) если 
[image: image1387.wmf]()()0
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[image: image1389.wmf]()0
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. 2) (теорема Коши) 
[image: image1390.wmf]()()()
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. 3) (правило Лопиталя) Если 
[image: image1391.wmf]()()0
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 и существует конечный предел 
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[image: image1394.wmf]A

.

СЛЕДСТВИЕ (формула Лагранжа) Теорема Коши при 
[image: image1395.wmf]():
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ЗАМЕЧАНИЕ Если функции 
[image: image1397.wmf](),()
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 дифференцируемы на 
[image: image1398.wmf](,)
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 и 
[image: image1399.wmf]lim()lim()0
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, то из 
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Определение Точка 
[image: image1402.wmf]0

x

 называется точкой  локального максимума (минимума) функции 
[image: image1403.wmf]()

fx

, если  
[image: image1404.wmf](
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локальных максимумов и минимумов называются точками локального экстремума.

ТЕОРЕМА (о локальном экстремуме)   1) Если 
[image: image1405.wmf]()

fx

 не возрастает (не убывает) и дифференцируема на 
[image: image1406.wmf](,)
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, то 
[image: image1407.wmf](,)()0

xabfx

¢

"Î³

.   

2) Если 
[image: image1408.wmf](,)()0(0)
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, то 
[image: image1409.wmf]()

fx

 возрастает (убывает) на 
[image: image1410.wmf](,)
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.  

3) (теорема Ферма) Если 
[image: image1411.wmf]0
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 - точка локального экстремума функции  
[image: image1412.wmf]()
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, и 
[image: image1413.wmf]()

fx

 дифференцируема в 
[image: image1414.wmf]0
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, то 
[image: image1415.wmf]0
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4) (первое достаточное условие экстремума). Пусть 
[image: image1416.wmf]()
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 дифференцируема на 
[image: image1417.wmf](

)

b

a

,

, 
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[image: image1420.wmf]0
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[image: image1421.wmf]0
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 - точка максимума (минимума) на 
[image: image1422.wmf](,)

ab

.
5) (второе достаточное условие локального экстремума). Пусть 
[image: image1423.wmf]()
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 имеет вторую производную 
[image: image1424.wmf]0
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 - точка локального максимума (минимума).

Определение Пусть функция 
[image: image1428.wmf]()
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 определена на 
[image: image1429.wmf](,)
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, и ее график имеет 
касательную в каждой точке 
[image: image1430.wmf](,())
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. Говорят, что эта кривая выпукла (вогнута) на 
[image: image1431.wmf](,)
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, если она лежит выше (ниже) любой своей касательной.

Определение Точка 
[image: image1432.wmf](,()),(,)
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, называется точкой перегиба кривой, если эта кривая выпукла (вогнута) на 
[image: image1433.wmf](,)
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 и вогнута (выпукла) на 
[image: image1434.wmf](,)
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.
ТЕОРЕМА   Пусть 
[image: image1435.wmf]()

fx

 дважды дифференцируема на 
[image: image1436.wmf](,)
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.  1) (необходимые условия выпуклости) Если кривая выпукла (вогнута) на 
[image: image1437.wmf](,)

ab

, то 
[image: image1438.wmf]()
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 не убывает (не возрастает) на 
[image: image1439.wmf](,)
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[image: image1440.wmf](,)()0(()0)
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.  2) (достаточные условия выпуклости) Если 
[image: image1441.wmf]()
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 монотонно возрастает (убывает) на 
[image: image1442.wmf](,)
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, то кривая выпукла (вогнута) на 
[image: image1444.wmf](,)
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.  3) (необходимые условия точки перегиба). Если  
[image: image1445.wmf]c

 - точка перегиба кривой, то 
[image: image1446.wmf]()0
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Важной характеристикой гладкой кривой и одновременно мерой ее выпуклости является понятие кривизны.

Определение Пусть дана гладкая кривая 
[image: image1447.wmf]()
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, то есть функции 
[image: image1448.wmf](),()
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 непрерывно дифференцируемы на 
[image: image1449.wmf][0,1]

 и все ее точки неособые. Обозначим 
[image: image1450.wmf]()
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 угол наклона  касательной в точке 
[image: image1451.wmf]((),())
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 кривой, а 
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 отношения приращения угла наклона касательной к длине соответствующей дуги, если он существует, называется  кривизной кривой в точке 
[image: image1455.wmf]00
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.

ЗАМЕЧАНИЕ Если функции 
[image: image1456.wmf](),()
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 дважды дифференцируемы, то кривизна кривой в точке 
[image: image1457.wmf]((),())
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СЛЕДСТВИЕ Если кривая задана уравнением 
[image: image1459.wmf]()
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, то   
[image: image1460.wmf]3
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Из этой формулы и предыдущей теоремы следует, что положительное значение кривизны означает выпуклость, а отрицательное значение - вогнутость кривой в соответствующей точке. Кривыми с  нулевой кривизной 
[image: image1461.wmf]()0
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 являются прямые и только они.
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Определение Пусть функция 
[image: image1462.wmf]()
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 определена на некотором интервале 
[image: image1463.wmf]00
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[image: image1464.wmf](1)
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-го порядка включительно. Многочлен степени 
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  называется  многочленом Тейлора. Разность 
[image: image1467.wmf]():()()
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 - остаточным членом. Формула 
[image: image1468.wmf]()()()
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 - формула Тейлора.

ТЕОРЕМА (свойства формулы Тейлора)   1) Многочлен Тейлора является единственным многочленом степени 
[image: image1469.wmf]n
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, который удовлетворяет равенствам: 
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2) Остаточный член 
[image: image1471.wmf]()
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 можно представить в форме Лагранжа
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, где число 
[image: image1473.wmf]x

 находится  между 
[image: image1474.wmf]0
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 и 
[image: image1475.wmf]x

.

ЗАМЕЧАНИЕ 1  В теореме остаточный член можно записать менее точно, в форме Пеано 
[image: image1476.wmf]00
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ЗАМЕЧАНИЕ 2 При 
[image: image1477.wmf]0
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 формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа 
[image: image1478.wmf]00
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 совпадает с  формулой Лагранжа. При 
[image: image1479.wmf]1
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 формула Тейлора с остаточнымчленом в форме Пеано совпадает с формулой  дифференциала.

ЗАМЕЧАНИЕ Для 
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[image: image1483.wmf]1
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Формула Тейлора позволяет решать следующие три задачи.

1) По заданным  степени 
[image: image1484.wmf]n

 многочлена и длине отрезка 
[image: image1485.wmf]h
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 оценить в терминах 
[image: image1486.wmf](,)
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 величину отклонения 
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[image: image1489.wmf]00
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2) При заданным длине отрезка 
[image: image1490.wmf]h
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 и точности 
[image: image1491.wmf]w

 определить степень 
[image: image1492.wmf]n

 многочлена 
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[image: image1494.wmf]()
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 на 
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 не превышает 
[image: image1496.wmf]w

.

3) По заданным степени многочлена 
[image: image1497.wmf]n

 и точности 
[image: image1498.wmf]w

 определить максимальную длину 
[image: image1499.wmf]h
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 отрезка 
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[image: image1501.wmf]()
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 отклоняется от 
[image: image1502.wmf]()
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 не более, чем на 
[image: image1503.wmf]w

.
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        В заключение параграфа рассмотрим два случая расположения асимптот неограниченной кривой. 

1)  Асимптота 
[image: image1504.wmf]:
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 вертикальная. В этом случае расстояние от переменной точки 
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когда 
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2) Асимптота 
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 наклонная. По определению асимптоты 
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 EMBED Equation.3  [image: image1511.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1512.wmf]()
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Определение Пусть функции 
[image: image1513.wmf]12
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 определены на непустом множестве 
[image: image1514.wmf]X

, являющемся общей частью их областей определения. Выражение вида 
[image: image1515.wmf]1
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 называется функциональным рядом. Множество точек  
[image: image1516.wmf]0
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, в каждой из которых соответствующий числовой ряд  
[image: image1517.wmf]1
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 сходится, называется множеством сходимости функционального ряда.

ЗАМЕЧАНИЕ Если существует 
[image: image1518.wmf]1
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, то в силу признаков 
соответственно Даламбера и Коши степенной ряд абсолютно сходится во всех 
точках интервала 
[image: image1520.wmf]00

(,)

xRxR

-+

 и расходится во всех точках вне отрезка 
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[image: image1522.wmf]00
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 называется  интервалом сходимости, а  число 
[image: image1523.wmf]R

 - радиусом сходимости степенного ряда 
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Определение Функция 
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Определение  Функциональный ряд 
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Понятие равномерной сходимости позволяет перенести свойство непрерывности членов ряда на его сумму.

ЗАМЕЧАНИЕ  Если функции 
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 непрерывны на  множестве равномер- ной сходимости 
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Определение Если функция 
[image: image1536.wmf]()
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 имеет производные любого порядка в точке 
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 называется рядом Тейлора функции 
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 называется  рядом Маклорена функции 
[image: image1542.wmf]()
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Определение Пусть функция 
[image: image1543.wmf]()
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 имеет производные любого порядка в точке 
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[image: image1547.wmf]()
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 совпадает с суммой 
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ТЕОРЕМА (свойства функциональных рядов)     1) Если 
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2) Пусть функции 
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4) Сумма 
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5) Если функция 
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6) Функция 
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функция 
[image: image1581.wmf]x
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функция 
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функция 
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функция  
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ

Определение Пусть функция 
[image: image1593.wmf]()
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 определена на интервале 
[image: image1594.wmf](,)
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. Дифференцируемая на 
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 функция 
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называется первообразной функции 
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ЗАМЕЧАНИЕ Если 
[image: image1599.wmf]()
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 есть первообразная функции 
[image: image1600.wmf]()
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[image: image1603.wmf]C

- произвольная постоянная.
Определение Множество всех первообразных функции называется неопределенным интегралом этой функции.

СЛЕДСТВИЕ  Два интеграла совпадают тогда и только тогда, когда они имеют общую функцию.
Определение Проинтегрировать функцию – это значит ее первообразную.

Обозначение 
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Имеет место такая таблица первообразных от элементарных функций.
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ТЕОРЕМА (правила и формулы интегрирования)  
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Определение  Пусть функция 
[image: image1649.wmf]()

fx

 имеет производную порядка 
[image: image1650.wmf]s

 в точке 
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называется нулем кратности 
[image: image1653.wmf]s

 функции 
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 (корнем кратности 
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В разделе теории функций комплексного переменного будет доказана

ТЕОРЕМА (Гаусс) Многочлен 
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-ой степени 
[image: image1659.wmf]1
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 корней, если учитывать кратность каждого корня и  все комплексные корни. Если 
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СЛЕДСТВИЕ  Многочлен с действительными коэффициентами единственным образом представим в виде произведения степеней одно членов 
[image: image1663.wmf](),
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 и квадратных трехчленов с действительными коэффициентами 
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Определение  Рациональная функция  
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 ЗАМЕЧАНИЕ  Неправильную рациональную функцию с помощью деления числителя на знаменатель можно представить в виде суммы многочлена и правильной рациональной функции.
Определение  Рациональные функции с вещественными коэффициентами  вида 
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, где квадратный трехчлен имеет комплексные сопряженные нули, называются простейшими дробями. 

ЗАМЕЧАНИЕ  Каждая правильная дробь единственным образом представима в виде суммы простейших дробей. Алгоритм  представления называется методом неопределенных коэффициентов. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1  Пусть 
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 сводится к интегралу от рациональной функции с помощью замены переменной 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2  Интеграл вида 
[image: image1673.wmf](sin,cos)

rxxdx

ò

 приводится к интегралу о рациональной функции с помощью универсальной подстановки 
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.           ЗАМЕЧАНИЕ 3  Следующие  интегралы специального вида приводятся к 
интегралам от рациональных функций с помощью соответствующих замен
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ЗАМЕЧАНИЕ 4  К интегралам от рациональных функций с  помощью двух последова тельных замен приводятся и такие интегралы  
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Определение  Разобьем отрезок 
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 точками 
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 попарнонепе ресе кающихся отрезков, и обозначим это разбиение 
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ЗАМЕЧАНИЕ  При 
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 отрезков разбиения стремится к бесконечно сти, а длины всех этих отрезков равномерно  стремятся к нулю.
Определение Пусть на отрезке 
[image: image1690.wmf][,]
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 задана функция. Произведем разбиение 
[image: image1691.wmf][,]
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 называется интегральной суммой. Если существует конечный предел 
[image: image1696.wmf]()0
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то он называется  определенным интегралом (Римана) функции 
[image: image1699.wmf]()
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 на отрезке  
[image: image1700.wmf][,]
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, а 
[image: image1701.wmf]()
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 - интегрируемой по Риману функцией.      Обозначение  
[image: image1702.wmf]():
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Определение Пусть на отрезке 
[image: image1703.wmf][,]
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 заданы две функции 
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 называется криволинейной трапецией .

Определение Если существует определенный интеграл 
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то он называется площадью криволинейной трапеции.
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Определение Функция 
[image: image1707.wmf]()
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 называется кусочно непрерывной на 
[image: image1708.wmf][,]
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, если она непрерывна на 
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ab

 за исключением конечного числа точек разрыва первого рода.

ЗАМЕЧАНИЕ Кусочно непрерывная функция ограничена на 
[image: image1710.wmf][,]

ab

.

Определение Функция 
[image: image1711.wmf]()

fx

 называется кусочно монотонной на 
[image: image1712.wmf][,]

ab

, если она ограничена и для некоторого разбиения  
[image: image1713.wmf]:{}

k

Tx
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[image: image1714.wmf]()

fx

 не убывает или не возрастает на каждом интервале 
[image: image1715.wmf]1

(,)

kk

xx

-

.

ТЕОРЕМА (существования интеграла Римана)   1) Если 
[image: image1716.wmf]()

fx

 кусочно непрерывна 
или кусочно монотонна на 
[image: image1717.wmf][,]

ab

, то интеграл 
[image: image1718.wmf]()

b

a

fxdx
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 существует. 2) Еслиинтеграл 

[image: image1719.wmf]()

b

a

fxdx

ò

 существует, то 
[image: image1720.wmf]()

fx

 ограничена на 
[image: image1721.wmf][,]

ab

.

ТЕОРЕМА (свойства определенного интеграла) 

1) 
[image: image1722.wmf],(()())()()

bbb

aaa

fxgxdxfxdxgxdx

ababab

"Î+=+

òòò

R

, если хотя бы два из этих интегралов существуют 
[image: image1723.wmf],,0

abab

$¹

.     

2) Если 
[image: image1724.wmf][,]()()

xabgxfx

"Î£

, то 
[image: image1725.wmf]()()
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aa

gxdxfxdx
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òò

.   3) Если  
[image: image1726.wmf]()

fx

 интегрируема на 
[image: image1727.wmf][,]

ab

 и 
[image: image1728.wmf][,]

[,]

:inf(),:sup()

xab
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mfxMfx
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, то 
[image: image1729.wmf]()()()
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a

mbafxdxMba
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.

4) (теорема о среднем)  Если 
[image: image1730.wmf]()

fx

 непрерывна, а 
[image: image1731.wmf]()

gx

знакопостоянна на 
[image: image1732.wmf][,]

ab

, то 
[image: image1733.wmf](,)()()()()
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abfxgxdxfgxdx
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     при  условии существования интегралов.

5) 
[image: image1734.wmf][,]()()()
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cabfxdxfxdxfxdx
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.

ЗАМЕЧАНИЕ  Если при определении определенного интеграла разбиение отрезка 
[image: image1735.wmf][,]

ab

 проводить убывающей последовательностью точек 
[image: image1736.wmf]10
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axxxb
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, то 
[image: image1737.wmf]()0()0

()lim([,],)lim([,],)()
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.
Это согласуется с равенством 
[image: image1738.wmf]()0

a

a

fxdx

=
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.
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Кроме знания факта существования интеграла и его свойств необходим еще алгоритм вычисления определенного интеграла.

Определение Пусть 
[image: image1739.wmf]()

fx

 интегрируема на отрезке  
[image: image1740.wmf][,]

ab

. Можно оказать, что она 
интегрируема на каждом  
[image: image1741.wmf][,],[,]

axxab

Î

. Функция 
[image: image1742.wmf]():()

x

a

xftdt
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 называется  
интегралом с переменным верхним пределом.

ТЕОРЕМА  1) Если 
[image: image1743.wmf]()

fx

 непрерывна на 
[image: image1744.wmf][,]

ab

, то функция 
[image: image1745.wmf]():()

x
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xftdt
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 является ее первообразной. 

2) (формула Ньютона-Лейбница) Если 
[image: image1746.wmf]()

fx

 непрерывна на 
[image: image1747.wmf][,]

ab

 и 
[image: image1748.wmf]()

Fx

 какая-либо ее первообразная, то  
[image: image1749.wmf]()()()

b

a

ftdtFbFa
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.  

3) (формула замены переменной)  Если 
[image: image1750.wmf]()

fx

 непрерывна на 
[image: image1751.wmf][,]

ab

, а функция 
[image: image1752.wmf]()
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 непрерывно дифференцируема на 
[image: image1753.wmf][,]

ab

 и  
[image: image1754.wmf][,]()[,],(),()

ttabab

abjjajb

"ÎÎ==

, то  
[image: image1755.wmf]()(())()

b

a

fxdxfttdt
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.
4) (формула интегрирования по частям)  Если функции 
[image: image1756.wmf](),()

uxvx

 непрерывно 
дифференцируемы на 
[image: image1757.wmf][,]

ab

, то 
[image: image1758.wmf]()()()()|()()
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uxvxdxuxvxuxvxdx
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, где  

[image: image1759.wmf]()()|:()()()()

b
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uxvxubvbuava
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.

ЗАМЕЧАНИЕ Если функция 
[image: image1760.wmf]()

fx

 интегрируемая и четная (нечетная) на отрезке 
[image: image1761.wmf][,]
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, то 
[image: image1762.wmf]0

()2()()0

aaa

aa

fxdxfxdxfxdx

--

æö

==

ç÷

èø

òòò

.
____
ЗАМЕЧАНИЕ  Если 
[image: image1763.wmf]()

fx

 непрерывно дифференцируема на 
[image: image1764.wmf][,]

ab

, то для любого разбиения 
[image: image1765.wmf]T

 этого отрезка по формуле Лагранжа найдется последовательность точек 
[image: image1766.wmf]E

 со свойством  
[image: image1767.wmf]1
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,  то есть определенный интеграл  совпадает с некоторой интегральной суммой функции.

Определение Пусть 
[image: image1768.wmf]()

fx

 определена на 
[image: image1769.wmf][,]

ab

. Сумма вида 
[image: image1770.wmf]()()

1

(,):()

n

nn

kk

k

SAEfxA

=

=×

å

, где 
[image: image1771.wmf]()()()
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, называется квадратурной формулой, числа 
[image: image1772.wmf]()

n

k

x

 - узлами квадратурной формулы, а числа 
[image: image1773.wmf]()

n

k

A

 - коэффициентами. Число 
[image: image1774.wmf](,):()(,)

b

f
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RAEfxdxSAE
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 называется  остаточным членом квадратурной формулы.

Из многочисленных приближенных формул вычисления интеграла  приведем  формулу прямоугольников.

ЗАМЕЧАНИЕ Разобьем  
[image: image1775.wmf][,]

ab

 равноотстоящими точками
[image: image1776.wmf]:,:,0
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xahkhk
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 на 
[image: image1777.wmf]n

 отрезков одинаковой  длины. Если функция 
[image: image1778.wmf]()

fx

 имеет непрерывную производную второго порядка на 
[image: image1779.wmf][,]

ab

, то квадратурная формула прямоугольников имеет вид 
[image: image1780.wmf]1
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, где   
[image: image1781.wmf]1
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[image: image1782.wmf]3
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Определение  Пусть кривая 
[image: image1783.wmf]l

 задана параметрическим уравнением 
[image: image1784.wmf]()
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xxt
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. Фиксируем разбиение 
[image: image1785.wmf]{}
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 и выберем точки  кривой 
[image: image1786.wmf]:((),()),0,1,...,
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Mxtytlkn
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. Так как длина отрезка 
[image: image1787.wmf]1
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, 
[image: image1788.wmf]1,...,
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 равна 
[image: image1789.wmf]22
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:(()())(()())
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sxtxtytyt
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, то длина ломаной 
[image: image1790.wmf]T

l

, составленной из этих отрезков и вписанной в 
[image: image1791.wmf]l

, равна 
[image: image1792.wmf]1
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. Если существует конечный 
[image: image1793.wmf]sup():()
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, то он называется длиной кривой 
[image: image1794.wmf]l

, а сама кривая называется спрямляемой.

Определение  Кривая 
[image: image1795.wmf]l

 называется кусочно гладкой, если ее можно разбить на конечное число гладких кусков.

ТЕОРЕМА  1) (вычисление длины дуги) Если кривая 
[image: image1796.wmf]l

кусочно гладкая, то она спрямляемая.  Ее длина вычисляется по формуле 
[image: image1797.wmf]22

()()()

slxtytdt
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. В случае задания  
[image: image1798.wmf]l

функцией 
[image: image1799.wmf](),[,]

yfxxab
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,  
[image: image1800.wmf]2
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slfxdx
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. В случае задания  
[image: image1801.wmf]l

в полярной системе координат: 
[image: image1802.wmf]()
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,  
[image: image1803.wmf][,]
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, 
[image: image1804.wmf]22
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2) (вычисление площади) Пусть дан  криволинейный сектор 
[image: image1805.wmf]{
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, где функция 
[image: image1806.wmf](),[,]

rrjjab
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, непрерывна. Тогда площадь сектора существует и вычисляется по формуле  
[image: image1807.wmf]2
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3) (вычисление объема) Пусть функция 
[image: image1808.wmf](),[,]

yfxxab
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 непрерывна и неотрицательна. Тогда объем тела, получаемого вращением криволинейной трапеции  
[image: image1809.wmf]{
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:(,):[,],0()

Dxyxabyfx
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вокруг отрезка  
[image: image1810.wmf][,]

ab

 оси  
[image: image1811.wmf]OX

, существует  и вычисляется по формуле  
[image: image1812.wmf]2
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vGfxdx
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4) (вычисление площади поверхности) Пусть функция 
[image: image1813.wmf](),[,],

yfxxab
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 кусочно гладкая и неотрицательна. Тогда площадь боковой поверхности 
[image: image1814.wmf]L

 тела, получае мого вращением криволинейной трапеции  
[image: image1815.wmf]{
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Dxyxabyfx

=Î££

вокруг отрезка  
[image: image1816.wmf][,]

ab

 оси  
[image: image1817.wmf]OX

, существует и вычисляется  по формуле 

[image: image1818.wmf]2

()2()1()

b

a

sfxfxdx

¢

=+

ò

p

L

.

____

Определение  Пусть функция 
[image: image1819.wmf]()

fx

 определена на 
[image: image1820.wmf][,)

a
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 и интегрируема на каждом 
отрезке 
[image: image1821.wmf][,],

aRRa
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. Если существует конечный предел 
[image: image1822.wmf]lim():()
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fxdxfxdx
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, то он 
называется несобственным интегралом функции 
[image: image1823.wmf]()

fx

 на промежутке 
[image: image1824.wmf][,)

a

¥

. В 
этом случае говорят, что несобственный интеграл сходится.
ЗАМЕЧАНИЕ 1  Аналогично определяется несобственный  интеграл 
[image: image1825.wmf]lim():()
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fxdxfxdx
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. Несобственный интеграл 
[image: image1826.wmf]():()()
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fxdxfxdxfxdx
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, при условии, что несобственные интегралы в правой части существуют при некотором 
[image: image1827.wmf]a

Î
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.

ЗАМЕЧАНИЕ 2 (интегральный признак Коши) Пусть для знакоположительного ряда 
[image: image1828.wmf]1
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 и положительной  невозрастающей непрерывной  на  
[image: image1829.wmf][,)

a

¥

 функции 
[image: image1830.wmf]()

fx

 имеют место равенства 
[image: image1831.wmf]()
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nNafn
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.  Тогда несобственный интеграл 
[image: image1832.wmf]()
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 и  ряд  
[image: image1833.wmf]1
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 одновременно сходятся или расходятся.
ЗАМЕЧАНИЕ 3 (признаки сходимости несобственного интеграла) 

1) Пусть 
[image: image1834.wmf]0()()

xagxfx

"³££

, 
[image: image1835.wmf]()

gx

 интегрируема на каждом отрезке  
[image: image1836.wmf][,]

aR

 и сходится интеграл 
[image: image1837.wmf]()
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. Тогда сходится интеграл 
[image: image1838.wmf]()
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gxdx

¥

ò

.
 2) Пусть 
[image: image1839.wmf]0()()

xagxfx

"³££

, 
[image: image1840.wmf](),()

gxfx

 интегрируемы на каждом отрезке 
[image: image1841.wmf][,]

aR

 и 
интеграл 
[image: image1842.wmf]()

a

gxdx
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 расходится. Тогда расходится интеграл 
[image: image1843.wmf]()
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.
3) Пусть 
[image: image1844.wmf](),()0

xagxfx

"³>

,  
[image: image1845.wmf](),()

gxfx

 интегрируемы на каждом отрезке 
[image: image1846.wmf][,]

aR

 и существует конечный положительный предел 
[image: image1847.wmf]()
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. Тогда интегралы 
[image: image1848.wmf](),()
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 одновременно сходятся или расходятся.
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Определение  Пусть функция 
[image: image1849.wmf]()

fx

 определена на полуинтервале 
[image: image1850.wmf][,)

ab

, не ограничена в окрестности точки 
[image: image1851.wmf]b

 и  интегрируема на каждом 
[image: image1852.wmf][,],0

ab
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. Если существует конечный предел 
[image: image1853.wmf]0

lim():()
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fxdxfxdx
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, то он называется несобственным интегралом от неограниченной  функции 
[image: image1854.wmf]()

fx

 на отрезке 
[image: image1855.wmf][,]

ab

. В этом случае говорят, что несобственный интеграл сходится.

ЗАМЕЧАНИЕ 1  Аналогично определяется  несобственный интеграл 
[image: image1856.wmf]0
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. Пусть 
[image: image1857.wmf]()

fx

 определена на отрезке  
[image: image1858.wmf][,]

ab

 за исключением точки 
[image: image1859.wmf](,)

cab
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, в окрестности которой она не ограничена. Несобственный интеграл 
[image: image1860.wmf]():()()
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при условии, что несобственные интегралы в правой части    существуют.
ЗАМЕЧАНИЕ 2  Аналогичные признаки сходимости имеют место для несобственного интеграла на конечном отрезке.       
Контрольные вопросы  по  курсу математики

первого и второго семестров  (бакалавры)

ЭЛЕМЕНТЫ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ
1. Опр. высказывания, логической формулы и булевой функции. Пр.
2. Опр. обратной, противоположной теорем и метода доказательства от противного. Пр.   
3. Опр. предметной переменной, предиката и области определения. Пр.  
4. Опр. кванторов общности и существования. Пр.  
ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

1. Опр. СЛАУ, совместной  и определенной СЛАУ. Пр.  
2. Опр. матрицы, транспонированной матрицы и алгебраического дополнения элемента матрицы. Пр.   
3. Опр. суммы матриц, произведения матрицы на число и произведения матриц.
4. Опр. векторного пространства (ВП).  
5. Пять примеров векторных пространств.  
6. Опр. декартова произведения множеств и векторных пространств.  Пр.    
7. Опр. линейной комбинации элементов, линейно независимых  элементов и базиса в ВП. 
8. Опр. скалярного произведения и нормы в векторном пространстве.  Пр.  
9. Опр. отображения множеств, линейного и полилинейного отображений ВП.  Пр.  
10. Опр. n-мерных евклидова векторного, аффинного и евклидова (точечного) пространств.   
11. Опр. ДСК и полярной системы координат.   
12. Опр. символа Кронекера, ортонормированного базиса и прямоугольной  ДСК.   13. Опр. компонент элемента,  радиуса-вектора и координат точки.     
14. Опр.  сферической  и цилиндрической систем координат.   
15. Опр. проекции вектора на ось и ее свойства.  
16.  Опр. правой тройки и векторного произведения.  
17. Физические смыслы скалярного, векторного произведений. 
18. Опр. смешанного произведения и геом. смыслы  модулей векторного и смешанного произведений.  
19. Опр. плоскости и три аналитических способа ее задания  
20. Опр. вектора нормали к плоскости и направляющего вектора прямой.   
21. Опр. прямой и три способа  ее задания  в пространстве. 

22. Опр. кривой второго порядка и эллипса. Уравнение.   
23. Опр. гиперболы и параболы. Уравнение.  
24. Опр. правой, левой обр. матриц и свойства матриц.   
25. Опр. характеристического многочлена, собственных чисел и собственных векторов матрицы.   
26. Опр.  и свойства ортогональной матрицы.  
27. Опр. и свойства симметричной матрицы.  
28. Опр. и рисунки эллипсоида, одно- и двуполостных гиперболоидов. 
29. Опр. и рисунки эллиптического, гиперболического параболоидов и конуса. 
30. Опр. движения и элементарные движения. 
31. Опр. квадратичной формы, канонической и эквивалентных квадратичных форм. Пр.  
32. Опр. суммы операторов, умножения оператора на число и тождествен. оператора. Пр 
33. Опр. произведения операторов и матрицы оператора. 
34. Опр. подпространства, образа и ядра линейного оператора. 
35. Опр. ранга линейного оператора и свойства операторного уравнения.  
36. Опр. однородного, неоднородного операторных уравнений и образа оператора. 
37. Опр. правого, левого обратного  и обратимого операторов. Пр.   
38. Опр. мономорфизма, эпиморфизма и изоморфизма. Пр. 
39. Опр. числовой последовательности, ограниченной сверху и монотонно убывающей числовых последовательностей.  Пр.                                          

ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

1. Опр. предела, фундаментальной последовательности и подпоследовательности.  
2. Опр. числового ряда, частичной суммы и суммы ряда.  
3. Опр. гармонического, знакочередующегося и расходящегося числовых рядов. Пр.  
4. Опр. частичной суммы и суммы ряда. Найти сумму геометрической прогрессии.   
5. Опр. абсолютно и условно сходящихся рядов. Пр.        
6. Опр. множества, подмножества и разбиения множеств.     
7. Опр. объединения, пересечения и разности множеств. Пр.  
8. Связь рациональных чисел и бесконечных периодических дробей. Примеры.    9. Опр. ограниченных множеств,  верхней и нижней граней множества. Пр.  
10. Опр. равномощных множеств, счетного множества и множества мощности континуум. Пр.  
11.Опр. инъективного, сюръективного и биективного отображений. Пр.  
12. Опр. композиции отображений и сужения отображения. Пр.  
13. Опр. обратных отображений и связь с биективностью. Пр.      
14. Опр. основных элементарных и элементарных функций. Пр.  
15. Опр. гиперболических, рациональной функций и функции Дирихле. Пр.  
16. Опр. эквивалентных БМ и БМ более высокого порядка. Пр.   
17. Опр. числа сочетаний, числа 
[image: image1861.wmf]e

 и натурального логарифма. Пр.
18. Опр. непрерывности в точке, на множестве и примеры.      
19. Опр. устранимой точки разрыва, пределов слева и справа.     
20. Опр. точек разрыва первого, второго рода и примеры.    
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ  ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

1. Опр. производной и  связь с непрерывностью.      
2. Таблица производных.    
3. Опр. секущей и касательной. Геометрический смысл производной.    
4. Опр. дифференциала. Пр.   
5. Физический смысл производной.   
6. Опр. производной  n-ого порядка и примеры.   
7. Опр. кривой и параметрического задания. Пр.  
8. Опр. асимптоты и формулы ее нахождения.   
9. Опр. локальных экстремумов и пример.  
10. Опр. выпуклых, вогнутых кривых и точки перегиба.   
11. Опр. многочлена Тейлора, остаточного члена, формула Тейлора.   
12. Свойства степенных рядов.    
ИНТЕГРАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ  ФУНКЦИЙ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ
1. Опр. первообразной, неопределенного интеграла и замечание.  
2. Таблица первообразных.  
3. Опр. кратности нуля функции и теорема Гаусса. Пр.   
4. Опр. простейших дробей и метод неопр. коэффициентов. 
5. Опр. разбиения, диаметра разбиения.
6. Опр. интегральной суммы и определенного интеграла.  
7. Опр. криволинейной трапеции, функции и гребешка Дирихле.  
8. Опр. кусочно непрерывных и кусочно монотонных функций. Пр. Теорема существования. 
9. Опр. несобственного интеграла на отрезке бесконечной длины. Пр. 
10. Опр. несобственного интеграла от неограниченной функции. Пр. 
Типы задач  по  курсу математики первого и второго семестров  (бакалавры)

ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

1) Перемножить матрицы. 2) Найти транспонированную. 3) Найти ранг матрицы.

4) Найти обратную матрицу.  5) Вычислить определитель. 6) Решить СЛАУ по формуле Крамера. 7) Найти общее решение СЛАУ. 8) Вычислить скалярное, векторное, смешанное произведения векторов. 9) Найти уравнение проходящей через точку плоскости (прямой), 
[image: image1862.wmf]^

или
[image: image1863.wmf] плоскости (пря мой). 10) Найти объем тетраэдра (призмы) и площадь треугольника (параллелограмма), построенных на векторах как на сторонах. 11) Найти расстояния: а) от точки до прямой, б) от точки до плоскости, в) между двумя прямыми. 12) Определить взаиморасположение прямых (и, или) плоскостей. 13) Перейти от одной формы задания прямой (плоскости) к другой форме.
ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

1) Найти пределы 
[image: image1864.wmf]0
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. 2) Исследовать с помощью признаков 
сходимость ряда
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. 3)  Найти точки разрыва функции 
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 методом половинного деления найти корень уравнения 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ  ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

1)  Найти промежутки выпуклости-вогнутости и точки перегиба функции
[image: image1869.wmf]()
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2) Найти кривизну графика функции
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.  3) Найти вертикальные и горизонтальные асимптоты функции 
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yfx

=

.  4)  Найти наибольшее значение функции 
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 на отрезке  
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ab

.  5) Выписать формулу Тейлора и оценить остаточный член функции 
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 при заданном 
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 на заданном отрезке 
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. 6) Найти интервал сходимости степенного ряда 
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.  7) Разложить функцию 
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 в ряд Тейлора в окрестнос ти точки 
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ  ФУНКЦИЙ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ

1) Вычислить определенный интеграл с помощью замены переменных или интегрирова ния по частям. 2) Геометрические приложения интеграла. 3) Вычислить приближенно интеграл 
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 с помощью формулы прямоугольников. 4) Вычислить 
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Основные задачники и решебники:
1) Клетеник Д.В. Сборник задач по аналитической геометрии.

2) Берман Г.Н. Сборник задач по курсу математического анализа.

 3) Данко П.Е., Потапов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в упражнениях и 
      задачах. Ч.1.
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