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Логика предикатов.

Понятие предиката. Логические и кванторные операции над предикатами.

Определение 1. Одноместным предикатом Р{х) называется всякая функция одного переменного, в которой аргумент х пробегает значения из некоторого множества М, а функция при этом принимает одно из двух значений: истина или ложь.

Множество М, на котором задан предикат, называется областью определения предиката.

Множество 
[image: image85.bmp], на котором предикат принимает только истинные значения, называется областью истинности предиката Р(х).
Предикат Р(х) называется тождественно истинным (тождественно ложным) на множестве М, если 
[image: image2.wmf]M
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Определение 2. п-местным предикатом называется всякая функция п переменных 
[image: image4.wmf](
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 определенная на множестве 
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и принимающая на этом множестве одно из двух значений: истина или ложь.

Говорят, что предикат Р{х) является следствием предиката Q(x) (q(x) ( Р(х)), если 
[image: image6.wmf]P
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; и предикаты Р(х) и Q(x) равносильны (q(x) ( Р(х)), если 
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Пример 1. Среди следующих предложений выделить предикаты и для каждого из них указать область истинности, если М = R для одноместных предикатов и 
[image: image8.wmf]R

R

M

´

=

для двухместных предикатов:

1) x + 5 = 1. Предложение является одноместным предикатом P(x), 
[image: image9.wmf]}
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2) при х = 2 выполняется равенство х2 -1 = 0. Предложение не является предикатом. Это ложное высказывание;

3) 
[image: image10.wmf]0
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. Предложение является одноместным предикатом P(x), 
[image: image11.wmf]}
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4) (х + 2)-(Зх-4). Предложение не является предикатом; оно не является и высказыванием. 
5) х2+у2>0. Предложение является двухместным предикатом Q(x,y), 
[image: image12.wmf](
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Пример 2. Пусть даны предикаты А(х ,у) и В{х ,у), определенные на множестве 
[image: image13.wmf]R
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. Найти множество истинности предиката А(х, у)( В{х,у) и изобразить ее с помощью кругов Эйлера-Венна.

Решение. Так как  
[image: image14.wmf](
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, то 
[image: image15.wmf](
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[image: image16.wmf]B
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изображена заштрихованной частью рисунка.
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Можно рассматривать и обратную задачу: Зная область истинности предиката, полученного в результате применения логических операций к некоторым предикатам, записать этот предикат.

Пример 3. Записать предикат, полученный в результате логических операций над предикатами Р(x), Q(x) и R(x) , область истинности которого I заштрихована на рисунке.

[image: image18.png](7




Решение. Так как здесь 
[image: image19.wmf]R
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то искомый предикат имеет вид P(x)&Q(x)&R(x).
Пусть имеется предикат Р(х), определенный на множестве М. Если а(М, то подстановка а вместо х в предикат Р(х) превращает этот предикат в высказывание Р(a). Такое высказывание называется единичным. Наряду с образованием из предикатов единичных высказываний в логике предикатов рассматривается еще две операции, которые превращают одноместный предикат в высказывание.
Определение 3. Пусть Р(x)- предикат, определенный на множестве М. Под выражением (xP(x) понимают высказывание, истинное, когда Р(х) тождественно истинный на множестве М предикат и ложное в противном случае. 

Это высказывание уже не зависит от х. Соответствующее ему словесное выражение будет «Для всякого х Р(х) истинно». Символ ( называют квантором всеобщности. Переменную х в предикате Р(х) называют свободной (ей можно придавать различные значения из М), в высказывании (xP(x)переменную х называют связанной квантором (.

Определение 4. Пусть Р(x) - предикат, определенный на множестве М. Под выражением (хР(х) понимают высказывание, которое является истинным, если существует хотя бы один элемент х(М, для которого Р(х) истинно, и ложным в противном случае. 

Это высказывание уже не зависит от х. Соответствующее ему словесное выражение будет: «Существует х, при котором Р(х) истинно». Символ ( называют квантором существования. В высказывании (хР[х) переменная х связана квантором (.

Пример 4. Даны предикаты Р(х): x:2 + x +1 >0 и Q{x): х2 - 4х + 3 = 0, определенные на множестве R. Требуется установить, какие из следующих высказываний истинны и какие ложны:

1) (xP(x);     2) (хР(х);     3) (xQ(x);     4) (xQ(x).
Решение. Так как   
[image: image20.wmf]0
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при всех x, то будут истинны высказывания   (x Р(х)  и (х Р(х). Так как уравнение х2 - 4х + 3 = 0 имеет только два действительных корня х1 =3 и х2 = 1, то предикат Q(x) принимает значение 1 только при   х=3 и х=1 и 0 в остальных случаях. Но тогда высказывание (x Q(x) ложно, а высказывание (х Q(x) истино.

Задание1: На множестве  М = {1,2,3,...,20} заданы предикаты:

А(х): «х не делится на 5»;

B(x): «х- четное число»;

С(х): «х - число простое»;

D(x): «х кратно 3».

Найдите множества истинности следующих предикатов:

1. 
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Задание 2: Записать предикаты, полученные в результате логических операций над предикатами Р(х), Q(x) и R(x) , области истинности которых заштрихованы на следующих рисунках: 
Задание3: Изобразить на диаграммах Эйлера- Венна области истинности следующих предикатов:

1. 
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6. 
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Задание 4: Установить, какие из следующих высказываний истинны, а какие ложны, при условии, что область определения предикатов М совпадает с R:
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6. 
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8. 
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Равносильные формулы логики предикатов.

Определение 5. Две формулы логики предикатов А и В (A(B) называются равносильными на области М, если они принимают одинаковые значения при всех значениях входящих в них переменных, отнесенных к области М.
Две формулы логики предикатов А и В называются равносильными, если они равносильны на всякой области.
Все равносильности алгебры высказываний верны, если в них вместо переменных высказываний подставить формулы логики предикатов. Но, кроме того, имеют место равносильности самой логики предикатов. 

Пример 5 Упростить формулу: ((x(y(A (х)((z (B (х; z)(C(y;z))). 

1) выполнить операцию отрицания формулы:

(x(y((A(х)((z (B (х; z)(C(y;z)));

2) удалить логическую связку “(”:

(x(y(((A(х) ((z (B (х; z)(C(y;z)));
3)  выполнить операцию отрицания формулы:

(x(y (A(х) ((z ((B (х; z) ( (C(y;z)));

4)  перенести квантор (z  влево:

(x(y (z (A(х) ( (B (х; z) ( (C(y;z)); 
Пример 6. Доказать равносильность 
[image: image51.wmf](
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Решение. Для доказательства равносильности достаточно рассмотреть два случая:
1. Пусть предикаты А(х) и В(x) тождественно ложны. Тогда будет тождественно ложным и предикат 
[image: image52.wmf](
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2. Пусть теперь хотя бы один из предикатов (например, A(x)) не тождественно ложный. Тогда будет не тождественно ложным и предикат
[image: image55.wmf](
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а, значит, будут истинными и исходные формулы. Следовательно, 
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Задание 5: Доказать  равносильности логики предикатов: 

1. 
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6. 
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7. 
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8. 
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9. 
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10. 
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11. 
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12. 
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13. 
[image: image71.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

A

x

c

x

A

c

x

$

®

º

®

$


14. 
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15. 
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16. 
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Задание 6: Упростить следующих формул:
1. (x(P1(x))((x(P2.(x))((x(P1(x)(P2.(x));
2. (y(P1.(x))((y (P2.(x))((y(P1.(x)((P2.(x));
3. ((x(A(x))((x(B(x)))((y((A(x)(C(y))((B(x)(C(y)));

4. (x(A(x)(B(x))((y(B(x)(C(y)((z(C(y)(D(z))) ;

5. (x(B(x)(A(y))((B(x)((y(A(y)(C(z)))((z(B(x)(C(z)) ;

6. (x(( A(x)((y(( B(y)))((B(x)(A(x)) ;

7. (x(A(x)(B(y))((y(A(x)((B(y)(C(z)))((z(A(x)(C(z)) ;

8. (x(( A(x)((x(( C(x)))((x((C(x)(A(x)) ;

9. ((x(( A(x))((x(( B(x)))((( B(x)(A(x)). 
10. (x(A(x)(B(y))((y(A(x)((B(y)(C(z)))((A(x)((z(C(z)))
Предваренная нормальная форма (п.н.ф.)

Говорят, что формула логики предикатов имеет нормальную форму, если она содержит только операции конъюнкции, дизъюнкции и кванторные операции, а операция отрицания отнесена к элементарным формулам.
Среди нормальных форм формул логики предикатов важное значение имеют так называемые предваренные нормальные формы. В них кванторные операции либо полностью отсутствуют, либо используются после всех операций алгебры логики.
Пример 7. (x(A(х)((x(B(x)))((y(C(y)).

Привести формулу к виду ПНФ.
1) удалить логические связки “(”:

(x((A(х)((x(B(x)))(((x(B(х))(A(x)))((y(C(y));

2) удалить логические связки “(”:
(((x(((A(х)((x(B(x)))((((x(B(х))(A(x)))((y(C(y));
3) применить закон ((x(R(x))=(x((R(x)):

(x(((((A.(х)((x(B (x)))((((x(B (х))(A (x))))((y(C.(y));
4) применить закон де Моргана ((x(y)=((x((y):
(x(((((A (х)((x(B (x)))((((((x(B.(х))(A (x))))((y(C.(y));

5) применить закон де Моргана ((x(y)=((x((y):

(x((A (х)((((x(B (x))))(((x(B (х))(((A (x))))((y(C.(y));

6) применить закон ((x(R(x))= (x ((R(x)):
(x((A (х)((x((B.(x)))(((x(B (х))(((A (x))))((y(C.(y));

7) переименовать связанную переменную x=z:
(z((A.(z)((x(( B (x)))(((x(B.(х))(((A.(z))))((y(C.(y));

8) переименовать связанную переменную x=w:
(z(A (z)((w((B (w))((x(B (х)((A (z)))((y(C.(y));

9) вынести квантор (w, (x и (y влево:

(z(w(x(y(A (z)((B (w)(B (х)((A (z)(C.(y));

10) преобразовать матрицу к виду КНФ:

(z(w(x(y((A (z)(B (х)(C.(y))(((B (w)(B (х)(C.(y))( ((B (w)((A (z)(C.(y))).

Задание7: Привести к ПНФ.

1. ((x(A(x))((x(B(x)))((y((A(x)(C(y))((B(x)(C(y)));

2. (x(A(x)(B(x))((y(B(x)(C(y)((z(C(y)(D(z))) ;

3. (x(B(x)(A(y))((B(x)((y(A(y)(C(z)))((z(B(x)(C(z)) ;

4. (x(( A(x)((y(( B(y)))((B(x)(A(x)) ;

5. (x(A(x)(B(y))((y(A(x)((B(y)(C(z)))((z(A(x)(C(z)) ;

6. (x(( A(x)((x(( C(x)))((x((C(x)(A(x)) ;

7. ((x(( A(x))((x(( B(x)))((( B(x)(A(x)).
8. ((x(A(х)((y(B(y)(C(z))))((((y(D(x; y)(F(z)))
9. ((x(B(x)((y(A(y))))((y(A(x)(C(y))(( C(y)(B(x)
10. 
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Применение логики предикатов в математике

I. Применение языка логики предикатов для записи математических предложений, определений.
Пример 8. Записать на языке логики предикатов определение предела числовой последовательности.
Решение. Число а является пределом числовой последовательности (an) тогда и только тогда, когда для любого положительного числа ( существует такой номер n0 , что для всех натуральных чисел, больших или равных п0, справедливо неравенство 
[image: image76.wmf]e
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Используя язык логики предикатов, можно записать это определение в компактной форме:  
[image: image77.wmf](

)

e

e

<

-

Þ

³

Î

"

Î

$

>

"

Û

=

¥

¬

a

a

n

n

N

n

N

n

a

a

n

n

n

0

0

0

lim

.
II. Построение противоположных утверждений.
Пусть дано некоторое математическое утверждение А. Противоположным утверждением для 
[image: image78.wmf]A

 будет утверждение. Логика предикатов позволяет путем равносильных преобразований формулы А придать ей хорошо обозримый вид.
Пример 9. Построим утверждение, противоположное определению пределу числовой последовательности.
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III. Прямая, обратная и противоположная теоремы.

Рассмотрим четыре теоремы:
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Определение 6. Пара теорем, у которых условие одной является заключением второй, а условие второй является заключением первой, называются взаимно обратными друг другу.
Теоремы (1) и (2), а также (3) и (4) - взаимно обратные теоремы. При этом, если одну из них называют прямой теоремой, то вторую называют обратной.
Определение 2. Пара теорем, у которых условие и заключение одной являются отрицанием соответствующего условия и заключения другой, называются взаимно противоположными.
Так, теоремы (1) и (3), а также (2) и (4) являются взаимно противоположными.
Пример 10. Для теоремы: «Если четырехугольник является прямоугольником, то в четырехугольнике диагонали равны» сформулируйте теоремы (2) - (4).

Решение. Пусть Е = {x} - множество всех четырехугольников на плоскости, Р(x) - свойство х быть прямоугольником, Q(x) - свойство х иметь равные диагонали. В сформулированной теореме Р(х) является условием, a Q(x) - заключением. Поэтому теорема (2), обратная данной , формулируется так: «Если в четырехугольнике диагонали равны, то четырехугольник является прямоугольником»; теорема (3), противоположная прямой, формулируется так: «Если четырехугольник не является прямоугольником, то в четырехугольнике диагонали не равны», теорема (4), противоположная обратной, формулируется так: «Если в четырехугольнике диагонали не равны, то четырехугольник не является прямоугольником».
Задание 8 Запишите на языке логики предикатов определения:
1) линейно упорядоченного множества (упорядоченное множество называется линейным, если для любых элементов этого множества х и у либо х = у , либо х < у, либо х>у);
2) ограниченной функции (функция f(x) называется ограниченной на множестве М, если существует такое неотрицательное число L, что для всех х(М справедливо неравенство  
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3) четной функции (функция f называется четной, если область ее определения симметрична относительно начала координат и для каждого х из области определения справедливо равенство
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4) периодической функции (функция f называется периодической, если существует такое число Т( 0, что при любом х из области определения f элементы х-Т и х + Т также принадлежат этой области, и при этом выполнено равенство f(x±T) = f(x));
5) возрастающей функции на множестве М (функция f называется возрастающей на множестве М, если для любых чисел х1 и х2, принадлежащих множеству М, из неравенства х1 <х2 следует неравенство f(x1)< f(x2)).
Задание 9: Постройте следующие утверждения:
1)  Упорядоченное множество не является линейным?
2)  Функция не является ограниченной?

3)  Функция не является четной?

4)  Функция не является периодической?

5)  Функция не является возрастающей на множестве М?
Задание: Доказать несправедливость утверждений:
1. «Если функция непрерывна в точке х0,то она и дифференцируема в этой точке.»

2)  «Если в четырехугольнике диагонали равны, то четырехугольник является прямоугольником.»
3. «Если функция интегрируема на [а,b], то она непрерывна на нем.»

4)  «Если числовая последовательность имеет предел, то она монотонна.»

5) «Если числовая последовательность ограничена, то она имеет предел.»
6)  «Если дифференцируемая функция у = f(x) имеет в точке х0 первую производную равную нулю 
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Задание 10: Запишите символически следующие суждения:

1) "все судьи - юристы, но не все юристы – судьи”; 

2) “Судья, являющийся родственником потерпевшего, не может участвовать в рассмотрении дела. Судья X - родственник потерпевшего. Следовательно, судья X не может участвовать в рассмотрении дела.”

3) “К уголовной ответственности привлекаются лица, совершившие тайное похищение личного имущества граждан. Обвиняемый X не совершал тайного похищения личного имущества граждан. Следовательно, обвиняемый X не может быть привлечен к уголовной ответственности”.

4)  “Если иск предъявлен недееспособным лицом, то суд оставляет иск без рассмотрения. Иск предъявлен недееспособным лицом. Следовательно, суд оставляет иск без рассмотрения”.
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