МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

ГОСУДАРСТВЕННОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ

ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ

ДОНСКОЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра ПОВТ и АС

Функции алгебры логики
Методические указания к практическим занятиям по курсу «Введение в математическую логику»

Ростов- на- Дону

2011

Составитель ст. преподаватель О.В. Ляхницкая, 

Методические указания предназначены для студентов специальности 090102 «Компьютерная безопасность», 230105 «Программное обеспечение вычислительной техники и автоматизированных систем», 230102 «Автоматизированные системы управления» и преподавателей, ведущих практические занятия по курсу «Введение в математическую логику». 
Рецензент: д.т.н. Кобак В.Г.
Двойственность. Класс самодвойственных функций.
Определение. Функции f*(x1, ..., xn) называется двойственной к функции f(x1, ..., xn), если f*(x1, ..., xn) = 
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(
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1, ..., 
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n).
Пример 1. Покажем с помощью таблицы истинности, что константа 0 двойственна к 1:
	x
	f
	f*

	0

1
	0

0
	1

1


Функции f(x) = x и g(x) = 
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 двойственны сами себе:
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так как f*(0)=
[image: image5.wmf]f

(1).

Определение 2. Если f*(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn), то f(x1, ..., xn) называется самодвойственной. 

Множество всех самодвойственных функций обозначается через S.
Пример 2. Покажем, что f(x1,x2,x3)=x1x2x3 – самодвойственна. 
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Если f*– самодвойственна, то 
[image: image6.wmf]f

(
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1, ..., 
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n) = f(x1, ..., xn), т.е. на противоположных наборах функция принимает противоположные значения.

Пример 3. Покажем, что функция х1(х2 двойственна к x1&x2, функция х1
[image: image9.wmf]¯

х2 двойственна к функции x1|x2.
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Пример 4. Построить формулу, реализующую f*, если f = ((x
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(xyz)). Покажем, что она эквивалентна формуле  N = z(xy).

Найдем (xy)* и (x
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y)*.

	x  y
	xy
	(xy)*
	x 
[image: image15.wmf]®

 y
	(x
[image: image16.wmf]®

 y)*

	0  0

0  1

1  0

1  1
	0

1

1

0
	1

0

0

1
	1

1

0

1
	0

1

0

0


Из таблиц видно, что

(x
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y)* = x ~ y = 
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EMBED Equation.3[image: image29.wmf]Ú

y.

По принципу двойственности:

f* = 
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EMBED Equation.3[image: image38.wmf]y
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EMBED Equation.3[image: image54.wmf]z

) = z(
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y(x
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) = z(x(y).

Тогда f = (f*)* = [z(x(y)]* = z((x~y).

Задание 1 . Используя непосредственно определение двойственности булевых функций, выясните, является ли функция g двойственной к функции f:

1)
[image: image57.wmf]y

x

f

Å

=

,



[image: image58.wmf]y

~

x

g

=

;

2)
[image: image59.wmf]y

|

x

f

=

 ,

          


[image: image60.wmf]y

x

g

¯

=

;

3)
[image: image61.wmf]y

x

f

®

=

,
                     
[image: image62.wmf]y

x

g

×

=

;

4)
[image: image63.wmf](

)

(

)

x

y

y

x

f

®

®

®

=

,

[image: image64.wmf](

)

(

)

x

y

y

x

g

®

×

®

=

;

5)
[image: image65.wmf]z

y

x

f

Å

Å

=

,



[image: image66.wmf]z

y

x

g

Å

Å

=

;

6)
[image: image67.wmf]z

y

x

f

Ú

×

=

,



[image: image68.wmf](

)

z

y

x

g

Ú

×

=

;

7)
[image: image69.wmf]yz

xz

xy

f

Å

Å

=

,


[image: image70.wmf]yz

xz

xy

g

Ú

Ú

=

;

8)
[image: image71.wmf]z

y

x

f

®

×

=

,



[image: image72.wmf]z

y

x

g

×

×

=

;

9)
[image: image73.wmf](

)

z

y

x

t

z

y

x

f

×

×

Ú

×

Ú

Ú

=

,
 
[image: image74.wmf](

)

z

y

x

t

z

y

x

g

×

×

Ú

×

Ú

Ú

=

;

10)
[image: image75.wmf]tx

zt

yz

xy

f

Ú

Ú

Ú

=

,
 

[image: image76.wmf]yt

xz

g

Ú

=

;

11)
[image: image77.wmf](

)

(

)

t

z

y

x

f

Å

®

Ú

=

,
 
[image: image78.wmf](

)

(

)

t

~

z

y

|

x

g

×

=

;

12)
[image: image79.wmf](

)

(

)

t

z

y

x

f

®

×

®

=

,
 

[image: image80.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

y

z

y

t

x

z

x

g

®

×

®

×

®

×

®

=

.

Задание 2 . Используя принцип двойственности, постройте формулу, реализующую функцию, двойственную к функции f, и убедитесь в том, что полученная формула эквивалентна формуле V:
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Задание 3 . Выяснить, является ли функция f самодвойственной:
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Задание 4 . Представив функцию f полиномом, выяснить, является ли она линейной:
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Полином Жегалкина. Линейность и класс линейных функций.
Общий вид полинома Жегалкина:
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где 
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,  s = 0, 1, ..., n, причем при s = 0 получаем   свободный член а0.

Методы представления функции полиномом Жегалкина

1. Представим любую функцию формулой над {x1&x2,
[image: image122.wmf]x

} и сделаем замену  
[image: image123.wmf]x

=x1. Этот способ удобен, если функция задана формулой.

Пример 5. (x1
[image: image124.wmf]®

(x2
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x3))(x1 x2) x3 = (x1 x2 x3)(x1 x2) x3 = ((x1x2 x1x3 x1x2 x2 x2x3)x3  = ((x1x3 x2)x3 = x1x3x2 x3 = ((x1x31)x21)x3 = x1x2x3x2x3x3.

Надо помнить, что четное число одинаковых слагаемых в сумме по mod2 дает 0.

2. Метод неопределенных коэффициентов. Он удобен, если функция задана таблицей.

Пример 6. Запишем с неопределенными коэффициентами полином Жегалкина для функции трех переменных 

f(x1, x2, x3) = (01101001) = а0 а1х1 (а2х2  а3х3 b1x1x2 b2x2x3 ( b3x1x3 ( cx1x2x3. 

Затем находим коэффициенты, используя значения функции на всех наборах. 

На наборе (0, 0, 0) f(0, 0, 0) = 0, с другой стороны, подставив этот набор в полином, получим  f(0, 0, 0) = а0, отсюда а0 = 0. f(0, 0, 1) = 1, подставив набор (0, 0, 1) в полином, получим: f(0, 0, 1) = а0 а3, т.к. а0 = 0, отсюда а3 = 1. Аналогично, f(0, 1, 0) = 1 = а2, f(0, 1, 1) = 0 = а2 а3 b2 = b2 = 0; а1 = 1; 0 = а1 а3 b3 = b3 = 0;  0 = а1  а2 b1 = b1 = 0; 1 = 1 1 1 c; c = 0; f(x1, x2, x3) = x1 x2 x3.

3. Многочлен Жегалкина можно получить также с помощью треугольника Паскаля по единицам его левой стороны по таблице следующим образом. Построим многочлен Жегалкина для функции f = (10011110). Верхняя сторона треугольника есть функция f. Любой другой элемент треугольника есть сумма по модулю для двух соседних элементов предыдущей строки. Левая сторона треугольника для функции f содержит шесть единиц. Многочлен Жегалкина будет содержать шесть слагаемых. Первая единица треугольника соответствует набору (000). Первое слагаемое многочлена есть 1. Третья снизу единица в левой стороне треугольника соответствует набору (101). В качестве слагаемого многочлена берем x1x3. Аналогично для других единиц треугольника. Слева от наборов показаны слагаемые многочлена Жегалкина. 

	N
	x1x2x3
	f
	Треугольник Паскаля

	1

x3
x2
x2x3
x1
x1x3
x1x2
x1x2x3
	000

001

010

011

100

101

110

111
	1

0

0

1

1

1

1

0
	1 0 0 1 1 1 1 0

1 0 1 0 0 0 1

1 1 1 0 0 1

0 0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0

1 0

1


Определение. Функция f(x1, ..., xn), полином Жегалкина для которой имеет следующий линейный относительно переменных вид: f = а0 а1х1 а2х2 ... аnхn, называется линейной. Класс линейных функций обозначается L.
Задание 5 . Методом неопределенных коэффициентов найти полиномы Жегалкина для следующих функций:
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Задание 6. Методом треугольника Паскаля построить полином Жегалкина: 
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Задание 7 . Представив функцию 
[image: image146.wmf])

x

~

(

f

n

 формулой над множеством связок {&, 
[image: image147.wmf]}, преобразуйте её в полином Жегалкина 
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Задание 8. Представив функцию f полиномом, выяснить, является ли она линейной:
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Задание 9. Выяснить, является ли линейной функция f, заданная векторно:
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Монотонность и класс монотонных функций.
Определение. Функция f(x1, ..., xn) называется монотонной, если для двух наборов 
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 EMBED Equation.3  [image: image188.wmf]p
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~

, выполняется f(
[image: image190.wmf]a

~

)
[image: image191.wmf]p

f(
[image: image192.wmf]b

~

).
Задание 10. Проверить, является ли функция f монотонной:
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Класс функций, сохраняющих константу.

Определение: Функция f(x1, ..., xn) сохраняет константу a ( {0, 1}, если f(a, …, a) = a.

1) Т0 - класс функций, сохраняющих константу 0.

Т0  = { f(x1, ..., xn ( f(0, ..., 0) = 0, n = 1, 2, ...}. 

Число функций, зависящих от n переменных и принадлежащих Т0, будет равно 
[image: image205.wmf]

EMBED Equation.3[image: image206.wmf].
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2) T1 – класс функций, сохраняющих константу 1.
T1 = {f(x1, ...) (f(1, 1, ...) = 1};  

Задание 11. Выяснить, принадлежит ли функция f множеству T1\T0:
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Полнота и замкнутость системы функций

Теорема Поста о полноте

Для того чтобы система функций  была полной, необходимо и достаточно, чтобы она не содержалась целиком ни в одном из классов T0, T1, L, S, M.

Пример7: Составим критериальную таблицу для системы функций:

 {0, 1, x1x2, x1x2}.

	
	Т0
	Т1
	L
	M
	S

	   0
	+
	-
	+
	+
	-

	1
	-
	+
	+
	+
	-

	x1x2
	+
	+
	-
	+
	-

	x1x2
	+
	-
	+
	-
	-


Согласно теореме Поста эта система полна. 

Пример8: Выясним, полна ли система 
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. Составим критериальную таблицу, очевидно 
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, удовлетворяющую требуемым условиям. Если f 
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T1. Рассмотрим функцию h = x1x2
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x1x3=1, набор ее значений (11101000), h
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S\T0, но h
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L. Следовательно, критериальная таблица имеет вид:

	
	Т0
	Т1
	L
	M
	S

	L
[image: image229.wmf]I
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и А – полная система функций.

Задание 12. Выяснить, полна ли система  функций:
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Задание 14. Выяснить, полна ли система А функций, заданных векторами своих значений:
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Задание 15 . Выяснить, полна ли система А:
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