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1. Введение
Данные методические указания предназначены в помощь студентам колледжа экономики, управления и права при ДГТУ, а также могут быть использованы студентами гуманитарных специальностей ДГТУ.

Математическая подготовка экономиста имеет свои особенности, связанные со спецификой экономических задач, а также с широким разнообразием подходов к их решению, в которых математический аппарат занимает значительное место. В данном методическом указании рассмотрен один из основополагающих разделов – основы линейной алгебры.  

Материал подобран и изложен в таком виде, чтобы им можно было легко воспользоваться при решении задач линейного программирования, математического модели-рования и теории оптимизации.  

Кроме теоретических сведений в данном пособии приведены демонстрационные примеры использования математического аппарата.
2. Линейные уравнения

Линейным уравнением относительно неизвестных 
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 называется выражение вида: 
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где 
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 — числа. При этом 
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 называются коэффициентами уравнения, а 
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 — свободным членом.

Последовательность 
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 чисел 
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 называется решением линейного уравнения, если после подстановки 
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 в данное уравнение, оно превратится в верное числовое соотношение.  

Системы линейных уравнений

Пусть дана система  линейных уравнений относительно неизвестных 
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. Уравнения системы будем считать пронумерованными — первое, второе и т. д. Коэффициенты при неизвестных в 
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-м уравнении системы обозначим через 
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 (первый индекс - номер уравнения, второй - номер неизвестного, при котором стоит этот коэффициент), а свободный член 
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-го уравнения — через 
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. Тогда система линейных уравнений будет выглядеть следующим образом:
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Заметим, что в системе уравнений количество неизвестных может не совпадать с числом уравнений.

Систему линейных уравнений можно представить также в виде таблицы

	
[image: image15.wmf]1

x


	
[image: image16.wmf]2

x


	
[image: image17.wmf]K


	
[image: image18.wmf]n

x


	

	
[image: image19.wmf]11

a


	
[image: image20.wmf]12

a


	
[image: image21.wmf]K


	
[image: image22.wmf]n

a

1


	
[image: image23.wmf]1

b



	
[image: image24.wmf]21

a


	
[image: image25.wmf]22

a


	
[image: image26.wmf]K


	
[image: image27.wmf]n

a

2


	
[image: image28.wmf]2

b



	
[image: image29.wmf]K


	
[image: image30.wmf]K


	
[image: image31.wmf]K


	
[image: image32.wmf]K


	
[image: image33.wmf]K



	
[image: image34.wmf]1

m

a


	
[image: image35.wmf]2

m

a


	
[image: image36.wmf]K


	
[image: image37.wmf]mn

a


	
[image: image38.wmf]m

b




в 
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-й строке которой, 
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 записаны коэффициенты при неизвестных и свободный член 
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-го уравнения системы.
Решением системы уравнений называется такая последовательность чисел 
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, которая является решением каждого уравнения системы. Решить систему уравнений — значит найти все ее решения или убедиться в том, что их нет.
Возможны только следующие три случая:

1) система уравнений несовместна, т. е. не имеет ни одного решения;

2) система уравнений является определенной, т. е. имеет единственное решение;

3) система уравнений является неопределенной, т. е. имеет бесчисленное множество решений.

Система уравнений, которая имеет хотя бы одно решение, называется совместной.

Пусть система уравнений содержит противоречивое уравнение. Так как противоречивое уравнение не имеет решений, то система, содержащая противоречивое уравнение, несовместна.

Чтобы найти все решения системы уравнений или установить их отсутствие, следует преобразовать данную систему уравнений к такому виду, из которого можно сделать однозначное заключение о ее разрешимости.
Неизвестное 
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 называется разрешенным, если какое-нибудь уравнение системы содержит неизвестное 
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, с коэффициентом, равным единице, а во все остальные уравнения системы неизвестное 
[image: image45.wmf]i

x

 не входит, т. е. входит с коэффициентом, равным нулю.
Пример. Система уравнений
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содержит разрешенные неизвестные 
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. Неизвестные же 
[image: image48.wmf]5

3

,

x

x

 не являются разрешенными. 
Если каждое уравнение системы содержит разрешенное неизвестное, то такую систему называют разрешенной. 
Из каждого уравнения разрешенной системы выберем по одному разрешенному неизвестному. Тогда получим набор неизвестных, которые называется набором разрешенных  неизвестных данной разрешенной системы, который в общем случае определен неоднозначно.

Неизвестные системы линейных уравнений, которые не входят в данный набор разрешенных неизвестных, называются свободными неизвестными.
В приведенном примере свободными неизвестными являются 
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Пусть дана система линейных уравнений. Требуется найти все решения этой системы. Ясно, что при решении этой задачи исходную систему уравнений можно заменить равносильной ей системой. Доказано, что любая совместная система линейных уравнений равносильна разрешенной системе линейных уравнений, полученной из исходной системы при помощи элементарных преобразований, под которыми понимается любое из следующих действий:

1) вычеркивание уравнения системы, у которого все коэффициенты при неизвестных и свободный член равны нулю, т. е. вычеркивание тривиального уравнения;

2) умножение обеих частей какого-либо уравнения системы на отличное от нуля число;

З) замена 
[image: image50.wmf]i

-го уравнения системы уравнением, которое получается  путем почленного сложения 
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-го и 
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-го уравнений системы. 

Решение систем линейных уравнений методом Гаусса

Решить систему линейных уравнений значит получить равносильную разрешенную систему линейных уравнений или равносильную несовместную систему линейных уравнений. Способ получения таких систем называется методом Гаусса.

Теорема. Каждую систему линейных уравнений можно при помощи конечного числа элементарных преобразований превратить в разрешенную систему уравнений или в систему, содержащую противоречивое уравнение.

Пусть дана система уравнений
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Преобразование системы уравнений состоит из ряда последовательных преобразований.
1-ый шаг. Если коэффициент 
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 отличен от нуля, разделим первое уравнение на этот коэффициент, а затем вычтем из каждого следующего уравнения первое уравнение, умноженное соответственно на 
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. При этом первое уравнение называется разрешающим. Тогда система примет вид:
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Заметим, что в полученном виде системы первое уравнение содержит 
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 с коэффициентом 1, и в остальные уравнения эта переменная входит с коэффициентами 0. Следовательно, 
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 является разрешенной. В данном случае первое уравнение называется разрешающим.
2-ой шаг. Рассмотрим второе уравнение данной системы, как разрешающее. И проделаем предыдущие преобразования, т.е. если коэффициент 
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 отличен от нуля, разделим второе уравнение на этот коэффициент, а затем вычтем из каждого следующего (третьего, … , последнего) уравнения второе уравнение, умноженное соответственно на 
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И так далее. Не более чем через 
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 шагов (
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-количество уравнений) процесс преобразований остановится, так как все уравнения уже были использованы в качестве разрешающих.
Такой вид системы (преобразованный по методу Гаусса) называется ступенчатым видом.  

Выполняя преобразования Гаусса можно для удобства менять местами строки.
Следствие 1. Совместная система линейных уравнений равносильна разрешенной системе.

Следствие 2. Совместная система линейных уравнений имеет либо одно решение, либо бесчисленное множество решений.

Пример. Преобразовать расширенную матрицу системы к ступенчатому виду 
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Для удобства поменяем местами первую и вторую строки:
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Делаем первый шаг преобразования: вычитаем из второй строки первую, умноженную на 2, из третьей вычитаем первую строку, умноженную на 2, из четвертой строки вычитаем первую:
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Делаем второй шаг преобразования: делим вторую строку на -1:
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И прибавляем к третьей строке вторую, в четвертой строке ноль уже есть:
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На третьем шаге делим третью строку на -1:
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И прибавляем к четвертой строке третью:
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Из этого вида таблицы можно получить значения всех переменных: 
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Пример. Найти базисные  решения
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Делаем первый шаг преобразования: вычитаем из второй строки первую, умноженную на 2, из третьей вычитаем первую строку, умноженную на 3:
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Делаем второй шаг преобразования: делим вторую и третью строки на -1:
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Вычитаем из третьей строки вторую, умноженную на 2:
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Разделим третью строку на 4:
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Далее можно преобразовывать систему таким же способом, как только что было выполнено, выбирая в качестве разрешающего уравнения третье уравнение, а разрешенной переменной сделаем 
[image: image159.wmf]3

x

. Вычтем из первого уравнения третье уравнение, умноженное на 3, а из второго – третье, умноженное на 2. Получим:
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Затем вычтем из первого уравнения второе уравнение, умноженное на 2:

	
[image: image164.wmf]1

x


	
[image: image165.wmf]2

x


	
[image: image166.wmf]3

x


	
[image: image167.wmf]4

x


	

	1
	0
	0
	-11
	15

	0
	1
	0
	9
	-13

	0
	0
	1
	-1
	4


В этом виде системы 
[image: image168.wmf]3
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 - разрешенные переменные, их еще называют базисными переменными, а 
[image: image169.wmf]4

x

 называют свободной переменной, ее можно задавать любым числом, полученное при этом решение называют частным решением. Если 
[image: image170.wmf]4

x

 положить равным 0, то значения 
[image: image171.wmf]3
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 совпадают со значениями свободных членов. В линейном программировании такое решение принято называть базисным решением. В данном примере базисное решение имеет вид: 
[image: image172.wmf]}
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Если в качестве одной из базисных переменных нам потребуется рассматривать 
[image: image173.wmf]4

x

, то систему уравнений нужно будет преобразовать так, чтобы в столбце при 
[image: image174.wmf]4

x

 все коэффициенты кроме одного, равного 1, были равны 0. Поступим, например следующим образом. Умножим третью строчку на -1:
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Далее прибавим к первой строчке третью строчку, умноженную на 11, а из второй строчки вычтем третью, умноженную на 9: 
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В таком виде системы 
[image: image183.wmf]4
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 - разрешенные (базисные) переменные, а переменная 
[image: image184.wmf]3
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 стала свободной переменной. Базисное решение (при 
[image: image185.wmf]0
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) имеет вид: 
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Можно выбрать в качестве базисных переменных любые три переменные данной системы и выполнить преобразования так, чтобы система стала разрешенной относительно них.
3. Матрицы
Прямоугольная  таблица, содержащая 
[image: image187.wmf]m

 строк и 
[image: image188.wmf]n

 столбцов, называется матрицей размера 
[image: image189.wmf]n

m

´
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Числа 
[image: image191.wmf]ij

a

 называются элементами матрицы. Каждый элемент матрицы снабжен двумя индексами: первый индекс указывает номер строки, второй — номер столбца, в которых расположен этот элемент.

Матрицы обозначают буквами 
[image: image192.wmf]A

, 
[image: image193.wmf]B

, 
[image: image194.wmf]C

 и т. д. Например,
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Строки матрицы 
[image: image196.wmf]A

 можно рассматривать как 
[image: image197.wmf]n

-мерные векторы и столбцы матрицы 
[image: image198.wmf]A

 можно рассматривать как 
[image: image199.wmf]m

-мерные векторы.
Две матрицы 
[image: image200.wmf]A

 и 
[image: image201.wmf]B

 считаются равными, если число их строк равно числу столбцов и если равны элементы, стоящие на соответствующих местах этих матриц равны. Очевидно, что матрицы равны тогда и только тогда, когда равны их соответствующие столбцы или равны их соответствующие строки.

Часто приходится рассматривать матрицу, столбцами которой являются строки матрицы 
[image: image202.wmf]A

. Эта матрица называется транспонированной к 
[image: image203.wmf]A

 и обозначается через 
[image: image204.wmf]T
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.
Квадратные матрицы

Если число строк матрицы равно числу ее столбцов, то матрица называется квадратной, а число ее строк, равное числу столбцов, — порядком квадратной матрицы.

Множество всех элементов квадратной матрицы, которые лежат на отрезке, соединяющем ее левый верхний угол с правым нижним, т. е. совокупность элементов 
[image: image205.wmf]nn
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 называется главной диагональю, а множество всех элементов, которые лежат на отрезке, соединяющем ее правый верхний угол с левым нижним, - побочной диагональю.

Квадратная матрица называется треугольной если ее элементы, которые находятся над главной диагональю или под главной диагональю, равны нулю, т. е. матрицы вида
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являются треугольными. Матрица 
[image: image208.wmf]B

 называется треугольной снизу, а матрица 
[image: image209.wmf]C

 — треугольной сверху.

Квадратная матрица называется диагональной, если ее элементы, которые находятся вне ее главной диагонали, равны 0.
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Действия с матрицами

Умножение матрицы на число и сложение матриц

По определению, чтобы умножить матрицу на число 
[image: image211.wmf]k

, нужно каждый элемент матрицы умножить на это число. 
Пример. Умножить матрицу на число

[image: image212.wmf]÷
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Складывать можно только матрицы с одинаковым числом строк и столбцов. Суммой матриц 
[image: image213.wmf]A

 и 
[image: image214.wmf]B

 называется матрица 
[image: image215.wmf]C

, элементы которой равны суммам соответствующих элементов матриц 
[image: image216.wmf]A

 и 
[image: image217.wmf]B

.
Пример. Сумма двух матриц
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Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой и обозначается через 
[image: image219.wmf]O

. Для любой матрицы 
[image: image220.wmf]A

 имеем 
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Операции сложения матриц и умножения матрицы на число обладают следующими свойствами:
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где 
[image: image228.wmf]A

, 
[image: image229.wmf]B

, 
[image: image230.wmf]C

 - матрицы, 
[image: image231.wmf]k

, 
[image: image232.wmf]l

 - числа.

Умножение матриц
Произведение матрицы 
[image: image233.wmf]A

 на матрицу 
[image: image234.wmf]B

 определено только в том случае, когда число столбцов матрицы 
[image: image235.wmf]A

 равно числу строк матрицы 
[image: image236.wmf]B

. В результате умножения получим матрицу 
[image: image237.wmf]C

, у которой столько же строк, как у матрицы 
[image: image238.wmf]A

, и столько же столбцов, как у матрицы 
[image: image239.wmf]B

. 

По определению элемент 
[image: image240.wmf]ij

c

 матрицы 
[image: image241.wmf]C

 равен сумме парных произведений элементов 
[image: image242.wmf]i

-ой строки матрицы 
[image: image243.wmf]A

, на соответствующие элементы 
[image: image244.wmf]j

-го столбца матрицы 
[image: image245.wmf]B

.
Пример. Найти произведение матриц
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Очевидно, что произведение матриц не обладает перестановочным свойством, т.е. некоммутативно. Если все-таки выполняется равенство 
[image: image249.wmf]BA
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, то матрицы 
[image: image250.wmf]A

 и 
[image: image251.wmf]B

 называются перестановочными.

Свойства произведения матриц:
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Единичной матрицей называется диагональная матрица, у которой все элементы равны 1.
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Свойство единичной матрицы: 
[image: image258.wmf]A
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 для любой квадратной матрицы 
[image: image259.wmf]A

.

Рассмотрим произвольную квадратную матрицу 
[image: image260.wmf]A

, порядка 
[image: image261.wmf]n

. Если существует такая матрица 
[image: image262.wmf]B

, что 
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, то говорят, что 
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 обратима, а 
[image: image265.wmf]B

 называют обратной матрицей для матрицы 
[image: image266.wmf]A

.
Определитель матрицы
Определителем квадратной матрицы 
[image: image267.wmf]A

 называется число, которое обозначается через 
[image: image268.wmf])

det(

A

 или 
[image: image269.wmf]A

 и вычисляется при помощи следующих трех правил.

Правило 1. Определитель диагональной матрицы равен произведению элементов, стоящих на главной диагонали.

Замечание: Определитель одноэлементной матрицы равен самому элементу.

Правило 2. Общий множитель элементов любой строки или столбца матрицы можно вынести за знак определителя.

Замечание: Определитель матрицы, у которой строка или столбец состоит только из нулей, равен 0.

Правило 3. Определитель матрицы не изменится, если к одной из строк (столбцов) матрицы прибавить другую строку (столбец) этой матрицы.
Миноры и алгебраические дополнения

Обозначим через 
[image: image270.wmf]ij

A

 матрицу, которая получается путем вычеркивания 
[image: image271.wmf]i

-ой строки и 
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-го столбца матрицы 
[image: image273.wmf]A

. Тогда 
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 называется минором элемента 
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. Величина 
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 называется алгебраическим дополнением элемента 
[image: image277.wmf]ij

a

.
Разложение определителя матрицы по элементам строки или столбца.
Теорема. Определитель каждой матрицы равен сумме произведений элементов любой ее строки (столбца) на их алгебраические дополнения, т. е. при разложении по элементам 
[image: image278.wmf]i

-ой строки
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Для вычисления значений определителей матриц второго порядка пользуются формулой:


[image: image280.wmf]21

12

22

11

22

21

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

-

=


Для вычисления значений определителей матриц третьего порядка можно воспользоваться формулой разложения определителя по первой строке:
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Вернемся к системам линейных уравнений. Очевидно, система линейных уравнений 
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будет совместной тогда и только тогда, когда в процессе решения этой системы методом Гаусса мы не получим систему, содержащую противоречивое уравнение. Этот критерий не дает возможности сформулировать условие совместности системы при помощи коэффициентов и свободных членов системы уравнений. Однако этого недостатка лишен критерий совместности, который содержится в теореме, носящей название теоремы Кронекера—Капелли.

Для начала дадим несколько определений. 
Определение. Матрицей системы называется матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных. Как правило, ее обозначают буквой 
[image: image283.wmf]A

:
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Определение. Расширенной матрицей системы называется матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных, дополненная справа столбцом свободных членов. Как правило, ее обозначают буквой 
[image: image285.wmf]B

:
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Определение. Минором 
[image: image287.wmf]k

-го порядка матрицы 
[image: image288.wmf]A

 называется определитель, полученный выбором элементов, стоящих на пересечении каких-либо 
[image: image289.wmf]k

 строк и каких-либо 
[image: image290.wmf]k

 столбцов данной матрицы.

Определение. Минорным рангом матрицы называется величина, равная максимальному порядку минора матрицы 
[image: image291.wmf]A

, отличного от нуля, и обозначается 
[image: image292.wmf]A

rank

.
Например, запись 
[image: image293.wmf]5
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 означает, что среди миноров 5-го порядка матрицы 
[image: image294.wmf]A

 есть минор, отличный от нуля, а все миноры более высоких порядков (если таковые имеются) равны нулю.
Данное правило отыскания рангов связано с вычислительными неудобствами. Удобнее пользоваться другим методом вычисления ранга матрицы. А именно:
Определение. Ранг матрицы равен количеству ненулевых строк в ступенчатом виде матрицы.  

Теорема Кронекера-Капелли. Необходимым и достаточным условием совместности системы уравнений является равенство рангов матриц 
[image: image295.wmf]A

 и 
[image: image296.wmf]B
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причем, если 
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r

=

, где 
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-число неизвестных, то система имеет единственное решение, если 
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<

, то система имеет бесчисленное множество решений.

Если ранг матрицы 
[image: image301.wmf]B

 больше ранга матрицы 
[image: image302.wmf]A

, то система несовместна.
Системы линейных уравнений с квадратной матрицей
Рассмотрим систему линейных уравнений с квадратной матрицей системы 
[image: image303.wmf]A

:
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и двумя матрицами-столбцами 
[image: image305.wmf]X

 (неизвестные) и 
[image: image306.wmf]b

 (свободные члены):
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Очевидно, систему линейных уравнений можно записать в матричном виде: 
[image: image309.wmf]b
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В данной системе число уравнений равно числу неизвестных.
Теорема. Если в системе уравнений  определитель квадратной матрицы 
[image: image310.wmf]A

 не равен нулю, то система уравнений имеет единственное решение (см. критерий Кронекера-Капелли).
В данном случае матрица 
[image: image311.wmf]A

 называется невырожденной.
Кроме предыдущих методов решения существуют два способа решения систем с квадратной матрицей: формулы Крамера и  матричный метод.
Формулы Крамера
Назовем столбцы матрицы 
[image: image312.wmf]A

 следующим образом: первый столбец - 
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второй столбец - 
[image: image314.wmf]2
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последний столбец - 
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 дополнительных матриц:
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и вычислим их определители и определитель исходной матрицы:
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Значения неизвестных вычисляются по формулам Крамера: 
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Пример. Решить систему уравнений методом Крамера.
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Тогда 
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Вычисляя определители этих матриц, получаем 
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И по формулам Крамера находим: 
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Решение системы с помощью обратной матрицы
Теорема. Если матрица 
[image: image341.wmf]A

 обратимая матрица, то обратная к ней матрица 
[image: image342.wmf]1

-

A

 вычисляется по следующему правилу:
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Таким образом, обратная матрица – это транспонированная матрица алгебраических дополнений, умноженная на коэффициент 
[image: image344.wmf])
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.
Следует отметить, что обратная матрица существует, тогда и только тогда, когда определитель исходной матрицы отличен от нуля.

Теперь, рассмотрим матричное уравнение 
[image: image345.wmf]b
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 существует обратная матрица 
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, то умножая матричное уравнение на 
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 слева, получим:
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По определению обратимости матрицы 
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 и по свойству единичной 
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Пример. Решить систему уравнений с помощью обратной матрицы.
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Вычислим определитель матрицы 
[image: image356.wmf]A

, разлагая по первой строке: 
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Значит, обратная матрица существует.
Вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы:
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Тогда решение системы получается умножением обратной матрицы на столбец свободных членов
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