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Методические указания 
к выполнению контрольных работ

Обыкновенные дифференциальные уравнения
Задание 1. Найти частное решение дифференциального уравнения 
[image: image359.jpg]


, удовлетворяющее начальному условию 
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Приводим к виду уравнения с разделяющимися переменными
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Разделяем переменные:
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Переменные разделены. Интегрируем обе части уравнения:


[image: image7.wmf]2

2

1

1

1

x

dx

dy

y

y

ò

=

-

+

-

ò

;


[image: image8.wmf]dx

x

y

dy

dy

y

2

1

)

1

(

-

ò

=

-

ò

+

+

ò

;


[image: image9.wmf](

)

c

x

y

y

y

+

-

=

-

+

+

1

1

ln

2

2

 - это есть общий интеграл д. у.

 Используя начальное условие 
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, подставляем в выражение общего интеграла заданные значения переменных 
[image: image11.wmf]-
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тем самым определяем значение с (произвольной постоянной): 


[image: image12.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]c
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откуда с=2,5.
Итак, искомый частный интеграл имеет вид
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf](

)

 

2,5

1

1

ln

2

2

+

-

=

-

+

+

x

y

y

y

.
Задание 2. Решить дифференциальное уравнение
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Здесь M(x, y)= (x2+y2),
 N(x, y) =-ху 
M(Kx, Ky)=(K2x2+ K2y2)= K2(x2+y2), N(Kx, Ky)=(-KxKy)= K2(-xy). Данное уравнение является однородным, так как M(x,y),N(x,y) – однородные функции второго измерения.

Разрешим уравнение относительно производной 
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Поделив числитель и знаменатель правой части уравнения на х2, получим
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Для решения этого уравнения введем новую функцию: 

t=y/x, y=tx, 
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Уравнение (1) преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными 
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Интегрируя это уравнение, получим
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Заменяя в последнем равенстве t отношением 
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 окончательно получим: 
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Задание 3. Решить дифференциальное уравнение 
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1-й способ (метод вариаций произвольных постоянных)

Записываем соответствующее однородное линейное уравнение:
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Уравнение с разделяющимися переменными (разделяем переменные)
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Ищем решение неоднородного уравнения в виде:
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где с1(х) – неизвестная функция переменной х.
Подставляя в уравнение (2) 
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Уравнение с разделяющимися переменными (разделяем переменные)
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Таким образом, общее решение неоднородного уравнения имеет вид:
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2-ой способ (метод Бернулли)

Ищем решение уравнения в виде
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 и данное уравнение принимает вид:
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Подберем функцию u=u(x) так, чтобы выражение в скобках было равно нулю (решим первое д.у.)
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Подставляя u=x (положили с1=1) в уравнение (4), получим 2-ое д.у. с разделяющимися переменными, из которого найдем функцию v(x):
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Таким образом, общее решение уравнения имеет вид:
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]).
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Задание 4.1. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Интегрируя, получим:
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Повторное интегрирование приводит к ответу:
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где с1,с2 – произвольные постоянные. 

Задание 4.2. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Замена 
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 и данное уравнение принимает вид
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 Заменяем p на y', имеем:
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Отсюда находим:
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Задание 4.3. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Замена 
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Заменяем p на y', имеем:
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Задание 5.1. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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. Составим характеристическое уравнение 
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. Следовательно, общее решение уравнения имеет вид:
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 Задание 5.2. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Составим характеристическое уравнение 
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Находим корни 
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Составим общее решение уравнения
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Задание 5.3. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Составим характеристическое уравнение 
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Находим корни 
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Составим общее решение уравнения


[image: image95.wmf]3

2

12

()

x

yccxe

=+

.

Задание 6.1. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Найдем общее решение 
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 соответствующего однородного уравнения
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Решая отвечающее ему характеристическое уравнение
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получаем корни 
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Перейдем к отысканию частного решения у* данного уравнения. Здесь правая часть 
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Следовательно, частное решение у* нужно искать в виде: 
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, где А, В – некоторые коэффициенты, подлежащие определению. Для их отыскания найдем у*’ и у*’’:
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Теперь подставим выражения для у*, у*’и у*’’ в данное уравнение:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf]2
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 Приравняем коэффициенты при подобных членах, имеем
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Итак, имеем следующую систему уравнений для отыскания коэффициентов А и В:
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Решая эту систему, найдем 
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Теперь можно записать общее решение данного уравнения
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Задание 6.2. Найти общее решение уравнения 
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Найдем общее решение 
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Решая отвечающее ему характеристическое уравнение
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получаем корни 
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Ищем у*. Здесь правая часть 
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 Числа 
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 не являются корнями характеристического уравнения, поэтому частное решение у* нужно искать в виде 
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где А, В – неопределенные коэффициенты.

Найдем производные у*’ и у*’’:
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,
подставляя теперь выражение для у*, у*’и у*’’ в данное уравнение и группируя члены при cosx и sinx, в результате получим

(4А-4В) cosx+(4A+4B)sinx = 2cosx+6sinx. 

Следовательно для нахождения А и В имеем систему
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откуда А=1, В=
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Итак, общее решение данного уравнения имеет вид
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Метод вариаций произвольных постоянных
Задание 7. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Записываем соответствующее однородное уравнение:
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 Общее решение однородного уравнения
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Применяем метод Лагранжа (метод вариации произвольных постоянных):

 Ищем решение данного уравнения в виде 
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Записываем систему уравнений для определения ф. 
[image: image149.wmf](

)

1

Cx

¢

 и 
[image: image150.wmf](

)

2

Cx

¢

:


[image: image151.wmf](

)

(

)

12

12

cos()sin0

1

()sin()cos.

sin

CxxCxx

CxxCxx

x

¢¢

ì

+=

ï

í

¢¢

-+=

ï

î


Решая её, получим
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Интегрируя, находим
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Записываем полученное общее решение данного неоднородного решения
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Задание 8. Найти частное решение д.у. 
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, удовлетворяющее начальным условиям 
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Характеристическое уравнение 
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Общее решение соответствующего однородного уравнения:
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Здесь правая часть 
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- не является корнем характеристического уравнения, поэтому частное решение у* неоднородного уравнения нужно искать в виде:
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подставляя теперь выражение для у*, у*’ и у*’’ в данное уравнение и группируя члены при cosx и sinx, в результате получим:
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Приравняем коэффициенты при подобных членах
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Частное решение неоднородного уравнения
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Общее решение неоднородного уравнения
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Искомое решение
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Используем начальные условия
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Искомое частное решение 
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Задание 9. Решить систему дифференциальных уравнений (метод                                          Эйлера)
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Характеристическое уравнение имеет вид
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Для корня 
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 составляем систему линейных уравнений
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Полагая 
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 и записываем первое частное решение системы. 
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Система уравнений для корня 
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[image: image198.wmf]Þ

 
[image: image199.wmf]ab

=

.
Полагая 
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Общее решение системы имеет вид:
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Кратные и криволинейные интегралы

Задание 1. Изменить порядок интегрирования. Сделать чертёж: 
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Решение. Изобразим область интегрирования, для чего выпишем пределы изменения x и y:
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Уравнение 
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 – это верхняя полуокружность, r =1 и центр в точке(1;0). Второе уравнение – это прямая, проходящая через точки (2,0) и (0,2). Заданная область заштрихована на чертеже. 

Для этой области имеем: 
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Следовательно, данный интеграл, поменяв порядок интегрирования, можно записать так: 
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[image: image358.jpg]


 Задание 2. Вычислить двойной интеграл 
[image: image209.wmf]D
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 (x+ y)dx dy по области (D), ограниченной линиями: x = 0, x =1, y =x, y =2-
[image: image210.wmf].
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Решение: Область D ограничена прямыми x = 0, y = x и параболой 
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Вычисляем внутренний интеграл, считая x постоянным:
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Вычисляем внешний интеграл:
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Задание 3. Вычислить тройной интеграл 
[image: image215.wmf]()
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по области V, заданной поверхностями x + y + z =1, x = 0, y = 0, z = 0.

Решение. Изобразим область V на чертеже. Это пирамида, ограниченная плоскостью x + y + z =1 и координатными плоскостями x=0, y = 0, z = 0. Область V проецируется на плоскость Oxy в треугольник, ограниченный прямыми x = 0, y = 0, y = 1 – x. 
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Опишем область интегрирования с помощью неравенств V: 

[image: image217.wmf]01
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Вычислим интеграл: 
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Задание 4. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями x+y+z=3, z=2, x=0, y=0. 
Решение. V =
[image: image220.wmf].
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 Тело снизу ограничено плоскостью z = 2, сверху - плоскостью x + y + z = 3, поэтому предел интегрирования по z определяется неравенством 
[image: image221.wmf]23.

zxy

££--

 
[image: image222.wmf]Þ

 V =
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 На плоскость XOY тело проецируется в треугольник D, ограниченный прямыми x = 0, y = 0, x + y = 1.

[image: image224.jpg]



˝Нижней˝ границей области D является ось OX, т. е. прямая y=0. ˝Верхней˝ границей - прямая y = 1 – x. 
[image: image225.wmf]Þ

 Пределы интегрирования по y определяются неравенством 
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Итак, D:
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Следовательно, 
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Задание 5. Вычислить криволинейный интеграл Ι рода: 
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                            где Z - часть окружности 
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Решение. Так как 
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 Следовательно, получаем: 
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Ряды

Задание 1. Исследовать сходимость рядов: 
а) 
[image: image237.wmf]2
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а) Поскольку 
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, то для исследования сходимости ряда 
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 можно применить первый признак сравнения. В качестве “эталонного” ряда берем 
[image: image242.wmf]å

¥

=

1

2

3

n

n

 - обобщенный гармонический ряд, он сходится (показатель степени гармонического ряда 
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), следовательно, по первому признаку сравнения сходится и “меньший”, исходный ряд 
[image: image244.wmf]å

¥

=

+

+

1

2

3

cos

2

n

n

n

. 
б) Ряд 
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 - с положительными членами. Для исследования его сходимости удобно применять признак Даламбера. 
Записываем n-ый член ряда: 
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Найдем 
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 исходный ряд 
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в) Ряд 
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- с положительными членами. Для исследования его сходимости удобно применять радикальный признак                   Коши.
Вычисляем 
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 исходный ряд 
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 сходится.

Задание 2. Исследовать сходимость знакочередующихся рядов, выяснить характер сходимости: 
а) 
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а) 1. Проверим выполнение необходимого условия сходимости: найдем предел общего члена ряда. 
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Необходимое условие выполнено. 

2.  Исследование сходимости знакочередующегося ряда можно начинать с проверки абсолютной сходимости. Если ряд, составленный из абсолютных величин, сходится, то и сам ряд сходится. Если же окажется, что данный знакочередующийся ряд не обладает абсолютной сходимостью, то исследование продолжают с помощью признака Лейбница. Исследуем сходимость ряда, составленного из модулей: 
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при всех 
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Для исследования на сходимость ряда 
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используемый для сравнения “ эталонный” ряд 
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Вычислим 
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 (применили 1-й замечательный предел). 
Следовательно, по второму признаку сравнения ряд 
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, составленный из модулей, так же сходящийся.  А значит, исходный знакочередующийся ряд 
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 сходится абсолютно. 

б) 1. Проверим выполнение необходимого условия сходимости: найдем предел общего члена ряда. 
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 Необходимое условие выполнено. 

2. Исследуем сходимость ряда, составленного из модулей: 
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Для исследования сходимости ряда 
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 можно применить первый признак сравнения: 
имеем 
[image: image285.wmf]2
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, т.е. каждый член ряда из абсолютных значений исходного ряда 
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 больше соответствующего члена обобщенного гармонического ряда 
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Так как “меньший “ “эталонный “ гармонический ряд 
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 расходится  (показатель степени гармонического ряда 
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 также расходится. Следовательно, исходный знакочередующийся ряд 
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 абсолютно не сходится. 
3. Продолжим исследование с помощью признака Лейбница знакочередующегося ряда 
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а) 
[image: image293.wmf]7419
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, т.е. члены исходного знакочередующегося ряда убывают по абсолютному значению. 

б) 
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Итак, для данного знакочередующегося ряда 
[image: image295.wmf](
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 выполнены оба условия, содержащиеся в признаке Лейбница, значит, этот ряд сходится. Из этого и из того, что ряд не является абсолютно сходящимся, окончательно следует, что ряд сходится условно. 

Задание 3. Определить интервал сходимости ряда и исследовать сходимость на концах интервала: 

а) 
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а) 1. Если степенной ряд при фиксированном x сходится, то он сходится, и притом абсолютно (из теоремы Абеля) в интервале 
[image: image298.wmf](;)

xx

-

. Поэтому исследуем ряд 
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, составленный из абсолютных величин членов исходного ряда. К нему можно применить признак Даламбера, для чего находим 
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 По признаку Даламбера ряд будет сходиться, если
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 - интервал сходимости. 

2.  Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала сходимости. В точке 
[image: image307.wmf]2

1

=

x

 получим числовой знакоположительный ряд: 
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Сравним его с расходящимся гармоническим рядом 
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поскольку 
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В точке 
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 получим знакочередующийся ряд 
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Этот ряд по признаку Лейбница сходится, т.к. выполнены оба условия:

1) 
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Окончательно получаем область сходимости исходного ряда, промежуток 
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 б) 1. Исследуем на сходимость ряд 
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, составленный из абсолютных величин членов исходного ряда. К нему удобно применить радикальный признак Коши, для чего вычислим 
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 Ряд будет сходиться, если 
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 Итак, при 
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 ряд сходится абсолютно. 

2.  Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала сходимости. В точке 
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 получим числовой знакоположительный ряд 
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 получим числовой знакоположительный ряд 
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. Эти ряды расходятся, т.к. не выполнено необходимое условие сходимости рядов: 
[image: image330.wmf]0

1

1

lim

¹

=

+

¥

®

n

n

n

.  Окончательно получаем область сходимости исходного ряда - интервал (1;3).

Задание 4. Пользуясь разложением в ряд Маклорена функций 
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 а) В ряде Маклорена для 
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Умножим обе части равенства на 
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б) Преобразуем данную функцию: 
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Запишем ряды Маклорена для полученных функций: 
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Вычитая эти ряды почленно, имеем 
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